Séries numériques [57.4]

w Rappelons les deux théoremes que nous allons
employer dans la suite. Un peu de rigueur ne peut
pas nuire...

Critere spécial des séries alternées.

Si ) un est une série alternée telle que |u,|
tende vers 0 en décroissant, alors la série > u, est
convergente.

Théoreme de comparaison par équivalence.

Si un ~ vy lorsque n tend vers +oo et si les
v sont de signe constant, alors la série ) u, est
convergente si, et seulement si, la série > vy estcon-
vergente. ([47.3] et [47.4])

@ Sia > 0,les deux séries étudiées sont alternées
et leurs termes généraux tendent bien vers 0. En re-
vanche, la décroissance de |u,| n’est pas évidente, ce
qui doit rendre prudent : le Critére spécial des séries
alternées ne s’applique peut-étre pas!

@ Pour toutn > 2, on pose
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Lorsque n tend vers +oo,
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On pose alors
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de telle sorte que
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et que, d’apres (Eq. 1),
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lorsque n tend vers +oo.
Par ailleurs, la série (de Riemann)
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est une série dont le terme général est de signe cons-
tant et on sait que cette série converge si, et seule-
ment si, 3cc/2 > 1, c’est-a-dire si &« > 2/3. On déduit
alors de la relation de comparaison (Eq. 2) que la sé-
rie > vy est convergente si, et seulement si, x > 2/3
(Théoreme de comparaison par équivalence).

Pour tout o > 0, le Critere spécial des séries
alternées s’applique évidemment a la série
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qui est donc convergente. Ainsi donc,



- si « > 2/3, la série ) u, est convergente
(somme de deux séries convergentes) ;

- 510 < o < 2/3, la série }_u, est divergente
(somme d’une série convergente et d"une sé-
rie divergente) ;

— si @ = 0, le dénominateur s’annule pour tous
les entiers n impairs !

- si & < 0,lasérie ) u, est grossierement di-
vergente.

Finalement, la série ) _u, est convergente si, et seu-
lement si, o« > 2/3.

REMARQUE.— Pour des séries )_a,, et )_b,, dont
les termes généraux ne sont pas de signe constant,
le Théoreme de comparaison dit seulement que : si
Qn ~ by, alors la série }_ a,, est absolument conver-
gente si, et seulement si, la série )by, est absolument
convergente.

En appliquant ce théoréme a la relation :
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on peut seulement démontrer que la série ) u,, est
absolument convergente pour tout & > 2 et qu’elle
n’est pas absolument convergente pour « < 2. Il est
impossible d’en déduire que la série est (semi-)con-
vergente dans le cas 32 < o« < 2.

@ La méme méthode s’applique pour la série de
terme général
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Si x > 0, lorsque n tend vers +oo,
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On pose donc
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de telle sorte que
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lorsque n tend vers +oc0. La série de Riemann
1
Z n2«
est une série dont le terme général est de signe cons-
tant. Donc, d’apres le Théoréme de comparaison par

équivalence, la série Y_ v, est convergente si, et seule-
ment si, la série de Riemann
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est convergente, c’est-a-dire si & > 1/.



Par ailleurs, il est clair que la série
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converge pour tout « > 0 (d’apres le Critere spécial

des séries alternées).
En conclusion, puisque

Vyn>2 u,= =D + Vn,
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la série ) u, converge si, et seulement si, « > 1/
(méme discussion que plus haut).



