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Calculs algébriques

I

Coefficients binomiaux
1. Quel est le plus grand coefficient binomial (}) lorsque 0 <
k<n?

2. Soit n € IN*. Parmi les entiers (Z), 0<k<mniyaun
nombre pair d’entiers impairs (puisque la somme est paire).

3. Démontrer que

2n 4n
Vn>1, > .
" (n) 2n+1

(Par récurrence ou en sachant que (2,1” ) majore tous les (an ), dont
la somme est égale a 22.)

I

Systémes linéaires

4.1 La solution du systéeme
x4+ 3y =1
2x — y =2

est (x,y) = (1,0).

4.2 La solution du systéeme
x+3y=3
2x — y =2
est (x,y) = (°/7,%/7).
5. La solution du systeme
x+2y+z= 5
xX— y+z=-1
2x+ y—z=1
est (x,y,z) = (0,2,1).
6. La solution du systeme
4 — y— z= 8
x+4y — z=-10
-x+ y+52= -9
est(x,y,z) = (1,-3,-1).
7. Le triplet (x,y, z) est une solution du systéeme
2x+ y+ z=6
X + 2y +7z =2
3x + vy =38

si, et seulement si, il existe t € R tel que

(x,y,2z) = (242 =3t t).

8. Le triplet (x,y, z) est une solution du systeme
3x +y —2z=1
x—y+3z=2

si, et seulement si, il existe t € R tel que

(x,y,z) = (t,7 — 11t,3 — 4t).

9. Le triplet (x,y, z) est une solution du systéeme
3x +y —2z2=0
-y +32=0

si, et seulement si, il existe f € R tel que

(x,y,z) = (—t,9¢,3t).

10. Le triplet (x,y, z) est une solution du systéeme
3x +2y — z=20
x— y+32=0
x+4y —72=0

si, et seulement si, il existe f € R tel que

(x,y,2z) = (—t,2t,1).

11. Soit a € R. Résoudre le systéme suivant.
ax + (14+a)y + (1+2a)z = a* +a
x + y + 2z = a
ax + y  + (14+a)z = 2
12. Soit m € R. On étudie le systeme (S) suivant.
x — my + m’z =m
mx — m’y + mz = 1
mx + y—m’z=1
121 Sim =0, le systeme (S) n’a pas de solution.
12.2  Sim =1, les solutions sont les triplets (1,t,¢) pour t € R.
123 Sim = —1, les solutions sont (—1, —¢,t) pour t € R.
12.4  Dans tous les autres cas, le systeme (S) admet pour seule

solution le triplet (m,1,1/).

13. Résoudre les systémes suivants en discutant sur le para-
metre réel f.
131
x+3y=1
tx — y=2
13.2
x+ty=1
2x — y =3
13.3
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III

Sommes
14. Pour tout entier n € IN*,

1)¢

Py lpofy

k=1(=k
15. Pour tout entier n € IN*,

Ly

k=1/(=k

1 [
r- L)k

1k=1

™=

16. Pour tout entier n € IN*,

L)

i=1j=1

14

~ 1

2



2
Fonctions usuelles

1. Graphes des expressions suivantes.
n(1+x) m(l-x) e * eIl x®
er—1 > Inx e* 1
: (fnx) > o1 Jite
1
1+ x2
2. Dériver les expressions suivantes.
e3x+2 cos? 3x (1 +e")
sn;x eSin¥ (1 —x +2x?%)
2sinx — 1 cos 2x + sin 3x
1
+Vx 3cosx+1 cos 6x
1+x
15 /
ns— cos(3/nx)

3. Discriminant d"un polynéme
3.1 Condition nécessaire et suffisante pour que la racine de f’
soit aussi une racine de

f(x) = x>+ px +q.

3.2 Condition nécessaire et suffisante pour que I'une des ra-
cines de f’ soit aussi une racine de

flx) =2 +px+q.

I

Compositions et produits

4. Symétries des expressions suivantes ?
2 . 2 2
f(cosx) f(x%) sinx f(cos” x) xf(x%)
5. Monotonie des expressions suivantes ?
2 —2x
2 X e . 52
et sin(1—e )
1+e 1+x
6.1 Une somme de fonctions croissantes est croissante.
6.2 Une composée de fonctions croissantes est croissante.
6.3 L'inverse d'une fonction croissante de signe constant est
décroissante.
6.4 Un produit de fonctions croissantes est-il une fonction
croissante ?
7. Calculer la dérivée de f, puis celle de g.

flx) =V2x +1(1+ /x)
f(x) =fnV1+x2
flx)=x

g(x) = V2eX +1(1 4 Ve¥)
g(x) =4n V14 e
g(x) =e"

/14 eX
1—e*

1+x
1—x

x) x)

II

Calculs de limites

8. Avec les formes indéterminées classiques :

Mm(1— /1)
sin? ¢
VEZ4+1—v2 -1
Vi f—too
lim 7sin Vi =
ﬂ%OEn(lngG)

~ _t73/2
t—0

t5/2

. 1—cost 1
t—0 sin“t 2
. el —cost

hm - =
t—0 sint

lim #[(n(t* +1) —n(* —1)] =2

t—-+oo
1
lim t(el/f - \/cosf) =1
t— o0 t

lim(1 — cos ) =1
-0

1 3t
lim (1—sin7) =¢3
t——-o00 t
7Tt 4
lim(1 — ) tan = = —
tgq( ) tan 2 T

III

Fonctions trigonométriques et hyperboliques

9. Dériver les expressions suivantes.
sin(x?) sin® x cos? x
sin(e*) cos(e)
10. Calculer la dérivée n-iéme des expressions suivantes.
e “sinx  e*cosx

(On peut appliquer la formule de Leibniz ou passer en com-
plexes.)

11.  Etudier et représenter

COos x

en fonction de x.
Pourquoi cette fonction est-elle appelée sécante?

12.  Etudier et représenter

en fonction de x.
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v

Fonctions réciproques

13. Pour tout x > 0,
1 7T
Arctan x + Arctan — = —.
X 2

Et pour x < 0?
14.
1 1
2 Arctan — + Arctan —— = 712

V2 2v2

15. Pour x € [-1,1],

sin(Arcsinx) = x et cos(Arcsinx) = /1 —x2.

151  L'équation

Arcsin x = Arcsin % + Arcsin %

V2, V3

admet x = %5* + T3 pour seule solution.
15.2  Les solutions de I’équation

Arcsin x + Arccos V2x = %

vérifient 1 — 2x? = 0. Par conséquent, la seule solution de I'équa-
tion est x = V2/,.
16. L’équation

-1
Arcsin x = Arccos 5

n’a pas de solution (le second membre est > 7/3).
171 Lafonction

f =[x — Arccos x + Arcsin x]
est constante, égale a />, sur [—1, 1].
17.2  L'équation

Arccos x = Arccos _TE} — Arcsin Z

admet x = 0 pour seule solution.
17.3  L'équation

-3 3
Arccos x = Arccos T + Arcsin 1

<: g +2Arc5in2 > 7T>

n’a pas de solution.
18. Si

[—7/2,7/2) > Arcsinax = Arccos x € [0, 7T,

alors x et ax sont positifs. On en déduit que

ax =+v1—x2

et donc que
1
CV1ta2
191 Pour0< 0 < Thett= C°5229, ona

1
—t=sinf et E+tzc059.

1
2

19.2  Pourtoutt € [0,1/2],
Arcsiny/1/2 — t + Arcsin/1/o +t = g
19.3  Le graphe de la fonction

[x — Arcsin \/ﬂ

admet le point de coordonnées (1/2, 7/4) pour centre de symétrie.
(Tracer ce graphe!) Par conséquent,

1
/ Arcsin Vtdt = E
0 4

20. Soient

Arcsin 3/

. Arcsin3/y
X =sin———— et o e

Yy = cos 5

Alors 2xy = 3/4 et (x +y)? = 7/, donc x et y sont les racines de

I’équation
2 V7.3 _
z 5 z+ g = 0.
Donc
X = \/7 —1 et = ﬁ +1
T2 V=773
21. Les angles &« = Arcsin4/s et f = Arcsin5/13 vérifient
T T
0<a< 5 et 0B —.
ts3 ¢ P<3

Par conséquent, I’équation

Arcsinx =« +

_ 63 : :
admet x = g2 pour unique solution.
221 L'expression

f(x) = Arccos x 4 Arcsin(x® — x + 1)

est définie si, et seulement si, x € [—1,1].
222 Pour x € [—1,1], 'équation

2

équivauta x = x* —x + 1, c'est-a-direa x = 1.

23. Six € R est une solution de 1’équation
1
Arctan(3 — x) + Arctan (4 - ;) = %TT(,

alors x est aussi solution de 1’équation 3x2 —5x +2=0.
Les solutions sont 1 et 2/3.

241 Si0<a<T/h<b<malorsTh<a-+b<37/et
tana 4+ tanb
t )= ——n~ .
an(a +b) 1 —tanatanb
242  Six > 1,alorsb =2Arctanx € |7/, 1 et
2x
tanb = —/——.
an 1—x?
24.3

Arctan 2\/5 + 2 Arctan \/E =7
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25. La fonction f définie par
f(x) = Arccosthx + 2 Arctan e”

est de classe € sur R et sa dérivée est nulle. La fonction f est
donc constante, égale a 7.

26. La fonction f définie par

flx) = ZArCtan(m — x) + Arctan x

est constante sur R, égale a 7/>.
Avec x = 1, on en déduit que tan /g = V2 —1etavec x = /3,
que

7T
tan & =2 — /3.
M1 V3

27. Suite de Fibonacci
La suite de Fibonacci (f,)nen est définie par la donnée de fy =0
et fi = 1, ainsi que par la relation de récurrence

VneN, fo2=fat fas1-

27.1  Identité de Cassini
Par récurrence,

VneN, f,%+1_fnfn+2:(_1)n'

27.2 Pour tout entier p > 1,
1 1 1
Arctan — = Arctan —— + Arctan ——.
fap fap+1 fop+2
28. Fonctions hyperboliques réciproques
28.1  Lafonction ch réalise une bijection de [0, +oco[ sur [1, +-oo].

Pour touty > 1,

Argchy = In(y+/y2 — 1)

et pour touty > 1,
1
V-1

La fonction sh réalise une bijection de R sur R. Pour tout

Arg ch’ y=
28.2
yEeR,
1

VT

Argshy = (n(y+1/y>+1) et Argsh'y=

28.3  La fonction th réalise une bijection de R sur |—1, 1[. Pour
touty € |-1,1],
1 1+ ,
Argthy = - /n—= Argth'y = .
rgthy 2€n1—y et Argth'y =
v
Etudes de fonctions
29. Ftude et graphes des fonctions suivantes (ensemble de

définition, dérivées, comportement asymptotique...).

Inx3
xPe ™ T 3 (1 +x?)
x
x Inx 24 x
¢ sinx.e”* /n *

x? 3+x

30. Etudier la fonction

10 = e =5

en fonction des parametres m € Reto € R
31. Etudier 'expression
t
x2 412
d’abord en fonction de x € R (le réel t étant fixé), puis en fonction
det € R (le réel x étant fixé).
32. Etudier la fonction f définie par

1
cosx’

YV x €[0,7/4], flx)=

33. Polynoémes de degré 3
Tracer le graphe de f en fonction du parametre K.

331 FEtudier la fonction f définie par
f(x) =2x% —3x% —12x + K.
La dérivée est proportionnelle & (x —2)(x + 1) et
f(-=1)=K+7  f(2)=K-20.
332 Etudier la fonction f définie par
f(x) =2x° —3x2 + K.
La dérivée est proportionnelle a (x — 1)x et

f(0)=K

Etudier la fonction f définie par

f1)=K-1.

33.3
f(x) =4x® —3x + K.

La dérivée est proportionnelle & (2x —1)(2x +1) et

f(R)=K-1  f(=1)=K+2.

34. Déterminer 1’ensemble de définition de
f(x) = (1 —x—x?).

Cette fonction atteint son maximum en x = 1/,.

35. Soit n = 2, un entier. Lorsque x parcourt le segment
[0,1/2], I'expression

fu(x) = x(1—2x)" !
est maximale pour x = 1/2;,.
36. Etudier le signe de
e (¥ +3x+1) — (1+2x)

en fonction de x. (Il s’agit de la différence entre une fonction et sa
tangente au point d’abscisse x = 0.)

37. Etudier /n ch x. Vérifier en particulier que

mchx = x—{m2+o0(1).
X—+00

En déduire I'asymptote au voisinage de —oo par un argument de
symétrie.
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38. Ensemble de définition de la fonction

1+ x
. .

f= {w—)ﬁén

Limites aux bornes de 1’ensemble de définition.
39. Etude et graphe de la fonction

1
f—{me]

40. Etude et graphe de la fonction

f:{taﬁ}.

t
Application : si1 < n < p sont deux entiers naturels tels que
nP = p”/

alorsn =2etp =4.
41. Soita > 0. Les solutions de ’équation

fnx _ fna
ma  Inx

sontx =aetx =1/,
42, Les solutions de 1'inéquation

Vi+1<2—x

appartiennent nécessairement a l'intervalle [—1,2]. L'ensemble
des solutions est donc l'intervalle

[‘Lﬂ]'

2

43. L'inéquation

1+x
1—x

<1—x

aunsens si, et seulementsi, x € [—1, 1[. L'ensemble des solutions
est l'intervalle [—1,0].

44. La fonction

f= [x — Arctan x + Arctan x3]

réalise une bijection de I = R sur | = |—7, 7t[. L'équation

_ 3m

f(x) e

admet donc une, et une seule, solution réelle « et cette solution
est strictement supérieure a 1. Comme cette solution vérifie aussi
I’équation

x—x3

1— x4

:—1’

on en déduit que

45. Etude et graphe de la fonction
1
f = |t — Arctan(t — 1) — Arctan 7
Application : I'équation
f(t) = Arc’can%9

admet une, et une seule, solution & strictement plus grande que
1. Comme « est aussi solution de I'équation

2—x—1 . B

2x—1 8’

on en déduit que « = %
46. Graphe de

fa= [x — /\ef/\x]

en fonction de A € R.. (On précisera la tangente au point d’abs-
cisse x = 0.)
Pour toutx € R,

fa(x) = 2(1—2x).

47. Asymptotes obliques et verticales des fonctions sui-
vantes.
471 )
2x° —x+3 o414 3
x—1 x—1
47.2 )
2x°+1 1
=x—-2
IS R P
47.3 )
3x° —4x+3 1
2 Y 2
x—2 3+ x—2

48. Pour tout x > 0,

(Cas d’égalité ?)
Comme

lim — =— et
n—H»ook;l n2 2

alors ) L .
1€n(1 + ﬁ) =5

49. Etudier f(x) = V4x2+12x +9 = |2x + 3|. Préciser la
tangente au point d’abscisse x = 0.

lim
nﬁ+00k

50. On pose

(14
o = [T

Quel est I'ensemble de définition de f? L'application f est-elle
continue ? dérivable ? Tracer 'allure de son graphe.
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VI

Bijections

51. Déterminer I’ensemble de définition de

f = 21

Quelle est la limite de f(x) lorsque x tend vers +00?

52. On pose
1—x 2x—1

fo) =y et g =T

Calculer (go f)(x) et (f o g)(x).
53. L’application g définie par

2x +3
g(x) =

x—1
réalise une bijection de R \ {1} sur R \ {2}. La bijection réci-
proque a pour expression

_ 3+y

1 _

g ()= y—2

54. Déterminer l'intervalle I contenant 7t tel que ’application

f définie par

f(x) =sin(2x + 1)
réalise une bijection de I sur [0, 1].
55. L'application f définie par

fle) =2x+x 1)

réalise une bijection de IR sur R. Exprimer la réciproque.
Que dire des applications g et /1 suivantes?

g(t) =2e' +e' — 1|
h(t) =26nt+|fnt—1]

56. Une primitive de g(x) = 3x% + 2 est donnée par
G(x) =2 +2x+3=(x+1)(x2 —x +3).
L'application f définie par
flx) = Vi +2x+3
réalise une bijection de [—1, 1] sur [O, V6 [
57. L’application g définie par
g(x) =sin(1 - 27

réalise une bijection de [0, +oco[ sur un intervalle I (a préciser).
La bijection réciproque est-elle dérivableeny = 0?

58. Appliquer le Théoréme d’inversion aux applications sui-
vantes.

Xy l-x et

e +e xX—Vx+2 e (sur 0, +o0[)

e +x—2 14 (n(1+ x?) énlix

1+x
212
2+ /Inx—x 2" —x—3 (x—i- )
2x +3

59.1  L’équation 2 + fnx = x admet exactement une solution
dans l'intervalle ]0, 1] et une solution dans l'intervalle |1, +oo].

59.2  L’équation 2¢* — 3 = x admet exactement une solution
dans l'intervalle ] —oo, 0] et une solution dans l'intervalle ]0, +-co].

60. Pour tout entier n € IN*, il existe un, et un seul, réel positif
uy tel que
1—uy,—ul=0 et O0<u, <l
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Nombres complexes

1. Exponentielle complexe
Soitz € C.
Calculer éZ, (€%) 1, Re(e?), ||, Tm(e?) et Arge®.

2. On considere les points A, B et C, d’affixes respectives

1+3i, 841, 54 6i.
Comme AB = /53, BC = /34 et AC = 5, le triangle ABC n’est

pas isocele.

3. Calculer les conjugués des nombres complexes suivants.
3—4i (2+i)3 3 t4i
5+42i+e3-4 \2—i e+
4, Calculer le module des nombres complexes suivants.
2+4i 3+6¥ 34672
2—i 34672 3¢l
5. Le module de (34 2i)(1+2i) = —1+8iestégala 13 x 5,
soit 1 + 64.
6. Soient a1, ..., a,, des nombres complexes. Si un nombre

complexe z vérifie la relation

]

) =0,

k=1% " %

alors c’est une combinaison convexe des ay, :

(kil )\k) cZ = kil )‘kak

avec
1

Vi<k<n, e —
|z — ag|?

/\k: > 0.

7. Si la fonction affine f définie par
VzeC, f(z)=az+b
vérifie f(0) =0et f(1+2i) =3+ 2i,alorsb =0et

a_3+2i_774z’
142 5

Le module de a est égal a 1/13/5.

8. On note I, 'ensemble des entiers pairs compris entre 0 et
n (inclus).

E )= 5 G = ()

= Re[(1+1)"] = (ﬁ)”cos%.

9. Les racines carrées complexes de
A=8+6i
sont (3 + 7). Les racines du polynéme
X2 —2(142i)X — (11 4 2i)

sontdonc4 + 3i et —2 +1.

10.
X2 4 X+ (51 —5) = (X —2+i)(X +3—1)
11.
X2 42X +3 = (X+1+V2)(X+1—2i)
12.
Zq Zy S=7Z1+2, P=7Z7
1+ 2—i 3 3+1i
—1+2i -1 —2+42i 1-2i
3-2i 1+3i 4+i 9+7i
13. On suppose qu’il existe un entier n € IN* tel que

(z+)"=(z—0)".

Démontrer que z est réel. (On n’est pas obligé de résoudre 1’équa-
tion!)

I

Trigonomeétrie
14. Quels que soient a et b réels, il existe un réel ¢ tel que

Vx€R, acosx+bsinx =+va2+b2cos(x — ¢).

Le réel ¢ est caractérisé modulo 27 par les deux propriétés sui-
vantes :

a . b
oS p = ——, sing = ———.
Lo L/~
Applications numériques
a b Va2 +1p?
1 2 V5
3 V2 V11
V2 VT 3
2 1 V5
-3 1 V10
1 4 V17
1/2 2 V17/2
15. b b
sina + sinb = 2sin a+t sin 2 ;
16. Quels que soient a et b,

cos(a —b) —cos(a+1b)
5 .

sinasinb =

Dongc, pour tout x € R,

cos x — cos 3x
2

sinx sin2x =
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17. .
sin(p — q)

tanp —tang = cosp - cos g

18. Soit x € IR. On pose
n n
Cn=) coskx et S,=) sinkx

k=0 k=1

pour tout n € IN.

18.1  Pour tout entier k € N,
sin(k +1)x = sinkx cos x 4+ coskx sin x,
cos(k 4+ 1)x = cos kx cos x — sin kx sin x.
18.2  En sommant ces égalités pour 0 < k < 7, on obtient le

systeme suivant.

(1—cosx)-S, — sinx-Cp, = —sin(n+1)x
sinx-S, + (1—cosx)-C, = 1—cos(n+1)x

Le déterminant de ce systéme est égal a 4 sin®(x/2).

19. Linéarisations
02 — 1+ cos 26
2
sin2f — 1—cos26
2
0?0 — 3 cosf + cos 36
4
sin30 — 3sinf 4— sin 36
4 3 4 4 cos 26 + cos 46
cos 6 = 8
.4 3 —4cos26 + cos40
sin® 0 = 8
6 10 + 15 cos 20 + 6 cos 48 + cos 66
cos’f =
32
20. Formes développées

0820 =2cos?0 —1=1—2sin’0

c0s 30 = cosf - (4cos? 6 — 3)

sin26 = 2sin O cos 0

sin360 = sinf - (3 — sin®f) = sin 6 - (4cos>H — 1)

211 Leréel x est solution de 1’équation

sinx.sin2x =0

si, et seulement si, x =0 (mod 77/2).
212 L'équation
sinx.sin2x =1

n’a pas de solution réelle.
21.3  Pourtoutx € R,

2

f(x) = sinx.sin2x = 2(1 — cos” x) cos x.

La fonction f est périodique, de période 271. Sa dérivée s’annule
lorsque sin x = 0 ou cos? x = 1/3. On en déduit les extrema de f.

221 Leréel x est solution de I'équation
cosx.cos2x =0

si, et seulement si, x = /> (mod 77) ou2x = 7/, (mod 7).

222 Leréel x est solution de ’équation
cosx.cos2x =1

si, et seulement si, x = 0 (mod 27).

23.1  L'équation
V3cosx +12sinx =5

n’a pas de solution.
23.2  Leréel x est solution de ’équation

\/gcosx —sinx =2

si, et seulement si, cos(x + ¢) = v/2/3 avec

5 . 1
cosq):\/g et sing = %

23.3  Leréel x est solution de 1’équation

2cosx + V3sinx = V5

si, et seulement si, cos(x — 1) = v/3/7 avec

. 3
et siny = 7

2
cosyp = —
¥ NeG
24,
1. L'équation
3cosx +sinx =4

n’a pas de solution réelle.
2. Ilexiste unréel ¢ tel que

VxeR, 3cosx+sinx =+v10cos(x — ¢).

L'équation 3 cos x + sinx = 3 admet x = 0 et x = 2¢ pour solu-
tions.

II

Exponentielle complexe

25. Pour tout x € R,

n n
Z ek =142 Z coskx.

k=—n k=1
26. Angle moitié
26.1 Pour —m <0<,
1+e? = p.e®
avec p =2cos(0/2) > 0eta =0/,
26.2 Pour —m<6<m,
14 cosf +isinf _ 2 _ e _ ,if
1+ cosf —isinf z

27. Soit k € N, supérieur a 2. L'équation
et 1 pik0 _ 1
équivaut a

(2 wos K —21)9> oikt1)8/2 _ 1 i0

11 faut donc que les deux facteurs soient égaux a 1 oua —1.
28. Soit 6 € R tel que exp(if) # 1 (C'est-a-dire?).
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28.1  Pour toutentiern € N,
i gik0 _ ping/28i0[(1 +1)6]/2
= sinf/2
28.2  Endérivant:
i (olk0 — ne™/2sin[(n+1)6/2] i(n+1)e™?/2cos[(n+1)6/2]
= 2sin6 2sin6/2
ie"?/2sin[(n +1)6/2] cos 62
2sin%6/2 '
(A vérifier!)
III

Racines n-iémes complexes

29. Racines cubiques
Onnote j = exp(2int/3).
1+j+72=0 14— = -2/
o . 1+j—7 .
I=j+j"=-2 12t
(1+)2 =] (1= )1 +%) = ~2iTm(j)
AP =smG) =
= mormy 2-j+1 2
(G+1°_ -1 1+ _
= 1 G-1)7
j+ji=-1 Lij*=1

30. Racines cinquiémes
On pose { = ¢%7/% et z = { + . Comme la somme des racines
cinquiemes de l'unité est nulle, on a

2Z24+z-1=0.

On en déduit z et donc

cos 2 V51

5 4

31.

(2+3i)> = -5+ 12i

(V2e™/4)3 = 2(i — 1)
32. Module de (3 +2i)3?
33. Calculer les racines complexes des polyndmes suivants.
Préciser la somme et le produit de ces racines.
33.1
(2412 —(z—i)} =31+ +4z+1—i
33.2
3(z+1)"— 2" =22"4+3nz" 1. 43

33.3

341  Lenombre complexe z vérifie

z—i\4
=1
(z - 21')
si, et seulement si, le quotient (z —i)/(z — 2i) appartient a
{—1,i}.
34.2  Lenombre complexe z vérifie

1.3
(2zz+i1) =1

si, et seulement si, le quotient (2z —1)/(z + i) appartient a Us.

34.3 - -
z z .
(Y o1 e (BE)
jz=1) z—j
35. Pour tout entier n > 2, on pose
w = ex 21771
35.1
n—1
Y w"=0
k=0
35.2  Sip € N est un multiple de , alors

n—1
Z wP =n.
k=0

Sinon, cette somme est nulle.

36. Pour n € N supérieur a 2, on note Uy, I'ensemble des
racines n-iemes de l'unité.

36.1  En factorisant par 'angle moitié,
! krt 2
z—1| = 2sin— = <~ <
zeZI[:J,,‘ | k; n sin(7t/2n)
4n
n—-4oo 7T )
36.2 De méme,
! k 1 2k
Y lz-1P=4) sin?-F =23 (14+cos =)
2€U, k=1 n k=1 n

=2n
puisque la somme des racines n-iéme est nulle.

Pour aller plus loin

37. Polynoémes de Tchebychev
Les polynémes de Tchebychev de premiére espéce vérifient

VneN,VOeR, Ty(cosh)=cosnb
et les polyndmes de deuxiéme espeéce vérifient

VneN,VOeR, Uy(cos)sinb =sin(n+ 1)6.
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371  Lasuite (Ty),en des polyndmes de Tchebychev de pre-
miere espece est définie par la donnée de

To=1 et T; =X

et la relation de récurrence

Vnz1l, Tyu+Tyo1=2XT.

Les premiers sont :

To=1
T =X

T, =2X% -1
T; = 4X3 - 3X

T, =8X*—8X%2+1
Ts = 16X° — 20X3 + 5X.

372 La suite (U,)pen des polyndmes de Tchebychev de
deuxieme espece est définie par la donnée de
Up=1 et U =2X
et la relation de récurrence
Vu>1, U+ U,q =2XU,.

Les premiers sont :

Uy =1
u; =2X

U, =4X>—1
U; = 8X% —4X

Uy = 16X* —12X% 4+ 1.
373 Quels que soient m et n dans N, on a
TnuoTy, =T,0Tw = Tun.

(Pas de propriété analogue pour les Uy !)
37.4 Pour tout n € N*,

VxeR, T,(x)=nlU,_q1(x).
Pour toutn € N,

(n+1)Tyq1(x) — xUn(x)
x2—1

Vx#41, U (x)=

et (par développement limité)

nn+1)(n+2)

(1) = =———5——=, Up(=1) = (=1)"U(1).

38. Soitz = rel? € C*.

38.1 Pour tout entier n > 2,
z |2 rcos 02 rsinf\2
s = =)+ (5
n n
z\2 2rcosf  r2cos207 .r2rsinf  r%sin26
(1+—),=[1+ + = ]+z[ + 2 ]
n n n
38.2
lim ’1+ E‘n :ercose
n—-+oo n

38.3  Pourn > 2,la détermination principale &, de 'argument
de (1 + z/n) est déterminée par
tan rsin6
Ny =
" n4rcosh

donc la détermination principale de 'argument de (1 + z/n)"

tend vers rsin 6.
6

38.4  Pour tout nombre complexe z = re'’,
lim (1 4 E)n _ ercose .eirsine
n—+oo n ’
38.5  (Hors sujet) Lorsque n tend vers l'infini,
1 2 2rsin 6 1
(142z/n) _ rsin -i+(9(—).
[1+z/n|? n?
39. Fonction numérique de Leibniz

Soient 4, b et ¢, trois nombres complexes.
39.1  Les solutions z de I'équation

|z—al> + |z —b|> + 2|z —c|® = |a|® + |b|> + 2|c|?
sont aussi les solutions de 1’équation
‘27 a+b+2c‘2 B ‘a+b+2c‘2
4 N 4 ’
Leurs images décrivent un cercle qui passe par 1’origine.
39.2  Les solutions z de I'équation
|z—al® 4|z —b]? = 2|z —c|*> = |a]® + |b|* — 2|c|?
sont aussi les solutions de 1’équation

Re(Z(a+b—2c)) = 0.

En supposant que z = re'? eta + b — 2c = pe'® # 0, cela revient a
résoudre )
el(#=0) ¢ iR,

c’est-a-dire

0=ua+ i

2

Les images de ces solutions parcourent une droite qui passe par
I'origine.
39.3  On suppose que a # b et on choisit 0 < k < 1. Les solu-
tions z de 1’équation

(mod 7).

|z —a| = k|z — b|

sont aussi les solutions d"une équation de la forme

‘Z_a—k2b‘2_
1—-k21

1l existe deux solutions de la forme
z=(1—t)a+tb

avec t € R. L'image des solutions est donc un cercle dont le
centre a pour affixe
a— kb

=Tk



