
M. Thouard � Séries numériques

On considère la série
∑

un dont le terme général est positif et on suppose que

∀ n ∈ N∗,

2n∑
k=n+1

uk ⩽
1

n

n∑
k=1

uk.

Démontrer que la série
∑

un converge.

✍ Comme la série
∑

un est une série de terme général positif, la suite (Sn)n⩾1 de ses
sommes partielles est croissante.

Une suitemonotone (Sn)n⩾1 est convergente si, et seulement si, elle admet au moins
une suite extraite (Sφ(k))k∈N convergente.

En reformulant l’hypothèse de l’énoncé au moyen des sommes partielles de la série, on
obtient

∀ n ⩾ 1, S2n ⩽
(
1+

1

n

)
Sn.

Cela doit suggérer d’étudier la suite extraite (S2k)k∈N.

D’après l’énoncé,

∀ k ∈ N, S2k+1 ⩽
(
1+

1

2k

)
S2k .

On en déduit par récurrence que

∀ k ∈ N, S2k ⩽ S2
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)
.

Or

ℓn
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(
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)
=
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ℓn(1+ 2−i)

et
ℓn(1+ 2−i) ∼

i→+∞
1

2i
.

On déduit alors du théorème de comparaison que la série∑
ℓn(1+ 2−i)

est convergente. Par continuité de la fonction exp, on en déduit que la suite de terme général

Pk =

k−1∏
i=1

(
1+

1

2i

)
converge également, ce qui prouve que la suite extraite (S2k)k∈N est majorée.

La suite (Sn)n⩾1 est donc convergente et majorée, donc elle converge. Autrement
dit, la série

∑
un est convergente.


