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Pour tout entier n > 2, on considere le polynome

n—1
Po=X"—) X~
k=0

Combien de racines réelles le polynéme Py, a-t-il ?

On note py, 'unique racine de Py, qui appartienne a 10, 4+oco[. Déterminer
la limite de py, lorsque n tend vers +oo.

Soit A € C, une racine de Py, distinctes de pn. Démontrer que || < pr.
Pour x # 1, I'équation P, (x) = 0 équivaut a

x™—1
n __
S
c’est-a-dire a
(x —2)x"™ =—1. 1)
a Comme Py, (0) = —1, le réel x = 0 n’est pas une racine de P,.

Pour x > 0, le facteur x™ est strictement positif et, pour une raison de
signe, ’équation (1) impose x < 2.

Pour x < 0 et n impair, le facteur x™ est strictement négatif, de méme
que le facteur (x — 2) et I'équation (1) est impossible.

Pour x < 0 et n pair, les deux membres de I'équation (1) sont de méme
signe. Mais si x < —1, alors |x — 2| > 3 et x| > 1, donc |(x — 2)x™| > 3 et
I’équation (1) est impossible.

On vient de prouver que les racines réelles de P,, sont toutes comprises
entre —1 et 2.

@ Affinons I'étude précédente en étudiant les variations de la fonction f;,
définie par
VxeR, fn(x)=(x—2)x".

Il est clair que
fu(=1) = (=13, f.(0)=0, fu(l)=~1, fa(2)=0 @)

et que
fr(x) = [(n+1)x—2n]x"".

@ Pour x > 0, la fonction f, est donc décroissante sur l'intervalle ]0, ,,] et
croissante sur l'intervalle [&,,, +oo[ avec

2n

(anin_’_].

®)
On peut appliquer le Théoreme de la bijection sur ces deux intervalles.
L’équation (1) admet donc une unique solution sur ]0, ], mais il s’agit
de x = 1 et ce n’est pas une racine de P,.
Elle admet une unique solution sur [e,,, +oo[, qui est donc I'unique ra-
cine strictement positive de P, (c’est-a-dire p.,), et les valeurs de f, qu’on a
calculées (2) nous permettent de préciser :

Vn>2, on<pn<2. 4)

@ Pour —1 < x < 0 etn pair,
f/(x)=[(n+1)x—2n|x!

<0 <0

> 0.

D’apres (2), la fonction f,, réalise une bijection de |—1,0[ sur ]—3, 0[. L’équation
(1) admet donc une, et une seule, solution dans l'intervalle ]—1, O[.



@ Conclusion — Pour n pair, le polyndéme P, admet exactement deux ra-
cines réelles : une racine dans l'intervalle ]o,,,2[ C ]0,+ool et l'autre dans
I'intervalle |—1, 0.

Pour n impair, le polynéme P,, admet exactement une racine réelle, com-
prise entre x,, et 2.

Dans tous les cas, ce polyndme admet exactement une racine dans 1'in-
tervalle ]0, +ool.

D’apres (4) et (3), la suite de terme général p,, converge vers 2.

% En tant que fonction, le polyndme Py, est une application continue de R dans
R. Comme Py, tend vers +oo au voisinage de +oo et que P ne s’annule pas dans
Uintervalle |pn, +ool,

VX > pn, Pa(x) >0

(Théoreme des valeurs intermédiaires).

Soit A € C, une racine de P,. Par définition de P,, et inégalité triangu-

laire,
n—1 n—1
> A< Y Ak )
k=0 k=0

Autrement dit : P, (|A]) < 0 et on déduit de la remarque précédente que

A" =A™ =

Al < pn.

@ Plus précisément, si P (|A]) = 0, alors on serait dans le cas d’égalité de
l'inégalité triangulaire. Cela n’arrive que si tous les termes A* ont méme argu-
ment! Il faudrait donc que A° = 1 et A! = A aient méme argument et donc que
A €10, +ool.

On a démontré que P, admettait p, comme seule racine réelle stricte-
ment positive.

Par conséquent, si A € C est une racine de P,, distincte de p,, alors
I'inégalité triangulaire (5) est stricte, donc P, (JA]) < O et finalement

Al < pn.



