Séries de fonctions [92.]

@ Pour toutn € N et tout x € Q = ]0,+o0o[, on

pose
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Chaque fonction u,, est continue sur Q (fonc-
tion rationnelle de x, dont le dénominateur reste stric-
tement positif sur Q).

Pour tout x € ), la suite de terme général
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tend vers 0 en décroissant. On peut alors déduire
du Critere spécial des séries alternées que la série
> un(x) est convergente (la série de fonctions ) u,
converge donc simplement sur () ainsi que la do-
mination suivante du reste :

VxeQ,VneN, [Ru(x)|< |[unii(x)]
1

< ——mm.
T4 n+1)x (0
Pour tout a > 0, on pose
Vo = la, +ool.
On déduit alors de (x) que
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Le majorant est indépendant de x et tend vers 0 lors-
que n tend vers l'infini, cela prouve donc que la sé-
rie de fonctions )} u, converge uniformément sur
chaque intervalle V.

Par conséquent, la somme S de cette série est

continue sur
Q=[] Va

a>0

a Nous allons maintenant appliquer deux fois le
Théoreme de passage a la limite terme a terme.

@ Lorsque x tend vers +oo, il est clair que up(x)
tend vers 1 et que un (x) tend vers 0 pour tout entier
n > 1. Comme la série de fonctions }_ u,, converge
uniformément sur V; (= un voisinage de +o0), on
en déduit que la somme S admet une limite finie au
voisinage de +oo et que

+o0o
S0 =0t un() = 1.

a  Enrevanche, pour toutn € NN, les fonctions i,
sont des applications de QO dans R (= un espace vec-
toriel de dimension finie) et tendent vers une limite
finie au voisinage de 0 :

VneN, limu,(x)=(-1".
x—0

Comme la série ) (—1)™ diverge, alors la série de
fonctions ) u,, ne converge pas uniformément sur
Q (par contraposée du Théoréme de passage a la
limite terme a terme).



@ Petit complément de programme : nous allons
calculer un développement asymptotique de S au
voisinage de +oo.

Intuitivement, on se doute que

lorsque x tend vers +o0. Pour en avoir le cceur net,
on étudie la différence entre ces deux quantités :
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Comme la suite de terme général

1
nx(1 + nx)
tend vers 0 en décroissant pour tout x € Q, on peut

appliquer a nouveau le Critere spécial des séries al-
ternées :
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ce qui prouve en particulier que
too n+1 1
Z =0(3)
— + nx) X
lorsque x tend vers +oco. On a ainsi démontré que

S(x) :1+§+0(Xl2)

lorsque x tend vers +oo, ol




