4
Probabilités discretes

I

Lois discrétes

1. Lois usuelles
1.1 Si X suit la loi binomiale #(n, p), alors
E(X)=np et V(X)=np(l-p).

1.2 Si X suit la loi géométrique ¢ (p), alors
E(X) V(X) =4/p.

13 Si X suit la loi de Poisson ##(A), alors E(X) = V(X) = A.

= 1/p et

2. On suppose que X est une variable aléatoire définie sur
(Q, A, P) et suit la loi uniforme sur [0, ]

Que vaut P(X = 0) ? Que vaut 'espérance de X?

3. Soit X, une variable aléatoire définie sur (Q), A, P), a va-
leurs dans N. On suppose que P(X = 0) > 0 et que

VKkEN, P(X=k+1)=_
Que vaut P(X = 0)?

4. Soit X, une variable aléatoire définie sur (Q), A, P), a va-
leurs dans IN*. On suppose qu’il existe un réel « tel que

o

* —_—
VneN, Ait1)

P(X=mn)=

Que vaut a ? La variable aléatoire X est-elle une variable aléatoire
d’espérance finie?

5. Soit X, une variable aléatoire définie sur (Q), A, P), a va-
leurs dans IN*. On suppose qu'il existe un réel a tel que

vnzl PX>=2n)=-.

Que vaut a ? La variable aléatoire X est-elle une variable aléatoire
d’espérance finie?

6. Soit X, une variable aléatoire définie sur (Q), A, P), a va-
leurs dans IN. La famille

([X = nDne]N

est-elle un systeme complet d’évenements? Et la famille

([X 2 nDne]N ?

7. Soit X, une variable aléatoire définie sur (Q), A, P), a va-
leurs dans N. Pour tout n € IN, on note

pn = P(X =n).
7.1 Si 3
VneN, ppi2=pPny1— 6P
alors il existe « et B tels que
x+3"B
VneN, p,= T
De plus,
1 1

7.2 Si 1
VnEN, Pni2=Pus1— gPn
alors il existe « et B tels que
x+n
VneN, pn= on ‘B.
II

Modeéles aléatoires univariés

8. Une urne contient initialement une boule N et une boule
B. On joue a Pile ou Face :

— si on tombe sur Face, alors on ajoute une boule N dans
I'urne;

— si on tombe sur Pile, alors on tire une boule au hasard dans
I'urne.

Quelle est la probabilité d’obtenir une boule B?
On introduira I'événement A : "on obtient Pile pour la premiére
fois au n-iéme lancer".

9. On consideére des urnes numérotées de 0 a N (inclus),
l'urne k contenant k boules B et (1 — k) boules N. On choisit une
urne au hasard et on pioche une boule.

Pour 0 < k < N, on note Uy, I'événement : "on choisit I'urne k".
9.1 La probabilité P(A,) pour que les n premiers tirages
amenent tous une boule B est égale a

Nk
v ()

9.2 On note X, le nombre de boules B obtenues en n tirages.
Pour tout0 < k < N,

k

EUk (X) =n-: N

et d’apres la Formule de I'espérance totale, le nombre moyen de
boules B obtenues en n tirages est égal a

n
E =n-: P(Al)
On peut aussi considérer que X est la somme de n variables aléa-
toires de Bernoulli de parametres respectifs P(A1).

9.3 Sachant que les n premiers tirages ont amené une boule B,
la probabilité pour que le (1 + 1)-iéme tirage amene encore une
boule B est égale a

P(An+1)

P(B| An) = 5ri5™

10. Oral CCINP (****)

On dispose de 100 dés, parmi lesquels 25 sont truqués. Pour ces
dés truqués, la probabilité d’obtenir 6 est égale a 1/2.

10.1  Onchoisit un dé, on le lance et on obtient 6 : la probabilité
que ce dé soit truqué est égale a 1/2.

10.2  On relance le dé et on obtient a nouveau 6 : la probabilité
que ce dé soit truqué est alors égale & 3/4.

11' (****)

Dans un saloon du Far West, la proportion de tricheurs est égale
a0 < p < 1. Par définition, un tricheur est stir de tirer un as dans
un jeu de 52 cartes.
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111 Pour un non-tricheur, quelle est la probabilité de tirer un
as dans un jeu de 52 cartes?

112 Un individu tire un as. Quelle est la probabilité pour que
ce soit un tricheur?

11.3  On choisit un individu au hasard dans le saloon. Quelle
est la probabilité pour que ce soit un tricheur? pour qu’il tire un
as?

114  Unindividu tire deux as de suite. Quelle est la probabilité
pour que ce soit un tricheur?

12. Veto 2003 R

Un joueur dispose de N euros. A chaque fois qu’il introduit une
piéce d’un euro dans une machine a sous, la machine lui rend R
euros :

P(R=0)=a, P(R=2)=b, P(R=3)=c
Initialement, la machine contient S > 3N euros et elle s’arréte de
fonctionner quand elle ne contient moins de deux euros.

On note Xj;, le montant détenu par le joueur a l'issue de la n-ieme
partie. En particulier, Xg = N.

121 Ona X; = Ry —1et Xp = Ry + Ry — 2. Préciser les lois
de Xj et de X5.

12.2 Pour toutn < N,

E(Xs) — N = n(E(X;) — N).

(Interpréter X, — N comme une somme de n variables aléatoires
de méme loi.)

13. Veto 2003

Dans un cheptel, la probabilité de détecter un probleme sanitaire
quelconque un jour donné est égale a p = 0,05. D’autre part, la
probabilité de détecter un probleme sanitaire le lendemain d’un
jour ot un probleme a été détecté est égale a 0, 6.

On note A;, I'éveénement : "un probléme sanitaire a été détecté le
jour n".

13.1  Quelle est la probabilité de A, ? celle de A, N A, 417 Les
évenements A, et A, 1 sont-ils indépendants ?

13.2  On fait les hypotheses suivantes.
P(Ans2 | A1 N An) =P(Anio | Ansa) @
P( n+2 ‘ An+1 mAn) P( n+2 ‘ A 1) (2)
P(Ansa | App1 NAY) = P(Ania | Apsr) @)
P( n+2 ‘ A, n+1 mAC) P( n+2 ‘ A ) (4)

1.  Démontrer que

Pa,. (Aui2NAn) =Py, (Any2)Pa,, (An).

n+1(

Interpréter.

2. Sachant qu'un probleme sanitaire a été détecté le jour #,
quelle est la probabilité pour qu'un probléeme sanitaire soit éga-
lement détecté le jour (17 + 1) et lejour (n+2)?

3. Quelle est la probabilité de détecter un probléme sanitaire
le jour (n + 1) sachant qu’on n’a rien détecté le jour n?

4. Quelle est la probabilité de détecter un probléme sanitaire
le jour (1 + 2) sachant qu’on en a détecté un le jour n?

5. Les évenements A, et A, 4, sont-ils indépendants?

14. EDHEC Eco 2003
Un joueur joue de maniére compulsive. On note A, I'événement
"le joueur gagne la n-iéme partie". On pose
E, = Anfl N Ap,
Gpr=A4,1N Afl ,

Fo=A; 1NA,,
H, = A_|NAj

et on admet que

P(Aus1 | En) =2
P(Aus1 | Gn) =12

P(Ansr | Fa) =172
P(Ans1 | Hu) = 5.

La famille (E,, F, Gn, Hy) est un systéme complet d’évenements
et

P(Eny1) = #/3P(En) +1/2P(Fy),

P(Fui1) = 1/2P(Gn) + /3P (Hy),

P(Gyy1) = 1/3P(En) + %/3P(Fy),

P(Hn+1) 1/2P(Gn)+1/3P(Hn)-
15. Précis Degrave vol. 3

Une urne contient une boule N et une boule B.

Si on tire la boule N, on s’arréte.

Sinon, on remet la boule B dans 1'urne avec une boule B supplé-
mentaire et on recommence.

On note X, le rang d’apparition de la boule N. Alors

1

)1, ’
vn n(n+1)

P(X=mn)=

donc X est finie presque stirement, mais n’est pas une variable
aléatoire d’espérance finie.

III

Vecteurs aléatoires

16. Soient X et N, deux variables aléatoires définies sur
(Q), A, P). On suppose que N suit la loi de Poisson Z2(A) et que,
pour tout n € NN, la loi conditionnelle de X sachant [N = n] estla
loi binomiale % (n, p).

Alors les variables aléatoires X et Y = N — X suivent respective-
ment les lois de Poisson Z(Ap) et 2(Agq).

De plus, les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

17. Soit (Xi)ken+, une suite de variables aléatoires de Ber-
noulli. On pose
Vn>1,

Sp=X;+ -+ Xn.

On suppose que P(X; = 1) = petque
k+1

171 Calculer la probabilité de
[Su=0]=[X1 = = X, = 0]
et celle de
[Sh=n]=[X1=-=Xu=1].
17.2  Démontrer que
1 E(S»)
P(X =1)= .
( n+1 ) n + 1 Jr n + 1
17.3  Les variables aléatoires Xj, ..., X;; suivent toutes la méme

loi.
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174 Pourtout0 <k <mn,
1-p
P(S,=k) =
(Sn=k) =
18. Soient X et Y, deux variables aléatoires admettant un mo-

ment d’ordre deux. On suppose qu’il existe deux réels a et b tels
que
P(Y=aX+b)=1

Calculer le coefficient de corrélation linéaire p défini par

_ Cov(X,Y)
T o(X)o(Y)”

19. Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes de
loi géométrique G(p). Caractériser la loi des variables aléatoires

U=min{X,Y} et V=max{X Y}

20. Soient X3, ..., Xp, des variables aléatoires indépendantes
de loi géométrique G(1/2). On consideére les deux variables aléa-
toires définies par

n n—1
Y= Zsz et Z :exp(f ZX%kH)'
k=1 k=0

Démontrer que Y et Z admettent un moment d’ordre deux. Cal-

culer Cov(Y, Z).

21. Soient Xj, ..., Xj des variables aléatoires indépendantes

de loi géométrique G(p). Pour tout entier 1 < k < n, on pose
Sp=X1+- -+ X

211 Comme

V1<k<n, Cov(Sg Ski1)=V(Sk) >0,

les variables aléatoires S, ..., Sy ne sont pas indépendantes.

212 Quels que soientlesentiers 1 <k <netl <l <n—k,
Vuve N, P(Sp=uSis=0v)=P(Sy=u)P(Sy=0v—u).
22. On considere des variables aléatoires indépendantes X3,

..., Xn. Pour tout 1 < i < n, on suppose que X; suit la loi géomé-
trique G(p;) avec

n—i+1 i+1
;= =1- .
n n
221
E(X;) = n V(X)) = n(i+1)
Yon—i4+ 17 Yom—i+1)2
22.2 La variable aléatoire

Chn=X1+ -+ Xy

admet un moment d’ordre deux. De plus, E(C,) = Hy (n-iéme
nombre harmonique) et

n
1
V(Cy) =n(nSy —Hy) ou S,=Y" 7
k=1

23. Ulm LSH 2003
Une variable aléatoire X : () — Z est dite symétrique lorsque

VkeZ, P(X=k =P(X=—k).

23.1  Si X est symétrique, alors 0 est une médiane de X au sens
ou
1
P(X<O)<§<P(X<O).
23.2 Si X et Y sont indépendantes et de méme loi, alors Z =

X — Y est symétrique.

233  Si X et Y sont indépendantes et symétriques, alors Z =
X + Y est symétrique.

24. Précis Degrave vol. 3

Soient X, et Y, deux variables aléatoires indépendantes, de loi
uniforme sur [[1,n].

Alors 1 +1
n
—Y)== P(X>Y)= .
P(X=Y) o et ( Y) o
De plus,
n—k
VOo<k<n PX-Y=k) = 5
n
et, par symétrie,
Von<k< -1, P(X—Y:k):”;k

25. Précis Degrave vol. 3
Soient X et Y, deux variables aléatoires définies sur le méme es-
pace probabilisé (Q), A, P). On pose

Z=X+Y e T=X-Y.
25.1  SiZ et T sont indépendantes, alors V(X) = V(Y).
25.2  On suppose que X et Y sont indépendantes et suivent la

loi uniforme sur E = [[1,3]. Alors V(X) = V(Y) et les lois de Z et
T sont décrites par le tableau suivant.

k 2 3 4 5 6
¢ -2 -1 0 1 2
P(Z=k),P(T=¢0) Yo 29 3/ 2/ 1

Les variables aléatoires Z et T ne sont pas indépendantes.

26. Précis Degrave vol. 3

On suppose que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur
[1,2n] et que la variable aléatoire Y suit la loi uniforme sur 1, XJ.
La probabilité

pm=PY<n,X>2nX-Y<n)

peut se calculer :

2n
pn=3Y Pk—n<Y<n|X=k)
k=n

_milgh 1 ndl
2 ZK+n 2n

et tend vers

T ar 1
Jo 1+t 2
lorsque n tend vers +co.
27. Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes,

suivant toutes les deux la loi géométrique G (p). On considere les
variables aléatoires
U=X+Y e V=X-Y.

271 Quels que soient les entiers s > 2 etd € 7Z,

PU=s)>0 et P(V=d)>0.
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27.2 D’autre part,

s+d s—d
[u_s,v_d]_[x_ Sy =25

Par conséquent, si s et d n’ont pas méme parité, alors cet évene-
ment est impossible.
Les variables aléatoires U et V ne sont donc pas indépendantes.

28. Précis Degrave vol. 3
On considere deux variables aléatoires indépendantes, qui
suivent toutes deux la loi uniforme sur [[1,6]. On note T, la
somme de ces deux variables aléatoires et on pose

(mod 2), (mod 5).

28.1 La loi conjointe est donnée par le tableau suivant, qui
donne les valeurs de 36 P(X =k, Y = /).
| =0 (=1 (=2 (=3 (=4
k=0 3 5 2 5 3
k=1 4 2 6 2 4

En particulier, les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépen-
dantes.

III.1 Modéles multivariés

29. On joue avec une piece truquée :
P(P) =2/3, P(F) =1/.
29.1  On lance la piéce jusqu’a ce qu’on obtienne P pour la
deuxieme fois. La loi du nombre X de F obtenus est donnée par
4(n+1)
VHGN, P(X:n):W

29.2  Sion aobtenu ainsi n fois F, alors on place (n + 1) boules
numérotées de 0 & n dans une urne et on tire au hasard 'une
de ces boules. On note U le numéro de la boule tirée et on pose
V=X-U.

1. Donner la loi conditionnelle de U sachant [X = n]. On en
déduit que

+o0 2
! P(X

N — P(X=n)=—.
VkeN, =t (X=n)= 5

P(U=K) =

2. Donner la loi conditionnelle de V sachant [X = n]. En
déduirela loide V.

3. Démontrer que les variables aléatoires U et V sont indé-
pendantes.

30. Initialement, une urne contient une boule B et deux
boules R. On tire avec remise et, a chaque fois, on ajoute une
boule de la couleur obtenue. On note [X; = 1], le fait d’obtenir
une boule R au k-iéme tirage.

Donner la loi de X3, puis la loi du couple (X, Xp). Ces variables
aléatoires sont-elles indépendantes ?

31. On effectue k > 2 tirages successifs avec remise dans une

urne qui contient # boules numérotées de 1 a n.
On note X;, le nombre de fois ot1 on a tiré la boule i lors de ces k

tirages.

31.1  Donner la loi de X;.

312  Les variables aléatoires Xy, ..., X;; sont-elles indépen-
dantes?

313 Donner laloide X; + X; pouri < j.

32. Une urne contient 3 boules B et 4 boules N. On note

Xj (resp. X»p), la couleur de la premiere boule tirée (resp. de la
deuxiéme boule tirée).

321 On tire deux boules avec remise. Donner la loi du couple
(X1, X7) et en déduire les lois marginales.

322  Meémes questions pour deux tirages sans remise.

33. Trois boules numérotées 1, 2 et 3 sont placées aléatoire-
ment dans trois tiroirs. On note N, le nombre aléatoire de tiroirs
non vides et X;, le nombre de boules placées dans le tiroir T; (pour
1<i<3).

331 Donner la loi du couple (N, X7). En déduire les lois mar-
ginales.
33.2
ginales.
34. ISFA 2003 (****)

On considere un échantillon (Xy,..., X;) de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi, a valeurs dans N. Pour toutj € NN,
on pose

Donner la loi du couple (X3, X3). En déduire les lois mar-

Aj= X+ X =)
On suppose que P(A;) > 0 et on définit

E,(Y) —:ZOOkP(y—k | A;).
=0

341 Si Y est une variable aléatoire d’espérance finie, alors
E4,(Y) existe et
E(Y.1,)
Eqa(Y)= ——+.
= ey
342 SiY et Z sont des variables aléatoires d’espérance finie,
alors
Ea(Y+Z) =B (Y) +Ep(2).

34.3 Quel quesoitl <i < n,

Ea (Xi) = Ep (Xq).
On en déduit que

Eg(Xi 4+ Xn) =]

et donc que

Eqi(X1) = %

35. Jeu de Mémory - ESC 2003
On cherche a reconstituer n paires de cartes en retournant les
cartes au hasard. On note T}, la durée de la partie.

35.1 Quelleestlaloide Ty ?
35.2  Pourn > 2, quelles sont les valeurs possibles pour T}, ?
35.3  On suppose que n = 2. On note C;, I'événement : "une

nouvelle paire est reconstituée au i-eéme tirage".

Pour tout k > 2,
1 /2y k=2
P =k =3(3) -
En déduire 'espérance de T,.

35.4 Pour tout entier n > 2 ettoutk > n —1,
n n
P(Tu=k+1) = = P(T,_1 =k) + [1 - T] P(T, = k).
(271) (Zn)

On en déduit d’abord que
E(Tn) = E(T,—1) + (2n—1)

puis que la valeur de E(T},).

36. ESC T 2003
Une urne contient une boule B et deux boules R.
36.1  On tire deux boules successivement, avec remise. Quelle
est la probabilité d’obtenir deux boules rouges?
36.2  On effectue des tirages successifs avec remise jusqu’a ce
qu’on obtienne deux fois de suite la méme couleur. On note X, le
nombre de tirages effectués au cours du jeu.

1. Quelles sont les valeurs possibles de X ?

2. Quevalent P(X =2)etP(X =3)?
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3. Pourtoutk > 1,

5,3

szzng(ﬁ)ba NXthHUz(%)@

4. Ondonne la formule suivante.

+o0 1
Vxel-1,1[, k1= =
ke n (1—x)

Calculer E(X).

37. Précis Degrave vol. 3

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On extrait n
boules et on note X, le plus petit numéro tiré et Y, le plus grand
numéro tiré.

37.1  Dans le cas d'un tirage avec remise :

(N—k+1)"— (N—k)"

P(X=k) =

N© !
o (-1
py=p=""1=1"
0~ k)"
P(X>k,Y<£):( N")

pourl <k < ¢ <N.
37.2  Dans le cas d'un tiage sans remise :

(ank+1) _ (N;k)

P(X=k)=
=0 W
G —*h
P(Y=1() =2l __n
Y=0=""
(5
mx>hy<@:(%

pourl <k < ¢ <N.
37.3  Dans les deux cas, la loi du couple (X, Y) s’en déduit.

38. Précis Degrave vol. 3
Un forain fait tourner deux roues de la fortune :

— la premiére roue compte trois secteurs R et sept secteurs B;
— la seconde compte un secteur V et neuf secteurs B.

38.1  Lacombinaison R+V apparait dans 3% des cas et rapporte
6 euros; si une seule roue s’arréte sur un secteur B, ce qui apparait
dans 34% des cas, le forain donne 2 euros au joueur; enfin, si les
deux roues s’arrétent sur un secteur B, alors le forain ne donne
qu’'un euro au joueur.

38.2 Il faut donc fixer la mise a cinq euros au moins pour réa-
liser un bénéfice moyen de trois euros par partie.

39. Précis Degrave vol. 3

Une urne contient # jetons numérotés de 1 a n. On en tire trois
simultanément, leurs valeurs sont notées X, Y et Z en supposant
que

X<LY<LZ
39.1 Pourl <k<n-3,
. 3mn—k-1)(n—k-2)
PX =0 =" hu=2
etE(X)=(n-3)/4
392 Pour3 <k<mn,
. 3(k—1)(k—2)
Py =k) = n(n—1)(n—2)

et E(Y) = (3n 4+ 3)/4. On peut vérifier que Y a méme loi que
(n—X).

393 Pour2<k<mn,

etE(Z)=(n+1)/4
40. Précis Degrave vol. 3
Une urne contient b boules B et r boules R. On pose

r b

PErr T

On effectue des tirages successifs d’une boule, avec remise, en
ajoutant dans 1'urne ¢ boules de méme couleur que la boule tirée.
On note X, la variable aléatoire de Bernoulli qui prend la valeur
1 lorsqu’on tire une boule R au n-iéme tirage.

40.1  Laloiducouple (X1, Xy) estdonnée, au facteur (b+r+c)
pres, par le tableau suivant.
| 0 1
0| g(b+c) pb
1| g pirto)
40.2  Les variables aléatoires X; et X, ont méme loi.
40.3  Laloi conditionnelle de X; sachant X, estla méme que la

loi conditionnelle de X; sachant Xj.

40.4 Onpose S = X; + Xp. Alors
P(S=0) xq(b+c)
P(S=1)xpb+gr
P(S=2)xp(r+c)

au facteur (b + r + c) pres.

41. Géguand Maingueneau 1.84

On considere des variables aléatoires indépendantes Xj, ..
qui suivent toutes la loi de Bernoulli #(p).

411 Pourtoutl < k < n,on pose Yy = Xy Xj.1. Alors

EYe) =p° V(Y) =p(1-p)

o Xn

et
Vi<k<n-—1,

Que vaut Cov(Y;, Y;42)?
412  Onpose

Cov(Y;, Yiq) = p°* — ph.

i+ 4+ Yy

Sn=

Alors E(S,) = p? et

2
V(ss) = El (n+ (31 - 2)p).

42. Géguand Maingueneau 1.75
Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes de loi

B(p). On pose

U=X+Y et V=X-Y.
421 Quelle est la loi du couple (U, V)?
422  La covariance de U et V est nulle, donc le coefficient de

corrélation linéaire py7y est nul. Cependant les variables aléa-
toires U et V ne sont pas indépendantes.

43. Géguand Maingueneau .67

On dispose de k urnes. Chaque urne contient n boules numéro-
tées de 1 a n. On tire une boule dans chaque urne et on note X,
le plus grand numéro ainsi obtenu.

431 On modélise 'expérience par une famille (Yj)1<k<y de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [[1, 1] et
on définit la variable aléatoire

Xy = max(Yy, ..., Yn).
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432 Pourtoutl <j<n,
ik RN
== (1) - (52)
433  Onen déduit que
E(x.)— L -l v (i 1)k
(Xn) = | 2] Y iG-1)
j=1 j=1
et donc que
nk
E(Xn) n;j»oo k+1

par comparaison avec une intégrale.

44. Géguand Maingueneau 1.61
Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes de loi
G(p). On pose

X

Z=—.

Y
441  Soit g € Q7. On suppose que q = 4/, (représentation
irréductible). Alors

[Z=q]= || [X=kaY = kD]
keN*
et donc X "
P(Z = q) = 5_2 : 127qa+b'
44;.2 En admettant le développement en série entiere de n(1 +
u 7
E(Z) = E(X).E(Vy) = % . —anél —q) _ —inp‘

(A vérifier!)

45. EDHEC 2019 E - Probabilités composées

Soit n > 3. Une urne contient 1 boule noire; (n — 2) boules
blanches numérotées 0 et 1 boule blanche numérotée 1.

On effectue des tirages successifs SANS remise jusqu’a 1’appari-
tion de la boule noire. On note X, le rang aléatoire d’apparition
de la boule noire et B;, le fait de voir apparaitre une boule blanche
au i-eéme tirage.

45.1 Pourtout2 <i<n,
n—i
Pg.A...nB: )= —.
BiN ﬁB,q(Bl) l/l—l“rl
On en déduit que
1
V1i<k<n, P(X:k):;

Reconnaitre la loi de X. On en déduit que

n?—1
12

n+1
2

E(X) = et V(X) =
45.2  On note Y, la variable aléatoire de Bernoulli qui vaut 1
lorsqu’on a pioché la boule blanche numérotée 1 avant de piocher
la boule noire.

Pourtoutl <k <mn,

n—k

P(X=kNY =0) = .

On en déduit que Y suit la loi de Bernoulli #(1/2).

46. BSB 2019 T - Probabilités totales

L'urne Uj contient quatre boules rouges; 'urne U, contient deux
boules rouges et deux boules blanches.

On lance une piece de monnaire normale : si on obtient Pile, alors
on tire dans I'urne Uj ; si on obtient Face, alors on tire dans 1'urne
U,.

On note alors Ry, le fait d’obtenir une boule rouge au k-ieme ti-

rage.
46.1  La probabilité de I’événement R; est égale a 3/4.
46.2  On effectue deux tirages SANS remise. Alors
7 . 6
P(Rl ﬁRz)I — et P(Plle‘Rl ﬁRz)I =.
12 7
46.3  On effectue des tirages SANS remise et on note Y, le

nombre aléatoire de tirages qui permettent de savoir avec cer-
titude dans quelle urne on tire les boules.

1. OnaY = 1lorsqu'on a obtenu Face et qu’on a tiré une
boule blanche dés le premier tirage.

PY=1) =14

2. OnaY = 2lorsqu’on a obtenu Face et qu’on a tiré une
boule rouge, puis une boule blanche.

P(Y=2)=1/

3. OnaY = 3lorsqu’on a obtenu Pile (et qu’on a tiré trois
boules rouges!) ou lorsqu’on a obtenu Face et qu’on a tiré deux
boules rouges avant de tirer une boule blanche.

7

P(Y=3)= 5

(On retrouve le résultat de 1’alinéa précédent.)

47. ESCP 2019 T - Probabilités totales

On note By, le fait qu'il fasse beau le jour n et M,, le fait qu’il

fasse mauvais et on pose
un = P(By), vy =P(My) =1— uy.

On suppose de plus que 1y = 1 et que

4 2
P(Bn+1 | BVI) = g et P(Mn+1 | MVI) = g
pour tout n € IN.
471  Pourtoutn € N,
4 3
Upt1 = gun + gvn'
La limite de u, est égale a 3/4.
472  Pourtoutn € N,
1 2
Ont1 = gun + EU”'
La limite de v, est égale a 1/4.
47.3  Trouver une matrice K telle que
VneN, (pt1 Vnt1) = (un ovn)K

Que vaut K"?

48. ESCP 2020 T - Systéme complet d’évenements

On joue a Pile ou Face. On note X, le rang aléatoire d’apparition
du premier Pile et Y, le rang aléatoire d’apparition du premier
Face.

481  Quelle est la loi de X? celle de Y? En déduire V(X) et
V(Y).
48.2  Lecouple

(X=1],[y=1))

est un systéme complet d’événements.
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483 Laloide X + Y est portée par I'ensemble des entiers su-

périeurs a 3.

Les variables aléatoires X + Y et XY + 1 ont méme loi car

[X>1)]c[y=1] et [Y>1C[X=1]

48.4  Déterminer la loi du couple (X,Y). Ces deux variables

aléatoires sont-elles indépendantes ? Calculer I'espérance de XY.

En déduire que V(X +Y) = 2.

49. ESCP 2020 T - Chaine de Markov

On considére une suite (Ay),en de variables aléatoires discretes

définies sur un espace probabilisé (Q), A, P).

On suppose d’une part que
Vw e Q, Ap(w) =1

et d’autre part que, pour tout entier k > 1ettoutentiern € N,

P(Apr =k| Ap=k—1) =

=~
_ =
—_

P(Aps1 =0 An=k—1) =

P
+
—_

On pose
U(w) =min{n € N* : Ay(w) =}

si ce minimum existe et U(w) = 0si A, (w) # 0 pour tout entier

n=1.
49.1  La fonction U est une variable aléatoire discrete.
49.2  Pour tout entierk > 1,
1
PU=k)= ——.
( ) k(k+1)

On en déduit que P(U = 0) = 0.

50. ESSEC 2020 E

50.1  Biais par la taille dans un sondage

On suppose que le nombre X d’enfants dans une famille suit la
loi binomiale #(10,1/5) et, au sein d’une population donnée, on
note My (0 < k < 10), le nombre de familles ayant k enfants ainsi
que N (0 < k < 10), le nombre total d’enfants faisant partie
d’une fratrie de k enfants.

Le nombre total de familles dans la population est alors

M = Mo + My +- -+ My
et le nombre total d’enfants est
N=Ny+N;+---+ Nqp.

1. Que valent E(X) et E(X?)?
2. Pour0 < k<10,

rocen == (1))

3.  Chaque entier Ni est un multiple de k :

VO<k<10, Np=kM;=kP(X=kM
et N =2M.

4. La proportion d’enfants issus d’une famille de k enfants
est donc

* _ Nk _ kP k
=N T2
En interrogeant au hasard des personnes et en notant Y, la taille
de la fratrie de la personne interrogée,
VO<k<10, P(Y=k) =p}

si bien que

50.2 Cas des lois de Poisson

Soit X : 3 — N, une variable aléatoire non identiquement nulle,
d’espérance finie. La loi de X biaisée par la taille est la loi de la
variable aléatoire X* :

kP(X = k)

VkeN, E(X)

P(X* = k) =

5.  Comme E(X*) E(X) = E(X?), alors
V(X) = E(X) - [E(X*) — E(X)]

et donc E(X*) > E(X).

6. On suppose que X suit la loi de Poisson Z?(7). Alors la
loi de X* estlaloide X + 1.

7. Réciproquement, on suppose que la loi de X* est aussi la
loide X + 1.
Démontrer que

VE>1, P(X:k):@ P(X = k—1).
En déduire que
k
E(X
VkeN, P(X:k):M P(X = 0)

puis que X suit une loi de Poisson.

51. BSB 2020 T
511  Onpose

a=(1) w2 2)

Diagonaliser la matrice A, puis la matrice B. En déduire que
B”:%GZ:% 22:1)
= %(B”A + (21 — A)).

51.2
— Lejoueur J; sert en premier;

Les joueurs [; et [, s’affrontent au badminton :

— Lejoueur qui sert lors du (n + 1)-iéme échange est celui qui
a remporté le n-ieme échange;
— La probabilité que le joueur qui sert remporte I’échange est
égale 4 2/3.
On note a;, (resp. by), la probabilité que [; (resp. J») remporte le
n-iéme échange.
1. Démontrer que a; = 2/3, by = 1/3, a, = 5/9 et plus généra-
lement que

Vn>1,

a1 = 2/3an + Y3by
b1 = Y/3a, + 2/3by,.

2. Endéduire que

Vn>1,

ap) 1
bu) — 3n-1

3 +1
To23n

n—1 {01
= (i)

b,=1-—ay,.

et donc que

Vn>1, ay




