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ANNEE SCOLAIRE 2023/2024

MP

Composition de Mathématiques
Le 8 novembre 2023 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

< | — Probléme <&

1. Justifier 'existence de l'intégrale suivante.

“+o0 2
J cos 2x dx

o 1+x2

2. Justifier 'existence des intégrales suivantes et calculer
leur valeur.

2.a.
“+o0 N
J xe * dx
0
2.b. N
(<4
)
J n-x dx
1 X
2.¢
J+oo dX
1 (x+1)x2
<& Il — Probléeme <&

L'espace E = R? est muni de sa structure euclidienne
canonique. On étudie I'endomorphisme f représenté dans
la base canonique de E par la matrice A suivante :

211
A=(1 3 0

10 3
etonposeu = (2,—1,—1).
1. Démontrer que I'endomorphisme f est auto-adjoint.
2.  Démontrer que la droite vectorielle D = R-u est stable
par f.
3. Donner une équation cartésienne du sous-espace vec-
toriel P = D*. Démontrer que P est stable par f.
4. Vérifier que le vecteur v = (0,1,—1) appartient au
sous-espace P.
5. Déterminer un vecteur w tel que (v, w) soit une base

orthogonale du sous-espace P.
6. Calculer f(v) et f(w).

7. Déterminer une base orthonormée # de E telle que
Matz(f) = Diag(1,3,4).

8. Soit 7, la projection orthogonale sur P. Calculer la ma-
trice de mrelative a la base canonique. Quelle est la matrice
de 7 relative a la base % déterminée au [7.]?

K2

< Il — Probleme <

Partie A. Structure euclidienne

® L’espace E = R[X] des polyndmes a coefficients réels est
muni du produit scalaire défini par

s

VPQeE (P|Q) :J P(cost)Q(cos t) dt.

0

La norme associée a ce produit scalaire est notée ||-||.
® On note %o, la base canonique de E :

Po = (X" )nen

et # = (Un)nen, la base orthonormée de € qui se déduit de
la base canonique %o par I'algorithme de Gram-Schmidt.
® On rappelle en particulier que

vneN, Vect(l,...,X") = Vect(Up,...,U,) (1)

et que le coefficient dominant de chaque polynome U, est
strictement positif.

1. Soient P et Q, deux polynomes tels que

Vte0,n], P(cost)=Q(cost).

Démontrer que P = Q.

2.  Démontrer que (-|-) estbien un produit scalaire sur
I'espace vectoriel E.

3.  Démontrer que, pour tout n € N, le degré du poly-
nome U, est égal a n.

4. Pour toutn € N, on note

Wo = [IXM)%
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4.a. Démontrer que la suite (Wy)nen est strictement
positive.
4.b. Au moyen d’une intégration par parties, démon-
trer que

VneN, (2n+2)Wni1 =02n+1)Wy.

En déduire que

Wn+1 ~ —1

{n W

n—+oo 21’

puis un équivalent de {n W;, lorsque n tend vers +oo.
4.c. Que peut-on en déduire sur le comportement
asymptotique de la suite (X™)nen?

On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique
de la suite (U ) nen.

5. La suite (U,)nen converge-t-elle vers le polynome
nul?
6. Calculer |U, — Uy| en fonction des entiers n et p.
(On se restreindra au cas n # p.)
7. On suppose qu’il existe une suite extraite (Un, Jken
qui converge vers un polynéme Qo € E.
Démontrer que
lim ||U

k—4o00

_unk” =0

MNk+41

et conclure.

Partie B.

8.  Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, il
existe un, et un seul, polynéme T,, € E tel que

Les polynémes de Tchebychev

Vtel0,m], T.(cost)=cosnt.

1 On établira en particulier la relation suivante.
VneN, Tyi2=2XThy1 —Th. (2)
La suite (Tn)nen constitue la famille des polynémes de

Tchebychev (de premiere espéce). La relation (2) permet de
calculer facilement ces polyndmes :

To=1
T, =2X* -1

T =X
T =4X3 —3X...

9. Démontrer que
VneN, T.(—X)=(-1)"T,.
10. Démontrer que
VnelN, degT,=n

en précisant le coefficient dominant de Ty.
11. Quels que soient les entiersn > Tet0 < k < n, on
pose
(2k+ N7
Xk.n = COS —————.
’ 2n
11.a. Vérifier que

vo<k<mn, Xkyn+1 > Xk,on > Xk+1,n+1-

11.b. Démontrer que
n—1
VneN* T,=2"" H(x — Xien)-
k=0

12. Démontrer que les polynomes de Tchebychev T, sont
deux a deux orthogonaux (pour la structure euclidienne
définie sur R[X] au début de 1’énoncé).

13.a. Démontrer que

n
VneN, To=) (UclTn) U
k=0

13.b. En déduire que

T

VneN, uHZHT—“”.
mn

Partie C. Une forme linéaire

Dans cette partie, on étudie la forme linéaire définie sur € par

/2
VPeE, o(P)= J P(cost) dt.
0

On introduit a cet effet la constante

“+o0
i 2
K= Zﬂé 2kt 12

14. Démontrer que la constante K est bien définie.
15. Soitn € N.

15.a. Calculer ¢(T,) en discutant sur la parité de n.
15.b. En déduire @(U,,).

16. Soit P € E.

16.a. Démontrer qu'il existe un entier d € N tel que
d
P=3 (Un|P) - Un.
n=0

Un tel entier d est-il unique?
16.b. Démontrer que

d
lo(P)]* < [Z (P(uk)z] [IPJI*.
k=0

17. Démontrer que la forme linéaire ¢ est continue et que
sa norme subordonnée est inférieure a v/K.
18. Expliciter une suite (Pn,)nen de polyndmes tels que

lim ‘(p(Pn)‘ = VK.

n—-+oo

19. Démontrer que

sup [o(P)] = VK

IPf=1

et que cette borne supérieure n’est pas un maximum.
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Solution I % Quelques intégrales

1. La fonction f définie par

Ccos 2x
flx) = ——
) T+x2
est clairement continue sur l'intervalle I = [0, +oo[. De

plus,

e 0ls)
1+ x2 x—+00  \x2
donc f est intégrable au voisinage de +oo.

Par conséquent, la fonction f est intégrable sur I et
I'intégrale généralisée existe bien.
2.a. Lafonction ¢ = [x — x?] est une bijection de classe
%1 de l'intervalle I sur I lui-méme et

1 21

f(x) = 7 (2x)e ™ = 7

On sait que la fonction g définie par

f(x) = cos 2x -

vxel, e_“’(")](p’(x)].

vtel, g(t)=3-e

est intégrable sur I (fonction de référence). D’apres le
Théoreme de changement de variable, la fonction f est in-
tégrable sur I (ce qui prouve que l'intégrale généralisée
existe bien) et

+o0 +o0 1
L f(x)dx:L g(t)dt:z.

2.b. La fonction f définie par

est continue sur le segment (1, e], donc l'intégrale existe
bien (et ce n’est pas une intégrale généralisée).
¢ La fonction @ = [x — {nx] est de classe €' et

2

vxelle, flx)=(p0) oK)

donc, d’apres la Formule du changement de variable,

e @(e) 1
Jf(x)dx:J t?dt ==
1 e (1) 3

puisque @(1) =0et @(e) = 1.
2.c. Lafonction f définie par

1

=

est clairement continue sur l'intervalle [1, +ool et

1

X—+00 X3 )

f(x)

donc f est intégrable au voisinage de +co. Par conséquent,
l'intégrale généralisée existe bien.

@ D’apres le Théoreme de décomposition en éléments
simples, il existe trois réels a, b et c tels que

vx>1,

D’apres 'expression de f,

1

x—0 X2

f(x
et d’apres la décomposition en éléments simples,

fx) X0 x% + O(x]_z)

Par unicité de I'équivalent, on en déduit que ¢ = 1.

De méme,
1 a
f(X x:—l x4+ 1 et f(X) x—o—1 x+1 O(”)
donca=1.
Enfin,
1 b 1
) ~ et flx) = 2 4o()
X—+00 X X—+00 X

donca+b=0etb=-—1.
Ainsi,
1 1

1
VX>], f(X):X+1—;+X—2

@ On en déduit que, pour tout A > 1,

A
J f(x)dx = {ﬂn

1

x+1 _l}A
X xXJ11
:Bn(1+%)—%—€n2+1.

Par définition de l'intégrale généralisée,

+oo A
J f(x)dx = lim J f(x)dx=1—4{n2.

1 A—+00 Jq

% Réduction d’'une matrice
symétrique

Solution Il

1. Par définition de la structure euclidienne canonique
de R3, la base canonique est une base orthonormée.
La matrice de f relative a la base canonique est une
matrice symétrique, donc I’'endomorphisme f est auto-
adjoint.

2. Comme

2 2
Al-T|=(-1],
—1 —1
ona f(u) = u € D et comme le vecteur u engendre le

sous-espace D, on en déduit que la droite vectorielle D est
stable par f.

On a en fait démontré que le vecteur w était un vecteur propre
de f associé i la valeur propre 1.

3. CommedimE =3 etquedimD =1, alors:
dimP =dimE -dimD =3—-1=2

donc P = D+ est un plan.
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Comme D =R -uavecu = (2,—1,—1) et que la base
canonique est une base orthonormée, alors

OM = (x,y,z) € P & (OM]u) =0
— 2x—y—z=0.

Une équation cartésienne du plan P est donc
2x—y—z=0.

@ On sait que f est un endomorphisme auto-adjoint [1.]
et que le sous-espace D est stable par f [2.], donc le sous-
espace P = D est stable par f* = f.

4. 1l est clair que v vérifie 'équation cartésienne de P
trouvée en [3.], donc v € P.
5.  On cherche ici un vecteur w = (x,y,z) qui appar-
tiennea P:

2x—y—z=0

et qui soit orthogonal au vecteur v (pour le produit scalaire
canonique) :

O-x+T-y+(-1)-z=y—z=0.

Le vecteur w = (1,1, 1) convient.

Le couple (v, w) est une famille orthogonale de deux
vecteurs non nuls de P et comme dim P = 2, ce couple est
une base orthogonale de P.

® Le Théoréeme de la base incompleéte prouve I'existence d'un
tel vecteur w mais ne nous dit pas comment calculer explici-
tement un tel vecteur!

® Comme dim P = 2, tous les vecteurs de P orthogonaux au
vecteur v sont proportionnels. En quelque sorte, notre vec-
teur w est le seul possible.

6. Comme au [2.], on trouve que

fv)=3-v et f(w)=4-w.
7. Comme (u) est une base orthogonale de D et que
(v, w) est une base orthogonale de P = D+, alors (u, v, w)
est une base orthogonale de E =D @ P.

D’apres [2.] et [6.],

Mat (v w)(f) = Diag(1,3,4).
La famille

1 1 1
lull” v’ HWH) = (% -, ﬁ Vv, 7§ -W)

(‘LL A% w

est donc une base orthonormée de E et comme on s’est
contenté de normaliser les vecteurs de la base précédente,
la matrice n’a pas changé :

Maty(f) = Diag(1,3,4).
8. Le couple (v,w) est une base orthogonale de P [5.].

Notons V et W, les colonnes qui représentent ces deux vec-
teurs dans la base canonique.

Comme la base canonique est une base orthonormée,
on en déduit que

v.vT wwT
Matan() = U7y Wwrw
1 0 0 0 1 1 1 1
=5 o 1 -1 +§ 1 1 1
0 —1 1 1 1 1
1 2 2 2
2 -1 5

@ Le premier vecteur de la base % appartient au sous-
espace D = PL = Kerm; les deux derniers vecteurs de #
appartiennent au sous-espace P = Im et comme 7 est

une projection,

000
Matz(m) = [0 1 0
0 0 1

Solution Il % Polynémes de Tchebychev

Partie A.
1. Lapplication cos : [0,71] — [—1, 1] est surjective, donc

Structure euclidienne

Vxe [_1)”) P(X) :Q(X))

ce qui prouve que le polynéme (P — Q) admet une infinité
de racines et donc que P = Q.

2. Quels que soient les polynomes P et Q, la fonction

[t — P(cost)Q(cost)]

est continue sur le segment [0, 7], donc l'intégrale (P|Q)
est bien définie.

Il est alors clair que I'application (-[-) est bilinéaire
et symétrique.

Pour tout polyndéme P, la fonction [t — P(cost)?] est
positive, donc l'intégrale (P|P) estpositive (les bornes de
I'intégrale sont dans 1’ordre croissant).

Et comme cette fonction est continue sur [0, 71}, si I'in-
tégrale (P|P) estnulle, alors

Vte[0,m, P(cost)?=0.

D’apres [1.], le polynéme P? est le polyndme nul, donc
P=0et (-|-) estdonc définie positive.

L’application (-|-) est bien un produit scalaire sur E.
3. Comme (U, )nen est une base de E, alors

VnelN, U,#0

et en particulier deg U,, > 0.
w D’apres (1),

Uy € Vect(1,X,...,X™)

donc deg U,, < n.
a Sin =0, alors on a démontré que deg U,, = 0.
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@ D’autre part, sin > 1, alors la famille (Uy)ogck<n est
libre, donc

Uy & Vect(Up, ..., Un_1) 2 Vect(1,X,..., X" 1)
:]Rn—l[x]

et par conséquent degll,, > n — 1. Comme degl,, et
(n — 1) sont des entiers, on en déduit que deg U, > n.

@ Finalement, deg U, =n pour toutn € N.
4.a. Comme X" # 0, alors ||[X™|| # 0 (la norme sépare
les points) et donc

W, = [|X™))* > 0.

4.b. Pour tout entier n € N,

s

Wit = J cos?™ 2t dt

0

= J cos?™ t(1 —sin? t) dt
0

s
=W, + J cos®™ t(—sint) - sint dt
0
2n+1
cos t m
i [ G
nt n+1 ! 0
T cos? T t
—J ——— -costdt
0 2T1+1
1
=Wn — mwn+] (car sin0 = sin7t = 0)

et par conséquent

VneN, (2n+2)Wni1 =(2n+1)W,.

| On doit avoir reconnu une variante des intégrales de Wallis !
@ Comme W,, > 0[4.a.],

Wi 2n+1 1
N _ 1 .
YneEN, W T2 20

En composant par {n, on en déduit que

Wn+1 1 —1
i —n(1———) ~ —.
"W “( 2n+2) nteo In

@ On a démontré que

1

Ban — gan+] nﬁrjroo m.

Or la série harmonique ) 1/n est une série divergente de
terme général positif, donc la série télescopique

Z(KHWk —InWyyq)

est divergente et on connait un équivalent de ses sommes
partielles :

n—1 1 n—1 1 1

n

Z 1
(Ean_ean+1)n~>Ajrooz E k——H:z E E

k=0 k=0 k=1

donc (résultat bien connu sur la série harmonique)

1
Wy —InW, ~ ={(nn.
n

—+00

Comme {n W, est une constante et que {nn tend vers +oo,
on en déduit que

—f{nn

W, ~
n—+oo 2
4.c. On sait que exp tend vers 0 au voisinage de —oo.
Par composition de limites, on déduit de ce qui précede
que
Iim W, =0,

n—-+oo
c’est-a-dire
lim || X" —0|* =0.
n—-+oo
Autrement dit : la suite (X™)nen tend vers le polynome
nul lorsque n tend vers +oco.

5. Par hypothese,
VneN, [Un—0f=[Un=T,

donc la suite (U, )nen ne converge pas vers le polyndome
nul.

6. Par hypothese, la famille (U, )nen est orthonormée.
On en déduit que, pour n # p,

2 2 2
[Up = Un[|” = [Up " + [Un]|” =2 (Up | Un)
=1+1-2x0=2.
7. Pour tout entier k € IN, par inégalité triangulaire,
0 < [Unyey = Uni [l < [Unicy = Qoll + Qo = Uny |-
Par hypothése,
lim[[Qo — Un, || =0
et par composition de limites,

lim Qo — Uny., | =0,

donc, par encadrement,

kgToo Hunk +1

~Un, | =0. (%)

@ Comme (U, Jken est une suite extraite de (Un )nen,
alors
VkeN,

donc, d'apres [6.],

N < Ny

VkG]N) Huﬂk+1 _uﬂkll :\/Z)

ce qui contredit (). On a ainsi démontré par 1’absurde que
la suite (Un)nen n'admettait pas de suite extraite conver-
gente.

Cette suite (Un)nen donne un contre-exemple au Théo-
reme de Bolzano-Weierstrass : la suite est bornée (tous les
termes sont des vecteurs unitaires) mais elle n’a pas de va-
leur d’adhérence. Cela s’explique par le fait que I'espace E est
un espace vectoriel de dimension infinie.
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Partie B.
8. Soitn € IN. &’il existe deux polyndmes P et Q tels que

Les polynémes de Tchebychev

Vte[0,n, P(cost)=cosnt=Q(cost),

alors [1.] P = Q. Pour tout n € N, il existe donc au plus un
polyndéme T,,.
@ Avec Top = T et Ty = X, on a bien

To(cost) = cosOt =1

Vtelo,n], {T](COST.) = cos 1t = cos't.

Supposons maintenant qu’il existe un entier n > 1 et des
polynémes T, et T,,_; tels que

Th_1(cost) =cos(n —1)t

Vtelo,ml, { Tn(cost) = cosnt.

Alors, pour tout t € [0, 7,
cos(n + 1)t + cos(n — 1)t = 2cos tcosnt
donc
cos(n+ 1)t =2cost- Ty(cost) — T, _1(cost).
En posant
Thp1 =2XTy — Th1,

on obtient donc un polynéme Ty, ;1 tel que

Vte0,], Tnii(cost)=cos(n+ 1)t.

On a ainsi démontré par récurrence que, pour toutn € N,
il existait au moins un polynome T,,.

@ Finalement, pour tout n € N, il existe un, et un seul,
polyndéme T,,. On en déduit que la relation

Vne IN*, Thi1 =2XT — Ty

est vraie : elle indiquait plus haut un choix possible pour
Th+1, mais 1'unicité de la suite (Tn )nen prouve qu’il s’agit
du seul choix possible.

9.

Nous allons procéder par récurrence sur deux indices, la re-
lation (2) ne nous laisse pas le choix !

On a bien
To(—X) =1=(=1)°To et Ti(—X)=—X=(-1)"Th.
Supposons maintenant qu’il existe un entier n > 1 tel que

To(=X) = (=1)"Tn et Toq(=X) = (=) T 1.

|| Les entiers . — 1 et n+ 1 ont méme parité!
D’apres (2),
Th1 (=X) = _ZXTT\.(_X) —Tas (_X)
= (D)™ [2XTy — T

= (=)™ T

(HR)

Cela prouve que

VneN, To(—X)=(—1)"Ty.

10.
| Nous procédons a nouveau par récurrence sur deux indices.

Pour tout entier n € N, on note ¢, le coefficient do-
minant de T,,.
@ OnadéavuquedegTo =0etdegTy =1.
Supposons qu’il existe un entier n € N* tel que

degT, =n et degT, 1=n—1
Alors il existe un polynéme U,, € Rn_1[X] tel que
Th =cn X"+ U,
et d’apres (2),
Thp1 =2XTh — T
=2, X"+ (2XUp — Tn1).

Or degT,—1 = n — 1 (hypothese de récurrence) et, par
construction,

deg(XU,) =1+degU, <1+ (n—1)=n,

donc
deg(2XU;, — Tr—1) < n.

On en déduit que deg Tr 1 = n + 1 (ce qui acheve la ré-
currence) et aussi que

vYyn>1, cni1 =2Cn.
Par conséquent, comme ¢ =1 =21,

vyn>1, cp =21,

Attention! Comme co = 1, 'expression de ¢y, pour n > 1
n’est pas valable pour n = 0.

11.a. Pour 0 < k < n, on a en fait
0<k<<n—-1
(inégalité stricte entre nombres entiers) et donc
1<2k+1<2n—1< 2n.
On aaussi 2k +3 < 2(n + 1) et comme

2k+1)n+1)=2kn+2k+1+n
< 2kn+3n = (2k + 3)n,

alors

2k + 1) (2k+)m

- (2k 4+ 3)m
2(n+1) 2n

2(n+1)

Sur le segment [0, 7], la fonction cos est strictement décrois-
sante, donc

=1 < X1 a1 < Xign < Xiggna1 < 1.
En particulier, pour tout entier n. > 2, les réels

X0,y X1 my«-yXn—1mn

sont deux a deux distincts.
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11.b. Soitn € IN*.
Pour tout entier 0 < k < n, par définition du poly-
néme T,

B 2k + N7

Ta(Xin) =Tn (cos T)
B (2k+Tnm 7 B
= Cos o —cos(2 +k7t) =0.

Chaque xi n est donc une racine de Ty,. Or les xj n, sont
deux a deux distincts [11.a.], donc nous connaissons n ra-
cines distinctes de T,,. Mais deg T, = 1 [10.], donc le poly-
nome T, est scindé a racines simples.

De plus, le coefficient dominant de T,, est égal a 2"!
[10.], donc

n—1
To=2"" (X =)
k=0

Evidemment, cette propriété est fausse pour n = 0/ (Pas a
cause du produit, qui est alors égal a 1 par convention, mais
a cause du coefficient dominant.)

12. Par définition du produit scalaire, quels que soient les
entiers 0 < n < p,

s

Tn(cost)Ty(cost) dt

(Tt = |

0

us
= J cosntcosptdt
0

= %J' cos(n + p)t+ cos(n —p)tdt.
0

Orn+p=p>0etn—p#0, donc

(TalTy) = 3]

=0

sin(n —p)t]™
n—p 0

sin(n + p)t
n+p

donc les polyndmes de Tchebychev sont deux a deux or-
thogonaux.
13.a. D’apres[10.],

VneN, T,eR.X

et par (1), la famille (Uy)ogk<n est une base orthonormée
de R [X]. On en déduit directement que

n

To=) (UklTa) U
k=0

13.b. D’apres [3.],
Vo<k<n, UxeR, (X

D’apres [10.], les polyndmes de Tchebychev sont échelon-
nés en degré :

VkeN, degTy=k.
On en déduit que

Vn>1, Rn 10X =Vect(To,...,Tn_1)

et donc que
YO<k<mn, UgeVect(To,...,Th_1).
Par orthogonalité [12.],
Vo<k<n, (UlTy) =0.
On peut alors déduire de [13.a.] que
Tn= (Un|Tn) - Un.
@ Par homogénéité de la norme, on en déduit que
Tell = (U [T ) [ [ Un ] = [(Un I Tn ) |.
Comme T,, # 0, alors || Ty, || > 0 et donc

Tn Tn

=+
[Tall

U, =
(Un [ Tw)

Or le coefficient dominant de T, est strictement positif
[10.] et le coefficient dominant de U, est strictement po-
sitif lui aussi [rappels de cours]. Par conséquent,

Tn
I Tull”

vYyneN, U,=
Partie C. Une forme linéaire

14. Comme la série de Riemann )_1/A2 est absolument
convergente et que

2 1
(2k + 1)270 koo 271 - K2

la série qui définit la constante K est absolument conver-
gente et donc convergente.

Par conséquent, K est bien définie.
15.a. Pourn =0,

/2
s
@(To) = J dt = 3
0
a Pour tout entier n > 1, par définition de Ty,
/2 :
sinnty7/2
@(Tn):J cosntdt = [ } .
0 n Jo

Sin est pair, alors il existe un entier k € N* tel que n = 2k

et ik
SN K7t
P (Tn) = n

Si n est impair, alors il existe un entier k € N tel que
n=2k+1let

=0.

1 ym _ (=N
©(Th) = o -sm(z +k7t) =T
# Bilan: @(Tp) = 5 et
VkeN* o@(Tx)=0
VkeN (T )—(_”k
y  @Ulhk+1) = kil

15.b. Comme T, = ||T,| - Un par [13.b.] et que ¢ est li-
néaire,

1
[ITall

VnelN, o(Uy)= @(Tn).
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On a déja calculé ¢(T,) en [15.a.].

@ Pourn=0:

us
Mol = [ de=r, done (Uio) = /K,
0
@ Pour toutn € N*,
" "1 2nt
Tl = J cos? ntdt = J jreosant g o T
0 0 2 2
a Pour tout k € IN¥,
@(Uz) =0.
@ Pour tout k € N,
2 (=D
e(Uzi41) = e TREE

16. a.
|| Cest presque la méme question que [13.a.].

Tout polynome P € E posséde un degré et il existe
donc un entier d supérieur ou égal a deg P. Dans ce cas,

Pe Rd[X]

et comme (U, )ocn<a est une base orthonormée de R4 [X]
par (1), on peut décomposer P € IR4([X] dans cette BON :

d
P:Z<unlp>
n=0

@ N’importe quel entier d supérieur ou égal a degP
convient, il n'y a donc pas unicité de 'entier d.
16.b. Par linéarité de ¢, on déduit de la décomposition

de P que
d

e(P) =) (UnlP) o

n=0

(Un).

D’aprés l'inégalité de Schwarz (dans R4*! muni de sa
structure euclidienne canonique),

\(p(P)|2<[Z Un |P) HZ(D }

n=0
En [16.a.], on a décomposé P dans une base orthonormée.
D’apres le Théoreme de Pythagore,

d

IPIIP =3 (Un|P)2.

n=0
5 d
< [Z w(un)ﬂ ik
n=0

cet encadrement étant vrai pour tout entier d > degP.
17. D’apres [14.] et [15.b.], 1a série )~ ¢(U 2 est (absolu-
ment) convergente et

+oo
> eu
n=0

Par conséquent,

+oo 2

7t
_r k.
4 +1;> 2k+ 1)2n

Les sommes partielles d'une série convergente de terme gé-
néral positif sont majorées par la somme de cette série. On
peut donc déduire de I'encadrement précédent que

< VKIP].

Cet encadrement prouve que la forme linéaire ¢ est conti-
nue et que sa norme subordonnée est inférieure a v/K.
18. Pour toutn € IN, on pose

Pn=> (W) U
k=0

On a alors, par linéarité de o,

W= oW et [[Pal®=) o(U)?
k=0 k=0

par Pythagore (on a décomposé P, dans une famille
orthonormée). Par conséquent,

[Z(puk 2| el

VPEE, |o(P)

et on en déduit que

P too 1/2
i, (g = (L) =R
" k=0

La connaissance du cours permet de trouver la suite
(Pn)nen sans trop réfléchir. En effet, dans R muni de
sa structure euclidienne canonique, on sait que

d

d 2 d
[Z akbk} <y @y w
k=0

k=0 k=0
avec égalité si, et seulement si, les vecteurs

(aOaala---aad) et (bOabl)---abd)

sont proportionnels (cas d’égalité dans l'inégalité de
Schwarz). Ici, on s’est contenté de choisir

(Clo,(l],...,ad) = (bO)bh--')bd)-

19. D’apres [17.], pour tout polyndome P € E dont la
norme est égalea 1,

< VK.

Le majorant étant indépendant de P, on peut passer au

sup :
VK.

lo(P)]

sup |@(P)| <
IPlI=1
a Les polyndomes P;, choisis en [18.] sont tous distincts
du polyndme nul et les polyndémes Qr, = P~/jjp,,| sont donc
des vecteurs unitaires. Par linéarité de o,

= ’(p(Qn)‘
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La borne supérieure étant un majorant, on en déduit que

vneN, [o(Qn)|< sup |o(P)].
IPlI=1

D’apres [18.], on peut passer a la limite et comme 1'inéga-
lité large est conservée par passage a la limite, on en déduit
enfin que

VK= lim |@(Qn)| < sup |o(P)|.

n—-+oo [P[I=1
a Par double inégalité, nous avons démontré que
sup |@(P)| = VK.
IPlI=1

@ Dans la somme qui définit la constante K, il y a une
infinité de termes strictement positifs ("famille de support
infini"). Par conséquent,

+o0o

d
VdeN, ) o(W)?<) o) =K
k=0 k=0

En appliquant I'encadrement du [16.b.] a un polynéme P
de norme 1 et pour tout d > degP,

d 1/2
\wﬂﬂ[mmﬂ < VK.
k=0

Autrement dit, la borne supérieure de I'expression |¢(P)]|
sur la sphere unité de E n’est pas atteinte, ce n’est pas un
maximum.

Dans un espace vectoriel de dimension finie, la sphere unité
est compacte, donc toute forme linéaire sur cet espace atteint
donc un maximum sur la sphere unité.

Comme on I'a démontré en [7.1, dans I'espace E, la sphere
unité n’est pas compacte et une forme linéaire continue telle
que @ n’atteint donc pas nécessairement un maximum sur la
spheére unité.




