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ANNEE SCOLAIRE 2023/2024

MP

Composition de Mathématiques
Le 29 novembre 2023 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

K2

< | — Probléme <&

La suite (bn)nen des nombres de Bernoulli est définie par
la donnée de
bo =1

et la relation de récurrence suivante :

1 n—1 1
vn=1, bn=——3% ("7 b
n+1 k
k=0
Certains de ces nombres apparaissent dans la relation d’Euler

(qu’on admettra) :

-1 )k—] 22k—1 7.[2k
(2k)!

+o00
def. 1
(22 E ok = ( bax
n=1

pour tout k € IN*.

1. Démontrer que les nombres de Bernoulli sont des ra-
tionnels.

2. Quevautb,?

3. Soit k € N*. Quel est le signe de by ?

On va s’attacher a calculer numériquement les nombres de
Bernoulli. Pour cela, on suppose connue une fonction £(n)
qui renvoie la factorielle de I'entier n € IN.

On admet que 'exécution de £ (n) effectue (n — 1) multi-
plications.

4. On considere la fonction binom(n,p) codée comme
suit.

def binom(n,p):
if (p<0) or (p>n):
return 0
else:
return f(n)//(£(p)*f(n-p))

4.a. Combien de multiplications l'exécution de l'ins-
truction binom(30, 10) effectue-t-elle? Expliquer com-
ment on pourrait réduire ce nombre.

4.b. Que se passerait-il si on remplagait la derniere ligne
du code par la ligne suivante?

return f(n)/(f(p)*f(n-p))

5. Démontrer que

n n/n-—1
Vynz=p=>1, = — .
P (P) p (p—1>

En déduire une fonction récursive binom_rec(n,p) qui
renvoie le coefficient binomial (E)

6. Ecrire une fonction (non récursive) bernoulli(n) qui
renvoie une valeur numérique approchée du nombre de

Bernoulli b,,.

< Il — Probleme <&

Partie A.
Dans cette partie, on étudie la fonction H définie par

X

H(x) = J e’ dt.

0

1. Démontrer que H est définie et de classe "> sur IR.
Donner une expression de H'(x).

2. Ftudier la parité de H.

3. Pour x > 0, démontrer que

1 ein
Hx)=5| —=du
W3], e
4. Endéduire que, pour tout x > v/2m,
e’ i i e
b= |

2x 221 4 e uw/u
5. En déduire que l'intégrale généralisée

“+oo L,
J et dt
0

H(x) — H(v/2m) = —

est convergente. La fonction h = [t — eitz] est-elle inté-
grable sur R ?
6. Coder en langage Python une fonction I(f,a,b,n)
dont les arguments sont :

— une fonction £ a valeurs réelles ou complexes;

— deuxréelsaetb;

— et un entier natureln > 1
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et qui renvoie une valeur approchée par la méthode des
rectangles de l'intégrale

b
J f(t) dt,
a

calculée avec n rectangles.

7. Coder en langage Python une fonction H(x,n) dont
les arguments sont un réel x et un entier n > 1, et qui ren-
voie une valeur approchée de H(x) calculée au moyen de
la fonction Python précédente.

5" On admet que le module math a déja été chargé avec l'ins-
truction suivante :

import math

et on rappelle que I'expression e’ est codée en Python par
exp (1j*t**x2).

Partie B.
Dans cette partie, on étudie la fonction g définie par
+oo efxz(tzfi)
g(x) = J ——)dt.
T L

A cet effet, on considere également la fonction  définie par

—x?Z(t?2—1)
f(X,t) -

t2—1
8. Soit (x,t) € R2. Calculer le module de e (t*~1) et
celui de (t% —1).
9. Démontrer que la fonction g est définie et continue
sur R.
10. Soit (xn)nen, une suite réelle qui tend vers +oo. A
l'aide du Théoreme de convergence dominée, démontrer
que

lim g(xn) =0.

n—-+oo

En déduire la limite de g en +o0 et en —oo0.
11. Démontrer que g est de classe ¢! sur R*.
12. On admet que 'intégrale généralisée

+oo

.

converge et qu’elle est égale a /7.
Démontrer que

et dt

Vx>0, g'(x)= N

13.a. Décomposer la fraction rationnelle

en éléments simples dans C(X).
13.b. En déduire qu’il existe quatre nombres complexes
a, b, cetd, qu'on ne cherchera pas a calculer, tels que

2X —V2 b
F=a +
“XV24+1 0 X2 X241
. 2X+2 N d
X2 4V2X+1 X2 EXV2+1

2
13.c. Démontrer que
J'+oo dt
o 2 —V2U+T

et calculer la valeur de

JJroo dt
oo V2T

13.d. En admettant que

en déduire la valeur de g(0).
14. Démontrer que

glx) = L2 2y

1= La fonction H a été définie et étudiée dans la premiere partie.

Vx>0,

En déduire les valeurs des intégrales suivantes.

+oo 5 +oo +oo
J et dt J cos(t?) dt J sin(t?) dt
0 0 0

Partie C.
Dans cette partie, on étudie la fonction S définie par
o0 pinx
S(x) 2 Tn
et on pose
einx
Yyne N, VxeR, fn(x)= ok

15. On suppose que la suite réelle (an)n>1 est une suite
décroissante de limite nulle et que la suite complexe
(bn)nen est bornée.

15.a. Démontrer l'identité suivante pour tout N € N*.

N N
3 ottt =3

n=1

n—Qnt1)bn+ani1bn—arbo.

15.b. Démontrer que la série >~ an (bn—bn_1) est conver-
gente.

16. Soient 0 < x < 2metn € N*. Démontrer que

n
Eelz

k=1

eilnt1)x/2 SINMX/2)
sin(x/2) °

17. Démontrer que la fonction S est définie sur |0, 27t[.
18. Soientk € N* et 0 < x < 27
18.a. Démontrer que

1
4k

ei(k+1)x _ eikx J~k+1 eitx

ixvk KVt

| <
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18.b. En déduire qu’il existe une constante C > O telle lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures.
que 20. Calculer la limite de

ix _ 1 +oo Litx ix
- S(X)—J ¢ dt’gc. e —1
ix 1Vt ix

V0 <x<2m,

19. Déterminer la limite de lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures. En déduire

oo gitx un équivalent de S(x) lorsque x tend vers O par valeurs

I(x) = \/QJ; NG supérieures.
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Solution| % Nombres de Bernoulli

1. Nous allons procéder par récurrence forte (conformé-
ment a la relation de récurrence qui définit les nombres de
Bernoulli).

@ Le premier nombre de Bernoulli : by = 1 est bien ra-
tionnel.

@ Supposons que, pour un entier n > 1, les nombres de
Bernoulli by, ..., by_7 soient des rationnels. Comme les
coefficients binomiaux sont des entiers, la somme est bien
un nombre rationnel et comme on en déduit b,, en divi-
sant par l'entier (n 4+ 1), le nombre b,, est aussi un nombre
rationnel. Cela prouve que la famille

(br)ogksn = (bi)ogken+1

est encore une famille de rationnels.
On a ainsi démontré par récurrence que

bn € Q.

2. D’apres la relation de récurrence,

—1/2 —1
b= 7<o)b0 =

e (-

Ou, si on est plus savant (aveck = 1),

vVneN,

712 (_])0217.[2
6 2!

3. En tant que somme d’une série convergente de réels
strictement positifs, le réel ((2k) est strictement positif.
D’apres la formule d’Euler,

bz = 7T2b2.

22k—1 7.[Zk

T (=D by >0

donc by est du signe de (—1)* 1.

Autrement dit,
— si k est impair, alors by est positif (ce qu'on a
constaté pour k = 1);

— si k est pair, alors b,y est négatif.

4.a. Les deux tests sont bien plus rapides a réaliser
qu’un produit d’entiers, on peut les négliger.

De méme, le calcul de la différence n — p est sensible-
ment plus rapide qu'un produit d’entiers, on peut donc
aussi la négliger.

D’apres le code, il faut déja calculer £(30), £(10),
£(20), ce qui fait

2949419 =57

multiplications. Ensuite, il faut multiplier les deux facteurs
du dénominateur, ce qui nous donne 58 multiplications.

Enfin, il faut calculer le quotient de la division eucli-
dienne, ce qui est franchement plus long qu'une multipli-
cation.

@ Premiére amélioration : puisqu’il faut calculer 10!, 20!
et 30!, il suffit de calculer 30! et, au moyen d’un simple
test, conserver en mémoire les valeurs de 10! et de 20!. On
n’effectuera ainsi qu’une trentaine de multiplications.

q = n-p
fn=1
for k in range(2,n+1):
fn*x=xk
if k==p:
fp==fn
if k==q:
f q=1fn

@ Deuxiéme amélioration : on calcule le coefficient bi-
nomial comme on a coutume de le calculer a la main.

30 30-29---.- 21
(10) S 1-2:.3-010°
ce qui ne fait plus que 17 ou 18 multiplications (et toujours
une division euclidienne).
4.b. L'opération // renvoie le quotient de la division eu-
clidienne : c’est donc un entier.

L'opération / renvoie le quotient de la division réelle :
c’est un flottant.

® Sion manipule des entiers un peu trop grands, le calcul en
flottant donne un résultat approché. On peut le voir comme
un défaut, mais U'erreur relative est particulierement faible.
Est-ce vraiment un gros défaut ? (Ne répondez pas trop vite!)
¥ D'un autre coté, la taille en mémoire d'un flottant est fixe
(contrairement aux entiers, dont la taille n’est limitée que
par la mémoire de I'ordinateur). Si bien que les calculs al-
gébriques (addition, multiplication, division) en flottants ont
une complexité temporelle fixe alors que la complexité tempo-
relle de ces opérations sur de grands entiers augmente consi-
dérablement avec la taille des entiers.

5. Pourn>p=>1l,onan—1¢€ Netp—1¢€& N.On
peut donc utiliser la formule générale des coefficients bi-
nomiaux :

<n> B n!
p/  pln—p)

B n-n—1)!
Cpp-N (=D = (p—1)!

_n (ﬂ - 1)
p \p—1/)
@ Ilyadeux types de cas de base :
— sip < Oousip > n,iln’yarien a calculer et le
résultat est nul;

— sip =0, alors le coefficient binomial est égal a 1.
Pour le cas général, il suffit de coder la relation de récur-
rence qu’on vient d’établir.

def binom_rec(n,p):
if p<0 or p>n:
return 0
elif p==0:
return 1
else:
return (n*binom_rec(n-1,p-1))//p
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@ 1l faut cependant bien faire attention a ne pas diviser trop
tot par p : c’est le produit n(;‘j) qui est divisible par p et,
a priori, lui seul !

6. Comme on l'a observé des le début, pour calculer b,
il faut déja connaitre tous les nombres de Bernoulli pré-
cédents. On va donc les calculer de proche en proche (au
moyen d’une boucle for) et les enregistrer dans une liste.
Initialement, la liste ne contiendra qu'un seul
nombre :
L= (bo) = (1)

et au terme de la bourcle for, elle contiendra les (n + 1)
premiers nombres de Bernoulli :

L= (bO)bh---abnfhbn) = (bi)Ogign-

Il restera alors a renvoyer le dernier élément de la liste L.

11 est prudent d’écrire la relation de récurrence exactement
comme on va la coder AVANT d’écrire le code et en utilisant
la convention de Python sur les intervalles d’indices.

On peut alors étre silr des bornes de la boucle for, des indices
utilisés et donc du résultat obtenu.

La valeur de by nous est donnée par I'énoncé et nous
allons calculer (boucle for sur l'indice 1)

(b1y...,bn) = (bi—1)2<icny2

au moyen de la relation de récurrence :

2EOn75 O

k=0 0<k<i—1

bi

(boucle for sur l'indice k). On obtient ainsi un code plus
léger que si on s’était contenté de suivre servilement la re-
lation de I'énoncé.

def bernoulli(n):

L = [1]
for i in range(2, n+2):
b=0

for k in range(i-1):
b += binom(i, k)*liste_bl[k]
L.append(-b/1i)
return L[-1]

Solution Il % Intégrales de Fresnel

Partie A.
1. La fonction h = [t — exp(it?)] est continue sur l'in-

tervalle R. D’apres le Théoréeme fondamental, la fonction
H est de classe ¢! sur R et

Vx € R, H’(x) = h(x) = exp(ix?).

Comme h = H’ est en fait de classe €°°, la fonction H est
en fait de classe ¥° sur R.

On pourrait préciser que H est la primitive de h qui s’an-
nule en x = 0, mais le sujet ne demande rien de tel.

2. La fonction H est, on vient de le voir, définie sur RR.
Pour tout x € IR, les deux complexes H(x) et H(—x) sont

bien définis. De plus, le changement de variable affine
u = —t montre que

La fonction H est donc impaire.

On pourra retenir le sens du calcul précédent : si h est une
fonction paire, alors la primitive H de h qui s’annule en
x = 0 est impaire.
Mais on retiendra surtout qu’aucune autre primitive de h
n’est impaire !
3. Lafonction ¢ = [u+ /u] estdeclasse ¢"' surl'inter-
valle |0,x?] et réalise une bijection (croissante) de |0, x?]
sur ]0, x].
De plus, pour tout u € |0,x?],

1e™ _ Liloa?, |

zﬁ:e 'm:h(@(u))'|@/(u)"

Comme la fonction h est intégrable sur ]0,x] (en tant
que fonction continue sur le segment [0, x]), on déduit du
Théoreme de changement de variable que

[u— h(e) - |e'(w)]]

est intégrable sur |0, x?] et que
| nwar=] (o) fo'w] dw
10,x] 10,x2]
c’est-a-dire

1 x? iu
Vx>0, H(x):—J' e—du.

2l Vu

4. Drapres [3.] et la relation de Chasles,

Vx> VIR, }ﬂﬂ—HW@ﬁzlr e

2Jvam2 Vu

Sur le segment [27, x2], les fonctions

{u - L] et [u— —ie™]

Vu

sont de classe 4. Donc, en intégrant par parties,

1 W 11
H(X) —H(\/ZT[) = E[—le . ﬁ}zn
2
1™ : -1
_ —qet"). — ¢
2], e e o
_ieixz _ieiZT[ i JXZ eiu
= — —— —— du.
2Vx2 2V 271 4 e u/u
Comme x > 0, alors VX2 = x et on sait que e?™ =1, donc
jetx’ i i el
H(x) — H(V2m :_—+—__J —— du.
(x) ( ) 2x 2V21 4 e uw/u
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5. On sait [1.] que l'intégrale H(x) est définie pour tout
x € R. Par définition, l'intégrale généralisée

+oo
J et dt
0

converge si, et seulement si,

tend vers une limite finie lorsque x tend vers +oo.
Revenons a [4.] : d'une part,
‘ —ie™ 1

2x 0

== —
ZX X—+00

et d’autre part, la fonction

et
u\/ﬁ}
est continue sur [271, +-00[ et intégrable au voisinage de +o0
car

=

elv 1
’ uy/u ’ 32
(et3/2 > 1, comparaison aux intégrales de Riemann), donc
l'intégrale généralisée

“+oo iu
J € _du
27 u\/l_'L

est (absolument) convergente.

Par conséquent, la fonction H tend vers une limite fi-
nie au voisinage de +oo (l'intégrale généralisée étudiée est
convergente) et

+o0 \/E . . “+00 iu
J et dt = J e dt 4 —— — < J °
0 0 22 4 ) uw/u

6. Une version de la méthode des rectangles donne :

du.

be(t)dtmb_a > f(a+kb;a).

n
a o<k<n

On remarquera que les indices de la somme coincident
avec la commande range.

. Pour éviter les calculs inutiles, on va bien entendu cal-
culer le pas de la méthode une fois pour toutes au début de
la fonction.

@ Les additions étant moins cotiteuses en temps de cal-
cul que les multiplications, on doit prendre conscience que
les abscisses utilisées définissent une suite arithmétique.

b—a

X1 =a+ (k+1) =xK+90

@ Le reste du code est sans mystere.

def I(f,a,b,n):
delta = (b-a)/n
s, x =0, a
for k in range(n):
s += f(x)
x += delta
return deltax*s

7. Pour coder la fonction h, on a le choix : définir une
fonction auxiliaire a l'intérieur de la fonction H ou définir
une fonction globale (utilisable par d’autres fonctions). Vu
I'ampleur du projet, j’ai opté pour la fonction auxiliaire!

def H(x,n):
def h(t):
return exp(1lj*t*x2)
return I(h,0,x,n)

Partie B.
8.  Quels que soient les réels x et t,
| —xz(tz—l)‘ — |e—x2t2 eix | _ e—xztz
N——
>0 €U

etlt? —il=/(t2)2+ (-1)2 =Vt' + 1.
9. Pour tout x € Q = R, la fonction [t — f(x,t)] est
continue sur l'intervalle I = IR car

2
aebt

f(x,t) = 1

et le dénominateur n’est jamais nul. D’apres [8.],

|f(x, 1)] = R B O(l)
VBT 2 T4 (1/0)f o\ 2

donc [t — f(x, t)] est intégrable au voisinage de +oo (com-
paraison avec une intégrale de Riemann).

La relation de comparaison

fx, 1) totoo (t]_z)

n’est vraie que pour x # 0. Autrement dit, on a utilisé un O
uniquement pour tenir compte du cas particulier x = 0.

Comme la fonction [t — f(x, t)] est paire, elle est aussi
intégrable au voisinage de —oo. Par conséquent, pour tout
x € ), la fonction [t — f(x, t)] est intégrable sur I.

@ Pour tout t € I, il est clair que

[x — f(x,t) = ae*bxz]

est continue sur Q.
@ Enfin, quels que soientx € Qett eI,

—x2t?

e 1
OV FT < VIEFT [7(0, ).
Le majorant est indépendant de x et intégrable sur I (ainsi
qu’on l’a déja démontré), donc la condition de domination
est assurée.

a D’apres le Théoreme de continuité, la fonction g est
définie et continue sur RR.

}f(x,t)|
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10. Pour tout n € N, on définit la fonction u,, en posant

Vt>0, up(t)="Ff(xn,t).
D’apres [9.], toutes les fonctions u, sont intégrables sur R
et comme ces fonctions sont paires,

g(xn) =J

—00

- zJ Un (t) dt.
10,+ool

De plus,

vVt>D0, Iim u,(t)=0

n—+oo
donc la suite de fonctions (i )nen converge simplement
sur R vers la fonction nulle.

Attention, la suite de terme général un, (0) est divergente!
C’est d’ailleurs pour cette raison qu’on est passé d une inté-
grale sur R a une intégrale sur R .

Enfin, comme on 'a vu a la question précédente,

VneN,Vt>0, |u.(t)<[f(0,1),
donc la convergence est dominée (majorant indépendant
de n et intégrable sur R?).

On peut donc déduire du Théoreme de convergence
dominée que

lim g(xn)zzJ' odt =0.
10,+ool

n—+oo

a Ce qui précede est vrai pour toute suite (xn)nen qui
diverge vers +oo0. Par caractérisation séquentielle de la li-
mite, on a démontré que

lim g(x)=0.

X—r+00

Le sujet aurait pu laisser l'initiative aux candidats : le cours
contient une généralisation du Théoréme de continuité qui
permet de justifier directement que la fonction g tend vers 0
au voisinage de too.

Les auteurs du sujet ont choisi d’interroger les candidats sur
la caractérisation séquentielle des limites : il s’agit ici d'une
question de cours dégquisée.

- ]l est clair que la fonction g est paire, donc

Jim_g) =0
par symétrie.
11. Nous allons maintenant appliquer le Théoreme de dé-
rivation sous le signe |.
@ Pour tout t € IR, la fonction [x — f(x, t)] est de classe
¢! sur R et

of .
“xyt) = —2xe X (P,

VY (x,t) € R?,
ox

@ Pour tout x € R, la fonction [t — f(x, )] est intégrable
sur R [9.].

De plus, pour tout x € IR, la fonction

{t — %(x,t)]

est continue sur R. Pour x = 0, elle est identiquement nulle
sur R et pour x # 0, elle est intégrable au voisinage de +oo
car

of N -
’a(x,t)’:ﬂxle o e,

t—:roo

VxeR",

Cette fonction étant paire, elle est donc intégrable sur R.
@ Enfin, quels que soient 0 < a < b,

VteR, Vxe labl, ’%(x,t)’ < 2be ',

Ce majorant est indépendant de x et intégrable sur R en
fonction de t (on a déja expliqué pourquoi). La condition
de domination est donc satisfaite.

@ Ainsi, quel que soit le segment [a,b] contenu dans
l'intervalle ouvert ]0, +ool, la fonction g est de classe %"
sur [a, b] et

vV x € [a, b],

+oo
9'(x) =J v,

—00

On en déduit que g est de classe €' sur

10,400l = | [a,b]

O<a<b
et que

+oo
Vx>0, ¢'(x)= —2xJ e (1) gt

—00

La fonction g étant paire, elle est donc de classe €' sur R*

et
+oo

VxeR* ¢'(x)= —ZXJ' e X (Y1 g,

—00

Les deux expressions sont des fonctions impaires de x :
comme elles sont égales sur IRY_, elles sont aussi, par symé-
trie, égales sur R* .

12. Pour x > 0, on peut aussi écrire

+oo
_zeixz J efxzt2 .

—00

g'(x) =

2 oo 2 2

= —2e™¥ e Y du=—2me™
—00

en effectuant le changement de variable u = xt et en utili-

sant pour finir le résultat rappelé par 1’énoncé.

Cette fois, I'expression du second membre apparait comme
une fonction paire de x. Comme la fonction g’ est toujours
impaire, on en déduit que

Vx<0, g'(x)=+2vme ™.

Il faut se rappeler que le changement de variable uw = xt n'a
de sens que pour x # 0 et que, dans le cas x < 0, ce chan-
gement de variable est décroissant — d’oir la nécessité de
changer de signe.
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13.a. Le degré de la fraction F est strictement négatif et
elle admet deux pdles simples opposés +zo, oi1 z§ = 1.
Comme i = e'™/2 = (e™/*)2, alors les deux poles de
F sont +e'™/4.
11 est beaucoup plus simple de faire les calculs avec +zy. On
‘ n’explicitera donc les calculs qu’a la fin.

D’apres le Théoreme de décomposition en éléments
simples, il existe deux nombres complexes a et b tels que

1 a b

XZ—Z(Z):X—ZO X+Zo.

Quelle que soit la méthode employée, on trouve rapide-

ment que
1

a—= =
ZZQ

Par conséquent, la décomposition de F en éléments
simples est

efirr/4 1 1
== <X—e"~”/4 B X+e"~”/4)'
On pourrait remplacer e'™/* par
V2 V2
_ + l_’
2 2

mais ¢a ne ferait que compliquer la lecture du résultat.

13.b. On reprend les notations de la question précédente
et... double astuce taupinale!

F:L< X—2Z B X+zy )

220 \(X = 20)(X —=Z5) (X +20)(X +Z0)
:L< X—zZy X+7zZg )
220 \X2 —V2X+1 X2+ V2X+1

puisque

(X—e®)(X—e ) =X>—2cos0X + 1

et que cos /s = V2/5.

Un couple constitué d’'un polyndme constant (non
nul) et d'un polyndme de degré 1 est une base de R1[X]
et chaque polyndme de R;[X] peut se décomposer dans
une telle base. Il existe donc quatre nombres complexes a,
b, c et d tels que

XZ20 _pya2x—v2)
ZZQ
o
2R 442X 1 V2)
ZZQ

On obtient ainsi une décomposition utile de F (nécessaire
pour calculer les primitives de la fonction rationnelle asso-
ciée a F), mais ce n’est pas une décomposition en éléments
simples de F.

La seule décomposition en éléments simples de la fraction
complexe F a été donnée au [13.a.].

13.c. Une fois encore, nous allons poser les calculs de
maniére abstraite, histoire de ne pas nous fatiguer inuti-
lement.

@ Soienta € Retb € RY. La fonction

“’:[m(t—a)ubz}

est continue sur R et @(t) ~ /2 au voisinage de 00, donc
@ est intégrable sur R et

“+oo v
J e(t)dt= lim J @(t) dt.
oo use

Or, quels que soient u < v,

v dt 1 t—ajv
-  — |- Arctan——| .
L(t—a)2+b2 [b retan Ty L

Comme b > 0, le quotient (t — a)/b tend vers +oo (resp.
vers —oo) lorsque t tend vers +oo (resp. vers —oo), donc

JJroo(p(t) dt=".

—00

« ]l reste a mettre les deux dénominateurs sous forme
canonique.

2 —V2t+1 = (t—v2/2)% + (V2/2)?
2+ V2t 1 = (t+V2/2)% + (V2/2)?

donc b = 1/v/2 dans les deux cas et les deux intégrales
sont égales :

+oo +oo
J’ dt J’ dt /3.

e 2V +1 e 21V

On peut aussi vérifier que les deux intégrales sont égales avec
le changement de variable affine u = —t.

13.d. D’apres[9.],[13.b.],[13.c.] etles valeurs de a, b, c et
d données par I'énoncé,

+oo
9(0) =J F(t) dt

—00

J*‘x’ 2t—+/2 2t+ 2

— dt + 2bmv2
e B2 —tV24 1 24+ tV241

On sait depuis [9.] que la fonction rationnelle F est intégrable
sur R.

Cependant, dans la décomposition de F au [13.b.], seules
deux des quatre fonctions rationnelles sont intégrables sur
R (celles que I'on a calculées au [13.c.]). Les deux autres ne
sont pas intégrables sur R, c’est leur somme qui est inté-
grable.

Quels que soient les réels u < v,

voo2t—2
Ltz—\/Zt—H
Voo2t4+42
Lt2+ﬁt+1

donc la différence

JV 2t — /2 2t —+/2
W2 V241 22— V2t +1

dt = [in(t? — V2t +1)]

v
u

dt = [tn(t* + V2t +1)]

v
u

dt
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est égale a

[@ \/_t—H}
t2 4+ V2t +1
Il est clair que
lim e B V2EET
tokeo {242t 41
donc
J*w 2t—2 2t ++/2
— dt=0
o 2 —tV2 41 2 4tV2+1
:a Finalement,
M+1)m/2 (14
0) = 2bmtv/2 = =
g(0) > i

14. Comme la fonction g est de classe €' sur R* [11.], on
déduit du Théoreme fondamental que

X

Wy x0 > 0, 9(x)=g(xOJ+J o' (t) dt.

X0

De plus, la fonction g est continue en 0 [9.], donc

g(xo) ——

x0—0 9 - \/z
d’apres [13.d.]. Enfin, d’apres I'expression [12.] de g’ (t),

JX (1) dt —— JX 2ymett” dt = —2/mH(x)

X0 X0 —0 0
On en déduit que

(T+im

2V

Vx>0, gx)=

Par définition, l'intégrale généralisée
+oo
J et dt
0

est convergente si, et seulement si, H(x) tend vers une limite
finie lorsque x tend vers +o0o — et dans ce cas, l'intégrale
généralisée est égale a la limite de H.

@ D’apres [10.],

lim
X—+00

glx) =0

et donc, d’apres ce qui précede,
(1T+1)Vm
V2
On a ainsi démontré que l'intégrale généralisée

“+oo -,
J et dt
0

Iim H(x) =

X—+00

(14+1)/7
2v2

était convergente et égale al

Par définition, si ¢ est une fonction a valeurs complexes et si
U'intégrale généralisée
+oo
J e(t)dt
0
est convergente, alors les deux intégrales généralisées
+o0o +o0o
J Rep(t)dt et J Jme(t) dt
0 0
sont elles aussi convergentes et
+oo

+oo
J Re @(t) dtziﬁeJ
0 0

+o0 +o0
et J Jmoe(t)dt = jmJ ©(t) dt.
0

@ On en déduit que

J:oo cos(t2) dt = J:OO sin(t2) dt — %

Partie C.
15.a. Pour N >

SN—Zan

Alors, avec les techniques usuelles (développement, chan-
gement d’indice, astuce taupinale...),

N

_§ anbn—1
n=1
N—-1

- E an—an
n=0

1, on pose

n])

Il
M z

SN

3
Il

I
M z

3
Il

N
(a1bo + Z Qny1bn — aN+1bN)

n=1

Il
Mz

anbn —

3
Il

=—aibo + Z

15.b. Par définition, la série ) a,, (bn,—bn_1) converge si,
et seulement si, la suite (Sn)n>1 de ses sommes partielles
converge.

Dans I'expression de Sn qu’on vient de trouver,

— le terme —aj by est constant;

— le produit an+1bn tend vers O (car an1 tend vers

0 pendant que by est borné);
— comme la suite (b )nen est bornée,

— Qn+1)bn + ang1bne

VneN, [bn<|b|,

et comme la suite (an Jnen+ est décroissante,

>0
—N—
’(an — On41 )bn‘ = (an — On41 ) ‘bn‘

<(an —anyg1)- ||bHoo

Le majorant est le terme général d’'une série té-
lescopique convergente donc, par encadrement,
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la série > (an — an41)bn est absolument conver-
gente et la suite de ses sommes partielles est donc
convergente.
Ainsi, la suite (Sn ) N1 est convergente en tant que somme
de trois suites convergentes. Cela prouve que la série
> an(b bn_1) est convergente.
16. Comme 0 < x < 2m, on reconnait une somme géomé-
trique de raison e'* # 1. Par conséquent,

n
E elkX _

k=1

N (eix)n_]
Cex—1

En factorisant le numérateur et le dénominateur par la
technique de I'angle moitié, on en déduit que

Y et o

k=1

eilnt1)x/2  SINMX/2)
sin(x/2)

17. Il est clair que la suite (an)n>1 définie par

Vne N

an =

1
vn

est décroissante et tend vers 0.
En posant by =0 et

VneN* b,—bn_j=e™

on obtient
n mn )
+ Z(bk —bx_1) = Z etkx
k=1 k=1
D’apres [16.],
i 2 1
YneN, |by = Snmx/2)

sin(x/2)] ~ Isin(x/2)]

donc cette suite complexe (bn )nen est bornée.

La suite (bn)nen est bornée pour tout 0 < x < 2m, mais
elle n’est pas bornée uniformément en x : le majorant dépend
visiblement de x et lorsque x tend vers 0 ou vers 2, le majo-
rant tend vers +oo.

D’apres [15.b.], la suite de terme général

N N
Z an(bn —bn_1) = Z un(x)
n=1 n=1

est convergente pour tout 0 < x < 27t

Autrement dit, la série de fonctions ) w, converge
simplement sur 10, 27|, donc sa somme S est bien définie
sur ]0, 27t[.
18.a. Il faut commencer par deviner que
ei(k+1 )x eikx J~k+1 eitx

vk e VK

On étudie donc en fait

K+l
o[-

dt.

D’apres l'inégalité triangulaire et la positivité de l'inté-
grale,

k+1

1 k+1
e[ (g e[ ey
he Wkt ¢ VR
TV VR
< car v/t > Vk
Jo VR ¢ (car vtz
T/T+E-1
< K du t=k+u
JO \/]z
u 1
< du=
Jo 2kvk 4kvk
puisque, par concavité de la racine carrée,
Vs> 1, \/1+s<1+%.

18.b. Par [5.], l'intégrale généralisée

+o0o
J' elt
0

est convergente. Par [3.], on en déduit que l'intégrale gé-
néralisée

*dt= lim H(x)

X—+00

JJroo ettt
o Vu
est elle aussi convergente. Le changement de variable af-
fine u = xt montre alors que l'intégrale généralisée

+oo eixt “+oo eixt
J xdt = v/x J — dt

o Vxt 0 Vit
est convergente et on en déduit enfin que l'intégrale géné-
ralisée
J~+oo eixt
dt
A

est convergente.
@ La série 5 1/k3/? est une série de Riemann conver-
gente. On peut donc définir un réel C en posant

“+00
1
cC=Y) ——
];zmﬁ

Par [18.a.], 1a série
ei(k+1 )x
ixvk
est convergente et sa somme est majorée par C.

@ D’apres la relation de Chasles,

+oo oixt 0o nk+1 eixt
dt = dt.
| FeXl R

1 9k

— elkx J~k+1 elixt

dt’
k

Par ailleurs, pour tout x > 0,

eix 1 St +oo eix 1 eikx
T X) = N :
ix —  ix vk
+oo etlk+1)x _ pikx
= ixvk
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La différence

eix —1 +oo eixt
- S(x) — dt
x &) J] \/{

est donc égale a

dt.

+Z°° ell )x _ pikx B Jk+1 eixt
b ixvk KooVt
Par inégalité triangulaire, la valeur absolue

eix —1 +o0 eixt
— S(x) —L — dt‘

est majorée par

+oo etlkD)x _ sikx J~k+1 eixt

]; ixvk KVt

et donc par le réel C défini ci-dessus.
On a ainsi démontré qu’il existait un réel C, indépen-
dant de x, tel que

ix_] +oo Litx
VOo<x<2m | S(x)—J' Ldt’gc.

12:¢ 1 \/’E
19. On a déja vu a la question précédente que l'intégrale
généralisée
+o0 eitx
I(x) = J x dt

1 Vi

était convergente. Le méme changement de variable affine
u = xt montre que

On a également déja démontré que l'intégrale généralisée
+0oo Liu
e
du
L=

était convergente. On en déduit que, par définition d"une
intégrale généralisée,

. “+oo elu
)1(13(1) I(x) = Jo W du.

11
Par [3.] et [5.],
. . +oo -tZ
)1(15% I(x) = yETWZH(y) = ZJO et dt

et d’apres [14.],

Jim 1(x) = 0V
x—0 2

20. Pour tout x € R,

e —1

(cosx — 1) +1isinx
ix ix

b

ce qui tend vers 1 lorsque x tend vers 0, puisque

cosx—1 ~ —— et

sinx ~ X.
x—0 2

x—0

On aurait aussi pu invoquer le développement limité de exp
au voisinage de O, car ce développement limité est valable
aussi pour la variable complexe :
)2
; ix
e'’™ = T+ix+ ()

X—

()™
2 + + n!

+ o(x™).

(Bien entendu, ici, il suffit de prendren = 1.)

@ La conclusion de [18.b.] peut aussi s’écrire de la ma-
niere suivante.

eix 1 +oo Litx
st =, |
ix x—0 )1 Wt
En multipliant par l'infiniment petit v/x (le réel x tend vers
0 par valeurs positives), on en déduit que

dt+0(1)

et —1

ix

\/; S (X) x—0

I(x) + O(Vx).

Par [19.] et le début de cette question,

ﬁg(x)ﬁm

x—0 \/z
et comme cette limite n’est pas nulle, on en déduit enfin
que
(1T+i)y/m

~

V2x

x—0



