
6

Nombres réels

I

Inégalités

1. Soient f et g, deux applications de R dans R+. On sup-
pose qu’il existe un réel t0 tel que f (t0) = g(t0).

1. Développer (a + b)2 − (a − b)2.
2. On suppose que f + g est constante. Démontrer que f .g

atteint son maximum en t0.
3. On suppose que f .g est constante. Démontrer que f + g

atteint son minimum en t0.
2. Soient a et b, deux réels strictement positifs. Démontrer
que

2ab

a + b
6

√
ab 6

a + b

2
.

3. Densité deQ
Soit f : R, une fonction croissante telle que

∀ x, y ∈ R, f (x + y) = f (x) + f (y).

1. Calculer f (0), puis f (−x) en fonction de f (x).
2. Démontrer par récurrence que f (n) = n f (1) pour tout

n ∈ N.
3. En déduire que f (r) = r f (1) pour tout r ∈ Q.
4. Démontrer que

(

x − 1
n

)

f (1) 6 f (x) 6
(

x +
1
n

)

f (1)

pour tout x ∈ R et tout n ∈ N∗, et conclure.
4.

∀ a, b ∈ R,
|a + b|

1 + |a + b| 6
|a|

1 + |a| +
|b|

1 + |b| .

5. Le triangle de sommets

A = (0, 2), B = (4, 3) et C = (1,−1)

est caractérisé par le système suivant.






x − 4y + 8 > 0
4x − 3y − 7 6 0
3x + y − 2 > 0

II

Partie entière

6. Densité deQ
Soient a < b, deux réels.
6.1 On cherche deux entiers n ∈ Z et p ∈ N∗ tels que

a <
n

p
< b.

Si p est choisi tel que p(b − a) > 1, il suffit de choisir n = ⌊pb⌋.
6.2 Si ]a, b[ ⊂ Q, alors il existe α > 0 tel que

]−α, α[ ⊂ Q

et doncQ = R. DoncR \Q est dense dansR.
7.1 Comparer ⌊−x⌋ et − ⌊x⌋ pour x ∈ R+.

7.2 Soit n ∈ Z. Démontrer que

x < n 6 y ⇐⇒ ⌊x⌋ < n 6 ⌊y⌋ .

7.3 Comparer ⌊x + n⌋ et ⌊x⌋+ ⌊n⌋ pour n ∈ Z.
7.4 Comparer ⌊x + y⌋ et ⌊x⌋+ ⌊y⌋ pour y ∈ R.
8. Soit n ∈ N∗. Condition nécessaire et suffisante sur x ∈ R
pour que

⌊nx⌋ = n ⌊x⌋ .

9. Soit τ ∈ R∗
+. Pour tout t ∈ R, on pose

fτ(t) = τ

⌊

t

τ

⌋

.

Démontrer que

∀ s 6 t, fτ(t)− fτ(s) 6 τ + (t − s).

III

Borne supérieure

10. Soient A ⊂ B, deux parties non vides et bornées de R.
Démontrer que

sup A 6 sup B et inf A > inf B.

11. Soient A et B, deux parties non vides et bornées de R. La
partie

A − B =
{

a − b, (a, b) ∈ A × B
}

est bornée et

sup(A − B) = sup A − inf B,

inf(A − B) = inf A − sup B.

12. Soit A ⊂ R, une partie non vide. Pour tout x ∈ R, on
pose

d(x, A) = inf
a∈A

|x − a|.

12.1 Démontrer qu’il existe une suite (un)n∈N d’éléments de
A telle que

lim
n→+∞

|x − un| = d(x, A).

Cette suite (un)n∈N est bornée.
Donner un exemple de partie A pour laquelle la suite (un)n∈N
converge nécessairement.
Donner un exemple de partie A pour laquelle la suite (un)n∈N ne
converge pas nécessairement.
12.2 Démontrer que

∀ x, y ∈ R,
∣

∣ d(x, A)− d(y, A)
∣

∣ 6 |x − y|.

13. Soient f et g, deux applications bornées de Ω dansR. Dé-
montrer que

sup
x∈Ω

f (x) + g(x) 6 sup
x∈Ω

f (x) + sup
x∈Ω

g(x).

Étudier le cas d’égalité.
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14. Fonctions monotones
Une fonction croissante de ]0,+∞[ dans R admet-elle une limite
finie au voisinage de +∞ ? au voisinage de 0?
15. On considère

A =
{

2−m−n, (m, n) ∈ N2}.

Calculer les bornes supérieure et inférieure de A.
16. Pour tout α > 0, on considère l’ensemble

Uα =
{

sin nα, n ∈ N
}

1. On suppose ici que le quotient α/π est rationnel. Alors
l’ensemble Uα est fini. Quel est son maximum?

2. On admet que : si le quotient α/π est irrationnel, alors l’en-
semble Uα est dense dans [−1, 1]. Que vaut alors sup Uα ?

3.

inf
0<α<π

sup
n∈N

sin nα =

√
3

2
sup
n∈N

inf
0<α<π

sin nα = 0

IV

Suites et densité

17. On considère une suite réelle (un)n∈N.
17.1 Si la suite (un)n∈N converge vers ℓ > 0, alors il existe
α > 0 et N0 ∈ N tels que

∀ n > N0, un > α.

17.2 Si la suite (un)n∈N converge vers 1, alors un > 1/2 à partir
d’un certain rang.
17.3 Si un ∼ vn lorsque n tend vers +∞, alors un et vn sont de
même signe à partir d’un certain rang.
18. Suites réelles bornées
18.1 Exemple de suite réelle bornée n’admettant pas de plus
grand terme.
18.2 Une suite réelle positive et de limite nulle admet un plus
grand terme.
18.3 Que dire d’une suite croissante qui admet un plus grand
terme?
19. On considère une suite réelle (un)n∈N. Pour tout entier
n ∈ N, on pose :

Mn = sup
06k6n

uk,

mn = inf
06k6n

uk.

Alors les deux suites (Mn)n∈N et (mn)n∈N sont monotones.
20. On considère une suite réelle bornée (un)n∈N et on pose

∀ n ∈ N, sn = sup
m>n

um et in = inf
m>n

un.

Démontrer que les suites (sn)n∈N et (in)n∈N sont monotones.
Sont-elles convergentes?
21. Si les trois suites extraites

(u3p+1)p∈N, (u3p+2)p∈N et (u6p)p∈N

convergent vers 0, la suite (un)n∈N converge-t-elle vers 0?

22. Si les deux suites (u2
n)n∈N et (u3

n)n∈N convergent, alors la
suite (un)n∈N converge aussi.
23. Si (un)n∈N est une suite réelle NON majorée, alors il existe
une suite extraite qui tend vers +∞.
24. On pose un = 1 si l’entier n est premier et un = 0 sinon.
Alors, quel que soit k > 2, la suite extraite (ukn)n∈N est conver-
gente, alors que la suite (un)n∈N est divergente.

25. On considère l’ensemble

U =
{

sin(ℓn n), n ∈ N∗} ⊂ [−1, 1].

1. Quels que soient les entiers n0 ∈ N∗ et k ∈ N,

0 < ℓn(n0 + k + 1)− ℓn(n0 + k) 6
1

n0
.

2. L’ensemble U est dense dans [−1, 1].
26. On considère une suite (un)n∈N de rationnels qui
converge vers x ∈ R \Q. On suppose que un est représenté sous
forme irréductible par

un =
pn

qn
.

1. Si la suite (qn)n∈N est bornée, alors l’ensemble

Q =
{

qn, n ∈ N
}

est une partie finie deN∗.
2. Dans ces conditions, l’ensemble

[x − 1, x + 1] ∩
{ k

q
, k ∈ Z, q ∈ Q

}

est fini lui aussi.
3. La suite (qn)n∈N tend vers +∞. Que dire de la suite

(pn)n∈N ?
27. On considère l’application f : R→ R définie par

∀ x ∈ Qc, f (x) = 0

et par f (p/q) = 1/q pour tout rationnel représenté sous forme ir-
réductible.
27.1 On considère une suite (rn)n∈N de nombres rationnels
qui converge vers un réel ρ. Pour tout n ∈ N, la représentation
irréductible de rn est pn/qn.

1. Si la suite (qn)n∈N ne tend pas vers +∞, alors il existe une
suite extraite bornée, donc il existe une suite extraite de (qn)n∈N
qui est convergente et cette suite est stationnaire.
Dans ce cas, il existe une suite extraite de (rn)n∈N qui est station-
naire et ρ ∈ Q.

2. Si ρ /∈ Q, alors les deux suites (pn)n∈N et (qn)n∈N
tendent vers +∞.
27.2 La fonction f est continue en chaque point de Qc et dis-
continue en chaque point deQ.
28. Suites extraites
Soit α ∈ R. On suppose que

sin πα 6= 0.

On cherche à démontrer que la suite de terme général

un = sin nπα

est divergente.
1. Factoriser les expressions suivantes.

sin(n + 1)πα − sin(n − 1)πα

cos(n + 1)πα − cos(n − 1)πα

2. Si la suite (un)n∈N est convergente, alors la suite de terme
général vn = cos nα tend vers 0.

3. De ce fait, la suite (un)n∈N converge aussi vers 0, ce qui
est absurde.
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Suites réelles et complexes

1. Questions de cours
1.1 Démontrer que la suite de terme général (−1)n diverge.
1.2 Une suite (un)n∈N est croissante et majorée. Donc...
1.3 Quelles sont les opérations possibles sur les équivalents?

2. On considère une suite positive (un)n∈N telle que

lim
n→+∞

2un

3un + 1
= 0.

Alors la suite (un)n∈N converge vers 0.
3. Pour tout n > 1,

Sn =
n

∑
k=1

1
k2 6 1 +

n

∑
k=2

1
(k − 1)k

.

La suite (Sn)n>1 est croissante et majorée.
4. Les suites de terme général

Sn =
n

∑
k=0

1
k!

et Tn = Sn +
1
n!

sont adjacentes.
5. Pour tout entier n > 1, on pose

Sn =
n

∑
k=1

(−1)k

k
.

1. Les suites extraites de terme général S2p et S2p+1 sont ad-
jacentes.

2. La suite (Sn)n>1 est donc convergente.
6. Soient 0 < a < b. On suppose que u0 = a, v0 = b et que

∀ n ∈ N, un+1 =
un + vn

2
et vn+1 =

√
un+1vn .

Alors les deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N convergent vers la
même limite. Quelle est cette limite?

I

Encadrements

7. Pour tout n ∈ N∗, on pose

Sn =
2n

∑
k=n+1

1
k2 .

Alors

∀ n > 1,
1

4n
6 Sn 6

1
n

et la suite (Sn)n>1 tend vers 0.
8. Pour tout entier n > 1, on pose

Sn =
2n

∑
k=n+1

e−2k.

Alors
∀ n > 1, 0 6 Sn 6 n.e−2(n+1)

donc la suite (Sn) tend vers 0.

9. En comparant la somme

Sn =
n(n+1)

∑
k=n+1

1
k2

à une intégrale, on montre que la suite (Sn)n>1 tend vers 0.
10. Lorsque n tend vers +∞,

Sn =
n

∑
k=0

n2

n2 + k2 ∼ n
∫ 1

0

dt

1 + t2 =
πn

4
.

11. On choisit u0 ∈ R et on pose

∀ n ∈ N, un+1 =
e−un

n + 1
.

Démontrer que un > 0 pour tout n > 1 et que un = O(1/n)
lorsque n tend vers +∞.
12. On suppose que

∀ n ∈ N, 0 6 un, vn 6 1

et que
lim

n→+∞
unvn = 1.

Alors les deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N tendent vers 1.
13. Pour tout x > 0,

0 6 x − ℓn(1 + x) 6
x2

2
.

En déduire le comportement asymptotique de la suite (un)n>1
définie par

∀ n ∈ N∗, un =
n

∏
k=1

(

1 +
k

n2

)

.

14. Pour tout n ∈ N, on pose

un =
∫ π/2

0
sinn t dt.

La suite (un)n∈N est décroissante, positive et tend vers 0.
15. On considère deux suites réelles strictement positives
(an)n∈N et (bn)n∈N. On suppose que

an+1
an

6
bn+1

bn

à partir d’un certain rang.
1. Si la suite (an)n∈N converge vers 0, alors la suite (bn)n∈N

tend aussi vers 0.
2. Si la suite (bn)n∈N diverge vers +∞, alors la suite

(an)n∈N diverge aussi vers +∞.
3. Si le quotient an+1/an tend vers une limite ℓ < 1, alors la

suite (an)n∈N converge vers 0.
16. On considère une suite (un)n∈N telle que

∀ n ∈ N, 0 < un < 1 et (1 − un)un+1 > 1/4.

1. Étudier f = [x 7→ x(1 − x)] sur [0, 1].
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2. Pour tout n > 2,

(1 − u0)un

n−1

∏
k=1

f (uk) >
1

4n .

3. On choisit 0 < α < 1/2 et, pour tout n > 1, on note mn, le
nombre d’indices 1 6 k < n tels que

uk /∈ [1/2 − α, 1/2 + α].

Alors, pour tout n > 2,

(1 − u0)un >

[ 1
4α(1 − α)

]mn

4. La suite (un)n>1 converge donc vers 1/2.
17. Pour tout entier n ∈ N, on pose

In =
∫ 1

0

tn

√
1 + tn

dt.

La suite (In)n∈N tend vers 0. Plus précisément, en remarquant
que

In =
n→+∞

∫ 1

0

tn−1
√

1 + tn
dt +O(

1
n2

)

,

on obtient

In ∼

n→+∞

1
n

∫ 1

0

du√
1 + u

=
2
√

2 − 2)
n

.

18. On considère la suite de terme général

un =
∫ π/2

0
sin 2nx tan

x

2
dx.

Avec une intégration par parties, on trouve que

un =
n→+∞

O
( 1

n

)

.

Avec une seconde intégration par parties, on obtient que

un =
n→+∞

(−1)n+1

2n
+O

( 1
n2

)

.

19. Cesàro revisité
On suppose que les suites (an)n∈N et (bn)n∈N convergent respec-
tivement vers α et β. Alors

lim
n→+∞

1
n + 1

n

∑
k=0

akbn−k =
α + β

2
.

II

Équivalents

20. Pièges à ...
20.1 On suppose que la suite (un)n∈N converge vers 0. Que
dire des équivalents suivants?

1.

cos un ∼

n→+∞
1 +

u2
n

2
2.

exp(un) ∼

n→+∞
1 − un

3.

sh un ∼

n→+∞
un +

u3
n

3

4.
ch un − 1 ∼

n→+∞
u2

n

20.2 On suppose que un ∼ vn lorsque n tend vers +∞.
5. Pour quelles valeurs de α ∈ R l’équivalence

uα
n ∼ vα

n

est-elle vraie?
6. Dans quels cas l’équivalence

eun
∼ evn

est-elle vraie?
7. Pour quelles extractrices ϕ l’équivalence

uϕ(n) ∼ vϕ(n)

est-elle vraie?
21. On suppose que la suite (un)n∈N converge vers 0. Alors
la suite de terme général

vn =
ℓn(1 + 2u2

n)

1 − cos un

tend vers 4.
22. Soient α, β > 0. Alors

(

1 +
1

nα

)nβ

= exp
[

nβ
ℓn

(

1 +
1

nα

)]

tend vers e si β = α ; vers 0 si β < α et vers +∞ si β > α.
23. Calculer un équivalent simple pour chaque expression.

1.

n

√

n − 1
3n + 1

2.

ℓn
(

√

1 +
1

n2 +
1
n

)

3.

ℓn
(

n2 − 1
n

)

4.
1

n − 1
+

1
n + 2

− 2
n + 1

∼

1
n2

5.
1√

n2 + 1
− 1

n
∼

−1
2n3

6.
n sin2(2/n)√

n2 + 1 − n
∼ 8

24. Formule de Stirling
On admet que

n! ∼

n→+∞

√
2πne−nnn.

Alors
(2n)! ∼

n→+∞

√
4πne−2n(2n)2n

et
(

2n

n

)

∼

n→+∞

4n

√
πn

.

25. Soit (un)n∈N, une suite réelle. Pour tout n ∈ N, on pose

Mn =
u0 + · · ·+ un

n + 1
.

1. Si la suite (un)n∈N est croissante, alors la suite (Mn)n∈N
est croissante.
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2. Si la suite (un)n∈N est croissante et si la suite (Mn)n∈N
converge, alors la suite (un)n∈N converge.
26. On considère une suite (un)n∈N de terme général stricte-
ment positif et on suppose que

un+1

un
−−−−→
n→+∞

ℓ ∈ R.

En admettant le Théorème de Cesaro, démontrer que

lim
n→+∞

n
√

un = ℓ.

III

Suites récurrentes linéaires d’ordre deux

27.1 La suite définie par u0 = 3 et u1 = 0 et par la relation de
récurrence

∀ n ∈ N, un+2 + un+1 − 2un = 0

a pour expression générale

un = 2.1n + 1.(−2)n.

27.2 La suite définie par u0 = 4 et u1 = −5 et par la relation
de récurrence

∀ n ∈ N, un+2 + 3un+1 + 2un = 0

a pour expression générale

un = 3.(−1)n + 1.(−2)n.

27.3 La suite définie par u0 = 1 et u1 = −4 et par la relation
de récurrence

∀ n ∈ N, un+2 + 5un+1 + 6un = 0

a pour expression générale

un = −(−2)n + 2.(−3)n.

27.4 La suite définie par u0 = 5 et u1 = −7 et par la relation
de récurrence

∀ n ∈ N, 2un+2 + 5un+1 + 2un = 0

a pour expression générale

un = 2.(−1/2)
n + 1.(−1/2)

n.

27.5 La suite définie par u0 = 3 et u1 = 1/2 et par la relation de
récurrence

∀ n ∈ N, 4un+2 − un = 0

a pour expression générale

un = 2.(1/2)
n + 1.(−1/2)

n.

27.6 La suite définie par u0 = 4 et u1 = 1 et par la relation de
récurrence

∀ n ∈ N, 3un+2 − 5un+1 − 2un = 0

a pour expression générale

un = 3.(−1/3)
n + 1.2n.

27.7 Une suite qui vérifie la relation de récurrence

∀ n ∈ N, 3un+2 − 5un+1 + 2un = 0

a pour expression générale

un = A.(2/3)
n + B.1n.

28. Matrice de Jacobi
Soit N ∈ N, supérieur à 2.
Pour quelles valeurs de λ ∈ R existe-t-il une suite complexe
(un)n∈N telle que

u0 = uN+1 = 0

et
∀ n ∈ N, un+2 − 2λun+1 + un = 0 ?

29. Si la suite (un)n∈N vérifie la relation de récurrence

∀ n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun,

alors la suite de terme général vn = eun vérifie la relation de ré-
currence

vn+2 = va
n+1vb

n.

En déduire l’expression générale des suites (vn)n∈N qui vérifient
les relations suivantes.

1.

∀ n ∈ N, vn+2 =
v2

n

vn+1

2.
∀ n ∈ N, vn+2 =

1
v2

nv3
n+1

3.

∀ n ∈ N, vn+2 = 3
√

v5
n+1.v2

n

4.

∀ n ∈ N, vn+2 =
3

√

v5
n+1

v2
n

30. Suite de Fibonacci
On pose F0 = F1 = 1 et

∀ n ∈ N, Fn+2 = Fn + Fn+1.

La suite (Fn)n∈N est une suite d’entiers naturels qui tend vers
+∞.
31. Pour tout entier n ∈ N, le nombre

un =
(1 +

√
2)n + (1 −

√
2)n

2

est entier.
1. Avec la formule du binôme.
2. En remarquant que

∀ n ∈ N, un+2 − 2un+1 − un = 0.

Cette relation prouve aussi que la suite (un)n∈N est strictement
croissante.
32. On considère la suite (un)n∈N définie par la donnée de
u0 = 0 et la relation de récurrence suivante.

∀ n ∈ N, un+1 =
1 + un

3 − un

1. Démontrer que un < 1 pour tout n ∈ N.
2. Démontrer que la suite de terme général

vn =
1

un − 1

est une suite arithmétique.
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3. En déduire le comportement asymptotique de (un)n∈N.
33. On considère la suite (un)n∈N définie par la donnée de
u0 = −1 et la relation de récurrence suivante.

∀ n ∈ N, un+1 =
3 + 2un

2 + un
.

1. Démontrer que la suite (un)n∈N est bien définie.
2. Démontrer que la suite de terme général

vn =
un −

√
3

un +
√

3

est géométrique. En déduire le comportement asymptotique de
(un)n∈N.
34. Déterminer les suites (un)n∈N telles que

∀ n ∈ N, un+2 = 6un+1 − 5un + 4.

(Il existe une solution particulière constante : pourquoi?)

IV

Suites récurrentes

35. Questions de cours
On considère une suite qui vérifie la relation de récurrence sui-
vante.

∀ n ∈ N, un+1 = f (un).

1. Si la fonction f est croissante, alors la suite (un)n∈N est
monotone. Comment déterminer le sens de variation de la suite?

2. Si la fonction f est décroissante, alors les deux suites ex-
traites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N sont monotones, de monotonies
contraires. Comment déterminer leurs sens de variation respec-
tifs ?

3. On suppose que

∀ n > N0, |un+1 − ℓ| 6 k|un − ℓ|.

En déduire une estimation de |un − ℓ| pour n > N0. Que dire de
la suite (un)n∈N si 0 6 k < 1?

4. On suppose que

∀ n > N0, |un+1 − ℓ| 6 K.|un − ℓ|2

où K > 0.
4.a En déduire une estimation de |un − ℓ| pour n > N0. Cette

estimation prouve-t-elle que la suite converge?
4.b On suppose en outre que la suite (un)n∈N converge vers

ℓ. Comment l’estimation de |un − ℓ| peut-elle être modifiée pour
n assez grand ?
36. On choisit 0 < u0 < 1 et on suppose que

∀ n ∈ N, un+1 = un − u2
n.

La suite (un)n∈N est décroissante et minorée. Elle tend vers 0.

37. Étudier la suite (un)n∈N définie par la donnée de u0 = 0
et par la relation de récurrence suivante.

∀ n ∈ N, un+1 =
√

1 + un.

38. Étudier la suite (un)n∈N définie par la donnée de u0 ∈
R+ et par la relation de récurrence suivante.

∀ n ∈ N, un+1 =
√

6 + un.

(On discutera sur le signe de u0 − 3.)

39. Étudier la suite (un)n∈N définie par la donnée de u0 ∈
[0, 6] et par la relation de récurrence suivante.

∀ n ∈ N, un+1 =
√

6 − un.

On vérifiera en particulier que

∀ n ∈ N, |un+1 − 2| 6 |un − 2|
2

.

40. On pose u0 > 0 et

∀ n ∈ N, un+1 = ℓn(1 + un).

Démontrer que la suite (un)n∈N est positive et décroissante.
41. On pose u0 = 1.
41.1 On suppose que

∀ n ∈ N, un+1 =
2un + 1
un + 2

.

Que dire de la suite (un)n∈N ? (Elle est constante !)
41.2 On suppose que

∀ n ∈ N, un+1 =
2un + 1
un + 1

.

Que dire de la suite (un)n∈N ?
42. Bac E 1985 Aix
On considère la fonction f définie par

∀ t ∈ [0, 1], f (t) =
et + e−t

5

et la suite (un)n∈N définie par u0 = 1/2 et la relation de récurrence

∀ n ∈ N, un+1 = f (un).

1.
∀ t ∈ [0, 1],

∣

∣ f ′(t)
∣

∣ 6 1/2

2. Il existe un, et un seul, réel 0 < t0 < 1 tel que f (t0) = t0.
3. La suite (un)n∈N converge vers t0.

43. Bac C 1985 Amiens
Soit a ∈ R. On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 1 et la
relation de récurrence :

∀ n ∈ N, un+1 = eaun .

1. Étudier la fonction f définie par

∀ x > 0, f (x) =
ℓn x

x
.

Discuter les solutions de l’équation

eax − x = 0

en fonction de a.
2. On suppose que a < 0. Alors les deux suites (u2n)n∈N et

(u2n+1)n∈N sont de monotonies contraires. De plus,

∀ n ∈ N, 0 < un 6 1.

Donc...
3. On suppose que −1 < a < 0. Alors

∀ n ∈ N, |un+1 − un| 6 |a|n.|u1 − u0|.

Et donc...
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44. Bac C 1985 Besançon
On considère la fonction

f = [x 7→ 1 + ℓn(1 + x)]

et la suite (un)n∈N définie par u0 = 2 et la relation de récurrence

∀ n ∈ N, un+1 = f (un).

1. Il existe un, et un seul, réel q > 0 tel que f (q) = q et de
plus 2 < q < 3.

2. La suite (un)n∈N est croissante et majorée par q.
3. Pour tout n ∈ N,

q − un 6
q − u0

3n
.

Et donc...
45. Bac E 1985 Bordeaux
On considère la fonction

f =
[

x 7→ ℓn(1 + e−x)
]

et la suite (un)n∈N définie par la donnée de u0 ∈ R et la relation
de récurrence

∀ n ∈ N, un+1 = f (un).

1.
∀ x ∈ R,

∣

∣ f ′(x)
∣

∣ 6 1/2

2. L’équation x = f (x) admet une, et une seule, solution
réelle :

ℓ = ℓn
1 +

√
5

2
.

3. Pour tout n > 1, le terme un est strictement positif et

|un − ℓ| 6 1
2n

|u0 − ℓ|.

Donc...
46. On considère la suite (un)n∈N définie par la donnée de
u0 = 1 et par la relation de récurrence suivante.

∀ n ∈ N, un+1 = un +
2

un

1. La suite (un)n∈N tend vers +∞.
2. Pour tout n ∈ N, on pose

vn = u2
n/4.

2.a Pour tout k ∈ N,

1 6 vk+1 − vk 6 1 +
1
4k

.

2.b En comparant une somme et une intégrale, on en déduit
que

∀ n > 2, n 6 vn 6 n +
ℓn(n − 1)

4
+ v2.

2.c En déduire un équivalent de un.

V

Suites définies implicitement

47. Pour tout n > 2, on pose

∀ x ∈ R, fn(x) = xn + x − 1.

1. Pour tout n > 2, il existe un unique réel positif x tel que
fn(x) = 0. Ce réel sera noté un.

2. Pour tout n > 2,

0 < un < un+1 < 1

et la suite (un)n>2 converge vers 1 (par l’absurde).
3. En particulier, un

n tend vers 0 et donc

1
n

=
n→+∞

O(1 − un).

48. Pour tout n ∈ N∗, on note un, l’unique réel positif x tel
que

xn + nx = 1.

NB : la monotonie de la suite semble difficilé à étudier.
1. Pour tout n > 1, on a 0 < un < 1/n d’où

un ∼

n→+∞

1
n

.

2. Plus précisément,

∀ n > 2, 0 6 un
n 6

1
nn

donc

un =
1
n
− un

n

n
=

n→+∞

1
n
+O

( 1
nn+1

)

.

49. Pour tout entier k ∈ N, on note

Ik =

]−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

[

.

49.1 Pour tout entier k ∈ N, il existe un, et un seul, réel xk ∈ Ik
tel que

xk = tan xk.

49.2
xk ∼

k→+∞
kπ.

49.3 Pour tout entier k ∈ N, le réel xk − kπ appartient à l’in-
tervalle I0 et

tan(xk − kπ) = tan xk = xk,

donc
xk − kπ = Arctan xk.

On en déduit que

xk =
k→+∞

kπ +
π

2
+ O(1).

49.4 Pour tout entier k > 1,

π

2
− (xk − kπ) = Arctan

1
xk

,

donc

xk = kπ +
π

2
− 1

kπ
+ O

( 1
k

)

.

VI

Suites complexes

50. Soit (un)n∈N, une suite de nombres complexes non nuls
qui converge vers ℓ ∈ C. La suite de terme général Arg un
converge-t-elle?

51. Quel que soit r ∈ R, la suite de terme général un = e2inπr

admet au moins une valeur d’adhérence. Si r est rationnel, alors il
existe un entier p ∈ N tel que l’ensemble des valeurs d’adhérence
de cette suite soit l’ensembleUp des racines p-ièmes de l’unité.
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52. Sous-groupes denses
Soit r ∈ R. On considère l’ensemble

G = {kr + ℓ, (k, ℓ) ∈ Z2}.

52.1 Le sous-ensemble G∗
+ = G ∩ ]0,+∞[ admet une borne

inférieure m.
52.2 Si m ∈ G∗

+, alors r est rationnel.
52.3 On suppose que m /∈ G∗

+ et on fixe ε > 0.
1. Il existe deux éléments a et b de G tels que

m < a < b < m + ε.

Comme b − a ∈ G∗
+, on en déduit que m = 0.

2. Quel que soit α ∈ R, il existe un élément θ ∈ G tel que

α < θ < α + ε.

52.4 On suppose que r ∈ R est irrationnel et on choisit un
angle α ∈ R.

3. En factorisant par l’angle moitié,

∀ θ, θ′ ∈ R, |eiθ − eiθ ′ | 6 |θ − θ′|.

4. Pour tout ε > 0, il existe un entier k ∈ N tel que

|eiα − (ei2πr)k| 6 ε.

5. L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite de terme
général

uk = exp(2ikπr)

est donc l’ensembleU des complexes de module 1.


