6
Nombres réels

I

Inégalités

1. Soient f et g, deux applications de R dans R.;. On sup-
pose qu’il existe un réel ¢ tel que f(tg) = g(to)-

1. Développer (a+b)? — (a —b)2.

2. On suppose que f + g est constante. Démontrer que f.g
atteint son maximum en f.

3. On suppose que f.g est constante. Démontrer que f + ¢
atteint son minimum en #j.

2. Soient a et b, deux réels strictement positifs. Démontrer
que

a+b 2

3. Densité de QQ
Soit f : R, une fonction croissante telle que

Yoy eR, flx+y)=fx)+f(y)

1. Calculer f(0), puis f(—x) en fonction de f(x).

2. Démontrer par récurrence que f(n) = nf(1) pour tout
neN.

3. Endéduire que f(r) = rf(1) pour toutr € Q.

4. Démontrer que

(x— )/ <) < (x+ 1) F)

n

pour tout x € R et tout n € IN*, et conclure.

4.
|2+ b ] 0]
VabeR, < + .
1+Ja+b] ~ 14 |a]  1+|p|
5. Le triangle de sommets
A=(0,2), B=(43) e C=(1,-1)

est caractérisé par le systéme suivant.

I

Partie entiére

6. Densité de Q
Soient a < b, deux réels.
6.1 On cherche deux entiers n € Z et p € IN* tels que

a<z<b.
p

Si p est choisi tel que p(b — a) > 1, il suffit de choisir n = | pb]|.
6.2 Sila, b[ C @, alorsil existe @ > 0 tel que

|—a,a][ C Q

etdonc Q@ = R. Donc R\ @ est dense dans R.
7.1 Comparer | —x] et — [x| pour x € Ry.

7.2 Soit n € Z. Démontrer que
y<n<y <= |x]<n<|y].

7.3 Comparer |x +n] et |x] + |n]| pourn € Z.
7.4 Comparer |x +y] et x| + |y] poury € R.

8. Soit n € N*. Condition nécessaire et suffisante sur x € R
pour que
|nx| =n|x].
9. Soit T € R . Pour tout t € R, on pose
t
t)y=1t|—]|.
fel) =7 £

Démontrer que

Vs<t,

fr(t) = fe(s) S T+ (E =)

III

Borne supérieure

10. Soient A C B, deux parties non vides et bornées de R.
Démontrer que

supA <supB et infA > infB.

11. Soient A et B, deux parties non vides et bornées de R.. La
partie
A—B={a—b,(a,b) € AxB}

est bornée et

sup(A — B) = sup A —infB,
inf(A—B) =inf A — sup B.

12. Soit A C R, une partie non vide. Pour tout x € R, on
pose
d(x, A) = inf|x —4a|.
acA

121 Démontrer qu’il existe une suite (uy),en d’éléments de
A telle que
lim |x —u,| = d(x, A).

n—+00
Cette suite (uy),en est bornée.
Donner un exemple de partie A pour laquelle la suite (i,)eN
converge nécessairement.
Donner un exemple de partie A pour laquelle la suite (1, ),cN ne
converge pas nécessairement.
122 Démontrer que

Vx,yeR, |d(x,A)—d(y,A)|<|x—yl

13. Soient f et g, deux applications bornées de Q2 dans RR. Dé-
montrer que

sup f(x) 4+ g(x) < sup f(x) +sup g(x).
xeQ xeQ) xeQ

Etudier le cas d’égalité.
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14. Fonctions monotones
Une fonction croissante de |0, +oo[ dans R admet-elle une limite
finie au voisinage de +c0? au voisinage de 0?

15. On considere
A={27""" (m,n) € N?}.
Calculer les bornes supérieure et inférieure de A.
16. Pour tout « > 0, on considere I’ensemble
Uy = {sinna, n € N}

1.  On suppose ici que le quotient #/; est rationnel. Alors
I’ensemble U, est fini. Quel est son maximum ?

2. Onadmet que: sile quotient ¢/ est irrationnel, alors 1’en-
semble U, est dense dans [—1,1]. Que vaut alors sup Uy ?

3.

inf supsinna = ——

0<a<m N 2
v
Suites
17. On consideére une suite réelle (1) ,eN-

171 Si la suite (uy),en converge vers £ > 0, alors il existe

x> 0et Np € N tels que
Vn>Ny up=>a.

17.2  Silasuite (u,),eN converge vers 1, alors u, > 1/ & partir

d’un certain rang.

17.3  Siuy ~ v, lorsque n tend vers +oo, alors u, et v, sont de

méme signe a partir d’un certain rang.

18. Suites réelles bornées

18.1  Exemple de suite réelle bornée n’admettant pas de plus
grand terme.

18.2  Une suite réelle positive et de limite nulle admet un plus
grand terme.

18.3  Que dire d’une suite croissante qui admet un plus grand
terme?
19. On consideére une suite réelle (u,),cN. Pour tout entier

n € N, on pose :

M, = sup uy,
0<k<n

my, = inf ug.

" 0<k<n k

Alors les deux suites (M) e et (1) ,eN sont monotones.
20. On consideére une suite réelle bornée (15, ),cN et on pose

VneN, ip = inf u,.

Sy = sup uy,, et nf
Z=

m>=n

Démontrer que les suites (5;),en et (in)yen sont monotones.
Sont-elles convergentes?

21. Si les trois suites extraites

(U3p11)peN, (Uzpr2)pen et (Ugp)peN

convergent vers 0, la suite (#,),cN converge-t-elle vers 0?

22. Si les deux suites (u%).ne]N et (u3),en convergent, alors la
suite (#y),cN converge aussi.

23. Si (1) yeN est une suite réelle NON majorée, alors il existe
une suite extraite qui tend vers +co.

24, On pose u;, = 1 siI'entier n est premier et u,, = 0 sinon.
Alors, quel que soit k > 2, la suite extraite (uy,),cN est conver-
gente, alors que la suite (u,),eN est divergente.

25. On considere I’ensemble
U = {sin(fnn), n € N*} C [-1,1].

1. Quels que soient les entiers nyp € N* etk € N,

1
0<n(nyg+k+1)—4In(ng+k) < o
0
2. L’ensemble U est dense dans [—1,1].

26. On considére une suite (uy),en de rationnels qui
converge vers x € R \ Q. On suppose que uy est représenté sous
forme irréductible par

Pn

qn

1. Silasuite (§x),eN est bornée, alors I'ensemble

Uy =

Q= {qn, n e N}

est une partie finie de IN*.
2. Dans ces conditions, ’ensemble

[xfl,x+1]ﬁ{§,k€Z,q€Q}

est fini lui aussi.
3. La suite (§u)nen tend vers +oo. Que dire de la suite

(Pn)ne]N ?
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Suites réelles et complexes

1. Questions de cours

11 Démontrer que la suite de terme général (—1)" diverge.
1.2 Une suite (1#,),eN est croissante et majorée. Donc...

13 Quelles sont les opérations possibles sur les équivalents?
2. On considere une suite positive (u,),en telle que

‘m 2up
n—+oo 31Uy, +—1A7

Alors la suite (1) ,en converge vers 0.

3. Pour toutn > 1,
L L 1
Si=) Ly
= k2 P (k—1)k

La suite (Sy),>1 est croissante et majorée.

4. Les suites de terme général
"1 1
S”:ZF et Tp=Su+—
k=0""
sont adjacentes.
5. Pour tout entier n > 1, on pose
no(—1)k
k=1

1. Lessuites extraites de terme général Sy et Sp,11 sont ad-
jacentes.
2. Lasuite (S;),>1 est donc convergente.

6. Soient 0 < a < b. On suppose que ug = a, v9 = b et que
Up +0
VneN, uzyq= % et Upi1 = \/Unt10n.

Alors les deux suites (uy)yen et (vn)pen convergent vers la
méme limite. Quelle est cette limite ?

I
Encadrements
7. Pour tout n € IN*, on pose
2n
1
Sn = Z k_2
k=n+1
Alors
1 1
V n 2 1, — < Sn < -
4n n
etla suite (5,),>1 tend vers 0.
8. Pour tout entier n > 1, on pose
2n
Sy = Z e 2k,
k=n+1

Alors

Vn>1, 0<S,<ne 20t

donc la suite (S,) tend vers 0.

9. En comparant la somme
n(n+1) 1
Sn = Z k—z
k=n+1
a une intégrale, on montre que la suite (S;,),>1 tend vers 0.
10. Lorsque n tend vers +oo,
o on? 1 dt mn
Sp = - ~n _ = —
" ,(;)n2+k2 Jo 1422 4
11. On choisit uy € R et on pose
e Un
VneN, u = —.
n+1 n+1

Démontrer que 1, > 0 pour tout n > 1 et que u, = O(1/y)
lorsque n tend vers +co.

12. On suppose que

VneN, 0<u,v, <1

et que

lim wu,v, = 1.
n—+o0

Alors les deux suites (i) eN et (vn)en tendent vers 1.
13. Pour tout x > 0,

N K,

0<x—/In(1+x)<

En déduire le comportement asymptotique de la suite (uy),>1
définie par
k

n
YV n e N¥, un:H(1+—2).
k=1 n

14. Pour tout n € N, on pose
/2
Uy = / sin” t dt.
Jo

La suite (u n)ne]N est décroissante, positive et tend vers 0.

15. On considere deux suites réelles strictement positives
(an)nen et (bn)nen. On suppose que

g1 bnpa
a, by

a partir d’un certain rang.

1. Silasuite (4,),en converge vers 0, alors la suite (by)eN
tend aussi vers 0.

2. Si la suite (by)yen diverge vers +oo, alors la suite
(an)nen diverge aussi vers +oo.

3. Sile quotient +1/,, tend vers une limite / < 1, alors la
suite (a,)pen converge vers 0.

16. On considere une suite (i), eN telle que

VneN, 0<u,<1l et (1—uy)uyq > Ya

1. Etudier f = [x > x(1 — x)] sur [0, 1].
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2. Pourtoutn > 2,

n—1
(T —uo)un [ ] fux) > 4%

k=1

3. Onchoisit 0 < & < 1/2 et, pour tout n > 1, on note my, le
nombre d’indices 1 < k < n tels que

ug & [Vo—a,12+al.

Alors, pour toutn > 2,

(1 —uo)un > [m]m,,

4. Lasuite (uy),>1 converge donc vers 1/2.

I

Equivalents

17. Pieges a ...
17.1  On suppose que la suite (u,),en converge vers 0. Que
dire des équivalents suivants?

1. )
u
cosu, ~ 14 -1
" St 2
2.
exp(u ~ 1—u
p( ”) n— 400 n
3- 5
u
shu, ~ u,+ -2
n n—-+oo n 3
4 ,
chu,—1 ~ u
n n— —+oo n
17.2 On suppose que i, ~ vy, lorsque n tend vers +co.

5. Pour quelles valeurs de « € R I"équivalence

o o
Uy ~ 0y

est-elle vraie?
6. Dans quels cas I'équivalence

el ~ ¥

est-elle vraie?
7. Pour quelles extractrices ¢ ’équivalence

~ 0

@(n) @(n)

est-elle vraie?

18. On suppose que la suite (i,),en converge vers 0. Alors
la suite de terme général

_ n(1+2u2)
g = =
1—cosuy
tend vers 4.

19. Soient «, § > 0. Alors

()" =ewlrm(i+ )]

tend versesi B = a;vers0sif < aetvers +ocosif > a.
20. Calculer un équivalent simple pour chaque expression.
1.
n—1

" a1

2.
/ 1 1
én( 1-"—?“!‘;)
3.
€n<n2—7>
4
1 1 2 1
+ - ~
n—1 n+2 n+1 n2
5.
1 1 -1
ViZ¥1 n 28
6.

nsin?(2/n) 8

Vn2+1—n

21. Formule de Stirling
On admet que

V2mne "n".

n!  ~
n— 400
Alors ) )
I~ 4 M (2n) "
(2n) e VATHE (2n)
et
2n 4"
n ) n—+teo JIH
22. Soit (#y) N, une suite réelle. Pour tout n € N, on pose
uo J’_ e + Uy
My=—"———.
" n+1

1. Sila suite (uy),eN est croissante, alors la suite (My)eN
est croissante.

2. Sila suite (uy),eN est croissante et si la suite (My),en
converge, alors la suite (1#,),eN converge.

23. On considere une suite (u,),en de terme général stricte-
ment positif et on suppose que

u
il /eR.
Uy n—>+oo

En admettant le Théoréme de Cesaro, démontrer que

lim u, = ¢

n—+oo0

III

Suites récurrentes linéaires d’ordre deux

241  La suite définie par ug = 3 et u; = 0 et par la relation de
récurrence

VneN, uyip+uyg —2u,=0
a pour expression générale

uy = 21" 4+ 1.(—=2)".

242  La suite définie par ug = 4 et u; = —5 et par la relation
de récurrence

VneN, uyyp+3uyq+2u, =0
a pour expression générale

Uy = 3.(—1)" + 1.(=2)".
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24.3  La suite définie par ug = 1 et u; = —4 et par la relation
de récurrence
Vne N, un+2+5un+1+6un =0

a pour expression générale

up = —(=2)"+2.(=3)".
24.4  La suite définie par ug = 5 et u; = —7 et par la relation
de récurrence
VneN, 2uyyo+5u,1q+2u,=0

a pour expression générale
Uy = 2.(-1/2)" + 1.(~ 1)

245  Lasuite définie par ug = 3 et u; = 1/2 et par la relation de
récurrence
VneN, 4u,o—u,=0

a pour expression générale
uy =2.(12)" + 1.(-1/2)".

24.6  La suite définie par 1y = 4 et u; = 1 et par la relation de
récurrence

VneN, 3Buyyo—5uy1q—2u,=0

a pour expression générale
up =3.(-1/3)" + 12"

24.7  Une suite qui vérifie la relation de récurrence

VneN, 3uyio—5u,11+2u, =0

a pour expression générale

Un = A.(2/3)" + B.1".

25. Matrice de Jacobi
Soit N € N, supérieur a 2.
Pour quelles valeurs de A € IR existe-t-il une suite complexe
(un)nen telle que
up =un+1 =0

et
VneN, uyyp—2Auyq1+u, =072
26.  Silasuite (u),en vérifie la relation de récurrence
VneN, uyyp=au, 1+ buy,

alors la suite de terme général v, = e* vérifie la relation de ré-
currence b
—
Ung2 = Uy 10
En déduire 'expression générale des suites (v, ),eN qui vérifient
les relations suivantes.

1.
2
VneN, v,=—"L
Un+1
2.
1
Vne N, Upt2 = S 3
UnUy 11
3.
VneN, v,0=1/ Uthl.U%
4

.

3
VneN, vpp=4-L2F

Un

27. Suite de Fibonacci
OnposeFy =F =1let

VneN, Fio=F,+F;1.

La suite (F;),cN est une suite d’entiers naturels qui tend vers
~+o00.

28. Pour tout entier n € IN, le nombre
(1+V2)"+(1—V2)"
Uy =
2
est entier.

1.  Avec la formule du bindme.
2. Enremarquant que

VneN, uyip—2uyq —uy=0.

Cette relation prouve aussi que la suite (u,),eN est strictement
croissante.

29. On considere la suite (u,),en définie par la donnée de
ug = 0 et la relation de récurrence suivante.

14 uy

N/
Vne 3w,

Upy1 =

1. Démontrer que u, < 1 pour toutn € IN.
2. Démontrer que la suite de terme général

1
Uy, —1

Op =

est une suite arithmétique.
3. Endéduire le comportement asymptotique de (1) eN-

30. On considere la suite (#,),en définie par la donnée de
ug = —1 et la relation de récurrence suivante.
34 2uy,
VneN, u = —.
n+1 2 fu,

1. Démontrer que la suite (u#,),cN est bien définie.
2. Démontrer que la suite de terme général

Up — \/g
Uy + \/5
est géométrique. En déduire le comportement asymptotique de

(Un)nen-
31. Déterminer les suites (u,),eN telles que

Up =

VneN, uyyp==6u,11—5u,+4

(Il existe une solution particuliere constante : pourquoi?)

v

Suites récurrentes

32. Questions de cours
On consideére une suite qui vérifie la relation de récurrence sui-
vante.

VneN, upi1= f(un).

1. Sila fonction f est croissante, alors la suite (u,),eN est
monotone. Comment déterminer le sens de variation de la suite ?

2. Sila fonction f est décroissante, alors les deux suites ex-
traites (uz;)nen €t (U2,41)neN Sont monotones, de monotonies
contraires. Comment déterminer leurs sens de variation respec-
tifs?
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3. Onsuppose que

Vn>=Ny, |uppq— € <klug—2|.
En déduire une estimation de |1, — ¢| pour n > Np. Que dire de
la suite (#)pen S0 <k < 1?

4. Onsuppose que

V>N, |ugyr — € < K|uy — 0

ou K > 0.

4.2 Endéduire une estimation de |u, — ¢| pour n > Nj. Cette
estimation prouve-t-elle que la suite converge?

4b On suppose en outre que la suite (#,),en converge vers
¢. Comment l'estimation de |u, — ¢| peut-elle étre modifiée pour
n assez grand ?

33. On choisit 0 < 1y < 1 et on suppose que
VneN, u,yq :unfu%.

La suite (#,),eN est décroissante et minorée. Elle tend vers 0.

34. Etudier la suite (uy),en définie par la donnée de ug = 0
et par la relation de récurrence suivante.

VneN, uy,p1=+v1+u,
35. Etudier la suite (uy),en définie par la donnée de uy €

R+ et par la relation de récurrence suivante.

Upt1 = VO + uy.

(On discutera sur le signe de ug — 3.)

VneN,

36. Etudier la suite (u,),cn définie par la donnée de ug €
[0, 6] et par la relation de récurrence suivante.

Upt1 = VO — Uy.

On vérifiera en particulier que

VneN,

|un — 2|

N/
Vne 5

|ty1 —2] <

37. On pose ug > 0 et

VneN, uyq =1+ uy).

Démontrer que la suite (u,),cn est positive et décroissante.

38. On pose ug = 1.
38.1  Onsuppose que

2u,; +1

VneN, .
Uy +2

Upp1 =

Que dire de la suite (uy),en ? (Elle est constante!)
38.2  Onsuppose que

2u,; +1
Upt1 = .

VneN,
uy +1

Que dire de la suite (#,)en?

39. Bac E 1985 Aix
On considere la fonction f définie par

el +et

Vtel0,1], f(t) = 5

etla suite (u,),en définie par 1y = 1/2 et la relation de récurrence

VneN, upp1 = f(un).

vie 0,1, [f ()] <

2. Ilexiste un, et un seul, réel 0 < ty < 1 tel que f(¢y) = fo.
3. Lasuite (1,),cN converge vers fg.
40. Bac C 1985 Amiens
Soita € R. On considere la suite (4, ),en définie par ug = 1etla
relation de récurrence :

auy,

VneN, u,.1=e

1. Etudier la fonction f définie par

¢
Vx>0, f(x)= 2%
X
Discuter les solutions de 1’équation
e —x=0

en fonction de a.
2. Onsuppose que a < 0. Alors les deux suites (12, )eN et
(42n41)neN sont de monotonies contraires. De plus,

VneN, 0<u, <l

Donc...
3.  Onsuppose que —1 < a < 0. Alors

VneN, [uyp1—un| < |a]"Ju; —uol.

Et donc...

41. Bac C 1985 Besancon
On considere la fonction

f=[x—1+n(1+x)]
et la suite (u,),en définie par uy = 2 et la relation de récurrence

VneN, uyi1=f(un).

1. Il existe un, et un seul, réel g > 0 tel que f(q) = g et de
plus2 < g < 3.

2. Lasuite (uy),en est croissante et majorée par 4.

3. Pourtoutn € N,

Etdonc...

42. Bac E 1985 Bordeaux
On considere la fonction

f=[x—m(1+e7))

et la suite (1), définie par la donnée de ug € R et la relation
de récurrence

VneN, uyi1=f(un).

VxeR, |f'(x)|<

2. L’équation x = f(x) admet une, et une seule, solution

réelle :
{=inl +2\/5.

3. Pour toutn > 1, le terme u;, est strictement positif et

1
|up — €] < 2—n\u0—€\.

Donc...



V  SUITES DEFINIES IMPLICITEMENT e 7

43. On considere la suite (u#,),en définie par la donnée de
up = 1 et par la relation de récurrence suivante.

2
VneN, uyp=uy+—

Un
1. Lasuite (uy)yen tend vers +oo.
2. Pour toutn € IN, on pose
Uy = ui/y.
2.a Pourtoutk € N,
1
1<Uk+1—vk <1+Zk

2b En comparant une somme et une intégrale, on en déduit
que
n(n—1)
4
2.c Endéduire un équivalent de u,,.

Vnz=2 n<ov,<n+ + 0.

v

Suites définies implicitement
44. Pour tout n > 2, on pose
VxeR, fulx)=x"+x-1
1. Pour tout n > 2, il existe un unique réel positif x tel que
fu(x) = 0. Ce réel sera noté uy,.
2. Pourtoutn > 2,

O<up<uyyp <1

et la suite (1,),>2 converge vers 1 (par l’absurde).
3. Enparticulier, u}; tend vers 0 et donc

1
= = o(l—uy).
n n—+oo
45. Pour tout n € IN*, on note u,, 'unique réel positif x tel
que
x" 4+ nx = 1.

NB : la monotonie de la suite semble difficilé a étudier.
1. Pourtoutn >1,ona0 < u, <1/,dou

1
Uy ~ —.
n—+oo n

2. Plus précisément,

1
Vn>2, 0<u) < —
n
donc
1 ul 1 ( 1 )
Uy = — = —
"Tn ononsteon ntl
VI
Suites complexes
46. Soit (uy)yen, une suite de nombres complexes non nuls

qui converge vers ¢ € C. La suite de terme général Arguy,
converge-t-elle?



