10
Arithmétique

1. Division euclidienne
Quels que soient x € R et n € IN¥, il existe deux entiers g et r tels
que

|x] =ng+r.

En déduire que, pour tout m € N,

e il

I
Congruences
2. La somme et le produit de trois entiers consécutifs sont
divisibles par 3.
3. L'entier 2123 + 3121 est divisible par 11.
4, Les entiers 1 + 230 4 330 1 430 ¢t

11001 +21001 +31001 +41001 +51001

sont divisibles par 5.

5. Pour tout n € N, les entiers
56]’l+1 + 237l+1 et 51’l+2 + 3”4‘1‘5271
sont divisibles par 7.
6. L'entier n = 10d + u est divisible par 7 si, et seulement si,

3d + u est divisible par 7.

Comme 3 x5 =1 mod 7, on en déduit que n est divisible par 7
si, et seulement si, d + 5u est divisible par 7. Cela équivaut au fait
que d — 2u soit divisible par 7.

L’entier 2654 est-il divisible par 7? (Non.)

7. Quel que soit n € N, I'entier
n(n+3)(n+6)(n+13)

est divisible par 4.

8. Pour tout entier n € N,

50 +n=-n*+n mod6
=n(n—1)(n+1) =0 mod 6.

9. Pour tout entier p € N,

p(P*+2)=p(p—1)(p+1) =0 mod 3.

Par conséquent,
3p° +6p =3p(p*> +2) =0 mod 9

et 3 + (n+1)% + (n + 2)3 est divisible par 9 pour tout entier
n € NN.

10. Pour tout n € N, on pose

b, = 42"*+2 _ 151 — 16.

10.1 Pour tout n € N, entier 4272 — 1 est divisible par 15.

10.2  Pour tout n € N, la différence b, 1 — b, est divisible par
225 = 152. Donc tous les entiers by, sont divisibles par 225.

11. Pour toutn € N,
4" =143n mod9

et par conséquent I'entier 22" 4 151 — 1 est divisible par 9.

12. Pour quelles valeurs de n € N I’entier
56n+1 + 22n
est-il divisible par 5?
13. Résoudre I'équation ¥ — 5y2 = 3 dans Z2. (Réduire mo-
dulo 5.)
14. Six =5 mod 6, alors x = —1 mod 3. La réciproque est
fausse.
15. Carrés et cubes
15.1 Six =1 mod 5,alors ¥ =1 mod 5.

15.2 Pour tout x € 7Z,

x2 #2 mod 3,

¥2=0 ou 1 mod 4,

x3=0, 1 ou 8 mod?o.
153 Sin=x2+ yz, alorsn # 3 mod 4.
15.4  Quels que soient les entiers relatifs a et b,

@ —p=0 mod3 < a—b=0 mod 3.

15,5 Si9divise a® + b3 + ¢3, alors a, b et ¢ sont multiples de 3.
15.6  Si7 divise a® + b3 + ¢3, alors abc est un multiple de 7.
16. Carrés modulo 7

Quels sont les carrés modulo 7? En déduire que les deux entiers
x ety sont divisibles par 7 si, et seulement si, ¥+ y2 est divisible
par 7.

17. Soit n € N. Si n est impair, alors
7"+1=0 mod 8
et si n est pair, alors

7"4+1=2 mod 8.

18. On cherche les couples (m,n) € N tels que

23" =1,
18.1  Quel que soit I'entier k € N,
3% 4+1=2 mod8 et 3*14+1=4 modS8.
18.2  On en déduit que, si (m, n) est une solution, alors m < 2.
18.3  Les solutions sont donc (1,0) et (2,1).
19. Equation du second degré

On cherche les entiers relatifs # tels que

n*—3n+6=0 mod 5.
191  Calculer n? — 3n + 6 pour tout n € Z/57.
19.2  Quel estI'élément a € Z /57 tel que 2a = 1 mod 5? En
déduire que

n? —3n+6=(n+1)> mod5

et conclure.
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20. Puissances modulo 8

201 Silentier x est impair, alors x> = 1 mod 8.

202 Silentier x est pair, alors x> = 0 ou4 mod 8.
20.3  On suppose que les entiers a, b et ¢ sont impairs.

1. Que vaut a? + b* + ¢? modulo 8? Et 2(ab+ bc + ca)?
2. En déduire que l'entier a + b? + c? n’est pas un carré et
que l'entier impair ab + bc + ca n’est pas non plus un carré.

21. On note X, I'ensemble des nombres premiers p tels que
p=3 mod 4
211 L'ensemble X n’est pas vide.

21.2  Sipetgsont deux nombres premiers congrus a 1 modulo
4, alors pg =1 mod 4.

21.3  Onsuppose que X est un ensemble fini :
X=A{p1,- pn}

et on pose
a=4py---pn— 1L

1. L'entier a admet un facteur premier appartenant a X.

2. L’entier a est premier a tous les éléments de X.
3. Conclure!
22. On considere I’entier
N = 4444%444,
221 L'entier 4444 est congru a 4 modulo 10 et 8 7 modulo 9.

L'entier N est donc congru a 6 modulo 10 et a 7 modulo 9.
222 Pour tout entier n € N*, on note ¢(n), la somme des
chiffres de n (dans la représentation en base 10) et on pose
A=0(N), B=c(A), C=c(B).
1. Sin < 10, alors (1) < 9k.
Comme N < 10244 4lors 0 < C < 18
2. CommeN=A=B=C mod9,alorsC =6ouC = 16.
3. Une estimation plus précise (a l'aide de exp...) nous
donne A < 150000, donc B < 41 et C < 12. Donc C = 6.

I

Facteurs premiers

23. Décompostion en facteurs premiers
612 = 22.32.17 663 = 3.13.17
680 = 23.5.17 629 = 17.37
945 = 3357 738 = 2.32.41
532 = 22.7.19 828 = 22.32.23

2793 = 3.72.19
5448 = 23.3.227.

2145 = 3.5.11.13
5418 = 2.32.7.49

24. Soient x et y, deux entiers naturels. On note d et m, leur
pgced et leur ppcm et on suppose que

m—d=3 etque m|243 =3

Comme d divise 3%, il faut que d soit une puissance de 3. Comme
le ppecm m = 3P 4 3 est divisible par le pged d = 37, il faut que
p € {0,1}.

Les seules possibilités sont donc

{ry}={14} et {xy}={36}

25. Soient x < y, deux entiers. On suppose que leur pged est
égal a 5 et leur ppem a 60. Alors (x,y) = (15,20) ou (x,y) =
(5,60).

26.1 Pour tout entier p > 3
(P—=1°+(p+1)° _p(p+3)
4 2 ’

L'un des deux facteurs est pair et supérieur a 4, donc le quotient
est un entier et, aprés simplification, les deux facteurs sont supé-
rieurs a 2.

26.2 Pour tout entier n > 2, le quotient
n®+ (n+2)3
4
est un entier composé.
27. Soit p, un nombre premier supérieur a 5. Alors l'entier
2
pr-1=(p-Dp+1)

est divisible par 24. (Le facteur manquant, p, n’est pas un mul-
tiple de 3.)
28. Somme géométrique et nombres de Mersenne

1. Quels que soient les entiers p et g, les entiers 27 — 1 et
29 — 1 divisent 2P9 — 1.

2. Si2" —1 est premier, alors I’exposant # est premier.

3. Cependant, n = 11 est premier alors que

21 1 =2047 = 23 x 89.

29. Si les entiers a et b sont premiers entre eux et si le produit

ab est un carré, alors a et b sont des carrés.

30.1  Six = a? = b3, alors il existe un entier c tel que x = b et
x=0 ou 1 mod?7.

30.2  S’il existe deux entiers a et b tels que

x=a"=0b"

ot1 les exposants m et n sont premiers entre eux, alors il existe un
entier c tel que

m

a=c" et b=c"

31. Soitn € N*.

311 Combien existe-t-il de diviseurs de n?

312 Le nombre de diviseurs de n est impair si, et seulement
si, n est un carré.

32. Nombres parfaits

Un entier N € N est parfait si, et seulement si, la somme de ses
diviseurs stricts est égale a N.

Pour tout entier N € N, on note ¢(N
diviseurs de N.

), la somme des fous les

321  L'entier N est parfait si, et seulement si, 0 (N) = 2N.
322 SiN =p)"-..p", alors
L m
o(N) = [T +pe+- - +p")-

k=1

Simplifier cette expression.
323  Siaetbsont premiers entre eux, alors o(a)o(b) = o(ab).
324  Silentier 2"t — 1 est premier, alors I'entier

on (2n+1 . 1)

est parfait.

325 Onsuppose que x est un entier parfait pair.
1. Il existe un entier k € N* et un entier impair m tels que
x = 2km.
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2.  Comme N est parfait,
o(N) = 2N = 215 = (250 (g).
Il existe donc r € IN* tel que
o(g) =281 et g= (2 —1)r.
3. Commer =1,alorso(q) =g+ 1, donc
x =28 (21 1)

ot g = 2K1 — 1 est premier.

III

Théoréme de Bézout (et de Gauss)

33. Si a divise ¢, si b divise c et si a et b sont premiers entre
eux, alors le produit ab divise c.

Si a et b ne sont pas premiers entre eux, alors a V b divise ¢ (par
définition du ppcm).

34. S’il existe trois entiers d, « et B tels que

a=da, b=dp et aNf=1,

alorsd =aAbetdap=aVb.

35. Si a divise le produit b.c et si a et b sont premiers entre
eux, alors a divise c.

36. Soit p, un nombre premier. Pour tout entier 1 < k < p,

Py _ p—1
k x (k) =pX (kfl)'
Le membre de gauche est donc divisible par p et le facteur k est

premier a p. Donc p divise le coefficient binomial (i’)
37. Soit p > 2, un entier. Alors

2p+2 (2;)
(p-i—l) =2x(2p+1) % P

et comme l'entier (p + 1) est premier & 2 et & (2p + 1), alors il
divise le coefficient binomial (zrf’ ).

On en déduit par récurrence que (2;’ ) est pair pour tout entier
p e N*.

38.1  Sion considere n entiers consécutifs, 1'un d’eux est divi-
sible par n.

38.2  Soient a > 2 et b, deux entiers. Lorsque l'entier k varie
de 0 a (n — 1), I'un des entiers ak + b est divisible par n si, et
seulement si, a et n sont premiers entre eux.

38.3  Trouver (s'il en existe) un point a coordonnées entiéres
sur la droite d’équation ax + by = c.
2x—-3y+1=0 S5x +2y—2=0 Bx+6y+2=0
8x+12y—4=0 6x—10y+8=0 7x+4y—-2=0
39.
1. Résoudre les équations suivantes.
95x + 71y = 46 20x —53y =3
7lx +31ly =2 12x + 15y +20z =7

2. Résoudre les équations suivantes apres avoir simplifié.

325x 4299y = 39
2520x — 3960y = 6480

40. Soit d, le pged de deux entiers a et b. Alors il existe deux
entiers « et B, premiers entre eux, tels que

a=da et b=dp.

11 existe donc deux entiers u et v, premiers entre eux, tels que

au+bv =d.

a b d o B u v
120 2335 450 23252 30 4 15 4 -1
525 3527 220 22511 5 105 44
2574 2.3211.13 588 22372 6 429 98
2139 32331 1615 5.1719 1

411 Pour tout entier n € N, les entiers a,b € 7Z tels que

5a +6b=n
sont de la forme
(a,b) = (—n+ 6k, n — 5k). (ke z)

Pour n > 30, on peut choisir a et b dans IN.

41.2  On dispose de 59 euros en piéces de 2 euros et en billets
de 5 euros. Combien de pieces et de billets?

41.3  Sia et b sont premiers entre eux, alors pour tout x > ab, il
existe deux entiers naturels u et v tels que

au + bv = x.

42, Soitn € IN.
421 Quels que soient les entiers k et /,

(a,b,¢c) = (—n+2k, n—3k+3¢, n—>5¢)
est une solution de I’équation

15a + 10b 4 6¢ = n.

422 Letriplet (a,b,c) appartient a N3 si, et seulement si,
n n n
k>=, < - et k—0<=.
2 5 ¢ 3

11 faut donc que l'entier k — ¢ vérifie

M k-l
10 3
Réciproquement, si on choisit deux entiers d € Z et £ € N tels
que
3n n
<A< et
10 3 °©
alors k = d + ¢ est un entier naturel tel que

(<

’

SRS

n
k> —.
2
423 Pour tout n > 30, il existe au moins un triplet (a,b,c) €
N3 tel que
15a + 10b 4 6¢ = n.
431  Les entiers 70 = 2.5.7, 75 = 3.52 et 54 = 2.33 sont pre-

miers dans leur ensemble et

454-270-175=1.



10 e ARITHMETIQUE

43.2  Autres exemples
2.82-3.88+4+99 = —1
—747 +154+392=1
—33.734+33.67+1.71 =1
44. Trouver les entiers relatifs x tels que
x=2 mod 140 et x= -3 mod 99.
45. Le nombre d’étudiants en premiere année est compris

entre 500 et 1000. Qu’on les rassemble en groupes de 18, de 20
ou de 24, il reste toujours 9 étudiants. Quel est le nombre d’étu-
diants?

46. L'équation ax = b mod #n admet au moins une solution
X € Z si, et seulement si, a A n est un diviseur de b.

47. Si a et b sont premiers entre eux, alors
anN(a+b)=bA(a+b)=1

etdonc (ab) A (a+b) = 1.
La réciproque est vraie aussi.

48. Quel que soit n € N*,
nAn+l)=nA2n+1)=mn+1)A2n+1) =1,

donc (n®2 +n)A(2n+1) = 1.

49. Pour tout entier , les entiers (1 + 1) et (312 + 2n) sont
premiers entre eux.

50. Pour tout entier n € N, on pose F,;, = 22" + 1.
1. Soient0 <n < n.Pour K=2""" ona

(F,—1DK=F, -1

2. Comme K est pair, on en déduit qu’il existe un entier a tel
que
aFy—Fy=—(-1)f-1=-2

Donc le pged de F;, et Fy, divise 2.
3. Comme F;, et F;,; sont impairs, ils sont premiers entre eux.

511  Quel que soit l'entier n, il existe un unique couple
(an,by) € N? tel que

(1 + \/5)71 = dap +bn\/§

51.2 Onaalors

(1—V2)" =a, —byV2
et on en déduit que
at —2b2 = (—1)".

Par conséquent, les entiers a;, et b, sont premiers entre eux.

IV
Mélanges
52. Soit P, un polynome de degré n > 1 a coefficients dans
I'anneau 7 :
P=a, X"+ - +a1X+agp.
52.1 Six € Z est une racine de P, alors x divise 4.

522 Six = P/; € Q (écrit sous forme irréductible) est une
racine de P, alors p divise ag et g divise a,.

52.3  Le polynome X3 +2X2 +6X — 4 n’a donc pas de racine
rationnelle.

524  Le polyndme
X+ — X3 - 17X +23X - 12
admet une racine entiéere :
(X3 4+3X2 —5X +3)(X —4).
52,5  Le polynome
2X* +3X3 + X2 - 21X +9
admet une racine rationnelle :
(X% +3X% +5X —3)(2X — 3).
52.6 Le polyndme
3x* - 8x3 +7x% +10X — 8

admet une racine rationnelle :

(X3 —2X2 + X +4)(3X —2).

53. Pour tout n € N, on pose
= (34 V5)" + (3 VB)".

Alors
VneN,

et 2" divise u, pour toutn € N.

Upty — 6Uy 1 +4uy =0

54. Théoreme des nombres premiers

On admet que le nombre d’entiers premiers p inférieurs a x est
équivalent, lorsque x tend vers +co, a ﬁ

Pour tout entier n € IN*, on note pj;, le n-ieme nombre premier et
on pose

VneN*, dy=pyi1—pn
54.1
Pn o nfnn
54.2
A
155y Inn x—+oo
54.3

... d . d
liminf —- <1 < lim sup 1
n—+eo {nn N too 0N




