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Composition de Mathématiques
Le 14 février 2024 – De 13 heures à 17 heures

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené à prendre.

La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans l’appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent être éteints et rangés.

Consigne
Indiquez clairement le niveau de difficulté sur la première page de votre copie.

CCINP = problèmes I et II

Centrale = problèmes II et III
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❖ I – Problème ❖

Partie A. Étude d’une matrice 2× 2

On considère deux suites (xn)n∈N et (yn)n∈N liées
par la relation de récurrence

∀ n ∈ N, Xn+1 = AXn

où

Xn =

(

xn
yn

)

et A =

(

1 8
1/4 0

)

.

1. Démontrer que la matrice A possède deux valeurs
propres réelles

λ < 0 < µ.

2. Déterminer les vecteurs propres

U =

(

u1

u2

)

et V =

(

v1
v2

)

respectivement associés aux valeurs propres µ et λ, tels
que

u1 + u2 = v1 + v2 = 1.

3. On suppose qu’il existe deux réels α > 0 et β tels que

X0 =

(

x0
y0

)

= αU+ βV.

3. a. Exprimer Xn en fonction de U, V et n.

3. b. En déduire les limites des quotients suivants :

xn+1

xn
,

yn+1

yn
,

xn

yn
.

Partie B. Modèle de Leslie

On modélise l’évolution d’une population de la manière sui-
vante.

— La population est répartie en d classes d’âge

C1, . . . ,Cd.

— En moyenne, chaque individu de la classe Ck donne
naissance à fk individus.

∀ 1 6 k 6 d, fk > 0

— Une proportion sk d’individus de la classe Ck survit
et passe dans la classe Ck+1 :

∀1 6 k < d, 0 < sk 6 1.

— Aucun individu de la classe Cd ne survit :

sd = 0.

Le réel R0 défini par

R0 = f1 + s1f2 + s1s2f3 + · · ·+ s1 · · · sd−1fd

est appelé taux net de reproduction.

On note xn,k le nombre d’individus qui composent la classe
Ck à l’époque n. L’évolution de la population est alors décrite
par la relation

∀ n ∈ N, Xn+1 = AXn où Xn =







xn,1

...
xn,d






∈ Rd

+

et

A =



















f1 f2 fd−1 fd

s1 0

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

0

0

❋

❋

❋

❋

❋

❋

❋

0 0 sd−1 0



















∈ Md(R).

4. Interpréter le nombre R0.
5. Soit λ ∈ R, une valeur propre de la matrice A.
5. a. Démontrer que λ 6= 0.
5. b. Soit

X =







x1
...
xd






,

un vecteur propre de A associé à λ. Démontrer que x1 6= 0,
puis que

f1

λ
+

s1f2

λ2
+ · · ·+

s1 · · · sd−1fd

λd
= 1.

6. Démontrer que la matrice A possède une, et une
seule, valeur propre strictement positive.

Dans la suite, l’unique valeur propre strictement positive de
la matrice A sera notée µ.

7. Démontrer les équivalences suivantes.
— R0 = 1 ⇐⇒ µ = 1

— R0 < 1 ⇐⇒ µ < 1

— R0 > 1 ⇐⇒ µ > 1

Dans la suite du problème, on suppose que la matrice A est
diagonalisable dans Md(C) et on admet les conséquences
suivantes du Théorème de Perron-Frobenius :

— Il existe un vecteur propre U associé à la valeur
propre µ dont toutes les coordonnées sont stricte-
ment positives :

U =







u1

...
ud






où ∀ 1 6 k 6 d, uk > 0.

— Il existe une base

B = (U,V2, . . . , Vd)

de vecteurs propres de A et, pour tout 2 6 k 6 d,
la valeur propre (complexe) λk associée au vecteur
propre Vk vérifie

|λk| < µ.

8. Quelle est la dimension du sous-espace propre de A

associé à la valeur propre µ?
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On décompose le vecteur X0, qui décrit l’état initial de la po-
pulation étudiée, dans la base B :

X0 = αU+

d∑

k=2

βkVk

en supposant que α > 0.

9. Démontrer que, pour tout 1 6 k 6 d, le quotient

xn+1,k

xn,k

tend vers une limite ℓk quand n tend vers +∞. (On préci-
sera la valeur de ℓk.)
10. Calculer, en fonction des coordonnées u1, . . ., ud de
U, les limites suivantes.

∀ 1 6 k 6 d, pk = lim
n→+∞

xn,k

µn

11. Comment décrire l’évolution de la population en
fonction du taux R0 ?
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❖ II – Problème ❖

Un forain propose le jeu suivant :
— un joueur tente d’atteindre une cible et réussit avec

une probabilité p ;
— à chaque échec, le joueur doit déposer une pièce d’un

euro dans une urne ;
— lorsque le joueur atteint la cible, le forain dépose un

jeton marqué dans l’urne ;
— le joueur pioche alors dans l’urne : s’il tire une pièce

d’un euro, il la garde ; s’il tire le jeton marqué, le
forain lui remet M euros (et dans les deux cas, le
forain conserve le reste de l’urne).

Dans ce problème, on étudie dans un premier temps com-
ment le montant M doit être fixé en fonction de la probabilité
p pour assurer un gain moyen positif au forain et dans un
second temps une manière de déterminer expérimentalement
la probabilité p au moyen d’un intervalle de confiance.
Tous les raisonnements devront être fondés sur le modèle pro-
babiliste, sans faire référence à la description précédente.

Partie A. Calcul du gain moyen

Dans cette partie, on considère un entier M > 2 et deux va-
riables aléatoires G et T définies sur un même espace proba-
bilisé (Ω,A,P). On suppose d’une part que la variable aléa-
toire

T : Ω → N

∗

suit la loi géométrique de paramètre 0 < p < 1 et d’autre
part que la variable aléatoire

G : Ω → Z

vérifie :

∀ n ∈ N∗, P[T=n](G = n −M) =
1

n
,

P[T=n](G = n − 1) =
n− 1

n
.

Comme de coutume, on notera q = 1− p.

Un évènement A ∈ A tel que P(A) > 0 étant donné,
l’espérance conditionnelle sachant A d’une variable aléa-
toire discrète U : Ω → E existe si, et seulement si, la famille

(

xPA(U = x)
)

x∈E

est sommable. Cette espérance conditionnelle est alors définie
par

EA(U) =
∑

x∈E

xPA(U = x).

1. Soit n ∈ N∗.
1. a. Justifier que P(T = n) > 0.
1. b. Démontrer que

∀ k ∈ Z \ {n−M, n − 1}, P[T=n](G = k) = 0.

1. c. En déduire que l’espérance conditionnelle sachant
[T = n] de G existe et que

E[T=n](G) = n − 1+
1−M

n
.

2. Soit A = [T −G = M].
2. a. Démontrer que A ∈ A et que

P(A) =

+∞∑

n=1

P[T=n](A) P(T = n).

2. b. En déduire que

P(A) =
p

q
ℓn

1

p
.

3. On considère une famille de nombres réels

(uk,n)(k,n)∈Z×N∗ .

On suppose que, pour tout n ∈ N∗, la famille

(uk,n)k∈Z

est sommable et, en notant

∀ n ∈ N∗, sn =
∑

k∈Z

|uk,n|,

on suppose que la série
∑

sn est convergente.
Démontrer que, pour tout k ∈ Z, la somme

σk =

+∞∑

n=1

uk,n

est bien définie ; que la famille (σk)k∈Z est sommable et
que

∑

k∈Z

σk =

+∞∑

n=1

(∑

k∈Z

uk,n

)

.

4. Démontrer que la variable aléatoire G est une va-
riable aléatoire d’espérance finie et que

E(G) =

+∞∑

n=1

E[T=n](G) P(T = n).

5. En déduire l’expression de E(G), puis que

E(G) > 0 ⇐⇒
q2

p2 ℓn(1/p)
> M− 1.

6. La figure ci-dessous représente la fonction

f =

[

p 7→
(1− p

p

)2 1

ℓn(1/p)

]

.

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
0

1

2

3

4

5

6

7
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6. a. Indiquer un code Python permettant d’obtenir cette
figure.
6. b. On suppose que p = 0, 3. D’après la figure, com-
ment choisir l’entier M pour que E(G) > 0?
6. c. On suppose que M = 7. D’après la figure, pour
quelles valeurs de p l’espérance E(G) est-elle positive?
6. d. Pour quelles valeurs de p l’exigence E(G) > 0 n’est-
elle satisfaite par aucun entier M > 2?

Partie B. Estimation d’un paramètre

Dans cette partie, on considère une suite (Xn)n∈N∗ de va-
riables aléatoires indépendantes et de même loi, définies sur
un espace probabilisé (Ω,A,P), qui suivent toutes la loi de
Bernoulli B(p) avec 0 < p < 1.
Pour tout entier n > 1, on pose

Sn = X1 + · · ·+ Xn.

7. Soit N ∈ N∗.
7. a. Quelle est la loi de SN ?
7. b. Démontrer que

∀ 0 < p < 1, 0 6 p(1− p) 6 1/4.

7. c. En déduire que

∀ ε > 0, P
(∣

∣

∣

SN

N
− p

∣

∣

∣ > ε
)

6
1

4Nε2
.

8. Démontrer que

∀ t > 0, ch t 6 exp(t2/2).

☞ On pourra comparer les développements en série entière des
deux expressions.

9. Soit t ∈ R+. Démontrer que

∀ |x| 6 1, ext 6
1+ x

2
et +

1− x

2
e−t.

☞ On pourra exploiter la convexité de la fonction exp.

10. Soit t ∈ R+, fixé.
10. a. On considère une variable aléatoire discrète U dé-
finie sur (Ω,A,P), telle que

P
(

|U| 6 1
)

= 1.

Démontrer que les variables aléatoires U et etU sont des
variables aléatoires d’espérance finie et que

E(etU) 6 ch t+ sh t.E(U).

10. b. Avec U = X1 − p, démontrer que

E(etU) 6 ch t.

10. c. En déduire que

∀N > 1, E
(

et(SN−Np)
)

6 eNt2/2.

11. Soient ε > 0 et N ∈ N∗.
11. a. Démontrer que

∀ t > 0, P
(SN

N
− p > ε

)

6 exp
(

−Ntε+Nt2/2
)

.

11. b. En déduire que

P
(SN

N
− p > ε

)

6 exp
(

−Nε2/2
)

.

12. Indiquer brièvement comment on peut démontrer
que

∀ ε > 0, P
(∣

∣

∣

SN

N
− p

∣

∣

∣ > ε
)

6 2 exp
(

−Nε2/2
)

.

13. Expliquer ce que produit le code suivant où l’argu-
ment echantillon est une liste de 0 et de 1 et l’argument
precision est un réel légèrement inférieur à 1.

def encadrement(echantillon, precision):
N = len(echantillon)
freq = sum(echantillon)/N
eps = np.sqrt(-2/N*np.log((1-precision)/2))
return (freq-eps, freq+eps)
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❖ III – Problème ❖

On dit que la loi d’une variable aléatoire X est indéfiniment
divisible lorsque, pour tout entier m > 2, il existe une fa-
mille (Yk)16k6m de variables aléatoires indépendantes et de
même loi, telle que la variable aléatoire

Y1 + · · ·+ Ym

ait même loi que X.
L’objectif de ce problème est d’étudier quelques exemples
simples de lois indéfiniment divisibles.
❦ Soit X, une variable aléatoire définie sur un espace proba-
bilisé (Ω,A,P), à valeurs dans N. On rappelle que la fonc-
tion génératrice de X est la fonction, notée GX, définie sur
[0, 1] (au moins) par

GX(t) = E(tX) =
+∞∑

n=0

P(X = n)tn.

Partie A. Variables aléatoires bornées
1. Soit X, une variable aléatoire presque sûrement égale
à un réel a. Démontrer que la loi de X est indéfiniment
divisible.
2. Dans cette question, on considère une variable aléa-
toire discrète

X : Ω → E ⊂ R.

On suppose que cette variable aléatoire est bornée et que
la loi de X est indéfiniment divisible : il existe donc un réel
M > 0 tel que

∀ ω ∈ Ω,
∣

∣X(ω)
∣

∣ 6 M

et, pour tout entier m > 2, il existe des variables aléa-
toires indépendantes et de même loi Y1, . . ., Ym telles que
la somme Y1 + · · · + Ym ait même loi que X.
2. a. Démontrer que

∀ 1 6 i 6 m, P
(

Yi 6
M

m

)

= 1

puis que

∀ 1 6 i 6 m, P
(

|Yi| 6
M

m

)

= 1.

2. b. En déduire que

V(X) 6
M2

m
.

2. c. Démontrer que la variable aléatoire X est presque
sûrement constante.
3. Soient n ∈ N∗ et 0 < p < 1. La loi binomiale B(n, p)

est-elle indéfiniment divisible?

Partie B. Variables de Poisson
4. Soit (Yi)16i6n, une famille de variables aléatoires in-
dépendantes définies sur l’espace probabilisé (Ω,A,P).
Pour tout entier 1 6 i 6 n, on suppose que Yi suit la loi de
Poisson de paramètre λi > 0.

Démontrer que la variable aléatoire

Y1 + · · · + Yn

suit la loi de Poisson de paramètre λ1 + · · · + λn.

5. Démontrer que, pour tout λ > 0, la loi de Poisson de
paramètre λ est indéfiniment divisible.

6. Soit (Xi)16i6r, une famille de variables aléatoires in-
dépendantes définies sur l’espace probabilisé (Ω,A,P).
Pour tout entier 1 6 i 6 r, on suppose que Xi suit la loi de
Poisson de paramètre λi > 0.

6. a. Démontrer que la loi de la variable aléatoire

X =

r∑

i=1

iXi

est indéfiniment divisible.

6. b. On suppose que r > 2. La loi de X est-elle une loi
de Poisson?

Partie C. Séries de variables aléatoires

7. Soient X et Y, deux variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (Ω,A,P), à valeurs dansN.

7. a. Démontrer que

∣

∣P(A) − P(B)
∣

∣ 6 P(A ∩ Bc) + P(Ac ∩ B),

quels que soient les évènements A et B dans A.

7. b. En déduire que

∀ t ∈ [0, 1],
∣

∣GX(t) −GY(t)
∣

∣ 6 2P(X 6= Y).

8. Soit (Ui)i>1, une suite de variables aléatoires indé-
pendantes à valeurs dansN, telles que la série

∑
P(Ui 6= 0)

converge.

8. a. Pour tout n ∈ N, on pose

Zn =
{
ω ∈ Ω : ∃ i > n, Ui(ω) 6= 0

}
.

Démontrer que chaque Zn est un évènement :

∀ n ∈ N, Zn ∈ A

puis que (Zn)n∈N est une suite décroissante d’évènements
et que

lim
n→+∞

P(Zn) = 0.

8. b. En déduire que l’ensemble

{
i ∈ N∗ : Ui(ω) 6= 0

}

est presque sûrement fini.
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☞ On veillera à exprimer cette propriété à l’aide d’un évène-
ment, avant de justifier que la probabilité de cet évènement est
égale à 1.

8. c. Pour tout ω ∈ Ω et tout n ∈ N∗, on pose

Sn(ω) =

n∑

i=1

Ui(ω).

Lorsque la série
∑

Ui(ω) converge, on pose

S(ω) =

+∞∑

i=1

Ui(ω).

Démontrer que la somme S(ω) est définie presque sûre-
ment et que S est une variable aléatoire discrète :

∀ m ∈ N, [S = m] ∈ A.

Démontrer que la suite (GSn
)n∈N∗ converge uniformé-

ment sur [0, 1] vers GS.

9. On considère une suite (λi)i∈N∗ de réels strictement
positifs et on suppose que la série

∑
λi est convergente.

On notera

Λ =

+∞∑

i=1

λi.

On considère également une suite (Xi)i∈N∗ de variables
aléatoires indépendantes définies sur (Ω,A,P), en suppo-
sant que, pour tout i ∈ N∗, la variable aléatoire Xi suive la
loi de Poisson de paramètre λi.

9. a. Démontrer que la série
∑

P(Xi 6= 0) converge.

9. b. Démontrer que la série
∑

Xi est presque sûrement
convergente et que sa somme (définie presque sûrement)
suit la loi de Poisson de paramètre Λ.



MP Composition du 14 février 2024 8

Solution I ❀ Matrices de Leslie

Partie A. Étude d’une matrice 2× 2

1. Avec la trace et le déterminant, on obtient le poly-
nôme caractéristique de A :

X2 − X− 2 = (X− 2)(X + 1).

La matrice A admet donc deux valeurs propres réelles :

λ = −1 et µ = 2

(avec les notations de la question suivante).
2. Comme A ∈ M2(R) admet deux valeurs propres
distinctes, on sait que les sous-espaces propres sont des
droites vectorielles.

❧ Comme

A − 2I2 =
1

4

(

−4 32

1 −8

)

,

il est clair que le sous-espace propre Ker(A−2I2) est dirigé
par (8, 1).

❧ Comme

A+ I2 =
1

4

(

8 32

1 4

)

,

il est clair que Ker(A + I2) = R · (4,−1).
❧ Avec la condition de normalisation,

U =
1

9

(

8

1

)

et V =
1

3

(

4

−1

)

.

3. a. Il est clair que

∀ n ∈ N, Xn = AnX0.

Comme AU = 2U et que AV = −V , on en déduit que

∀ n ∈ N, Xn = 2nαU+ (−1)nβV.

3. b. Comme α 6= 0 et que (−1)n = O(2n) lorsque n tend
vers +∞, on déduit de la question précédente que

xn ∼

n→+∞

2nα ·
8

9
et yn ∼

n→+∞

2nα ·
1

9
.

❧ On en déduit que

lim
n→+∞

xn+1

xn
= lim

n→+∞

yn+1

yn
= 2

et que

lim
n→+∞

xn

yn
= 8.

Partie B. Modèle de Leslie
4. Le produit s1 · · · sk est la proportion d’individus qui
vivent assez longtemps pour passer de la classe initiale C1

à la classe Ck. Comme fk désigne le nombre moyen de des-
cendants par individu de la classe Ck, le produit

s1 · · · skfk

est le nombre moyen de descendants par individu, nés
lorsque leur "parent" appartenait à la classe Ck.

La somme R0 est donc le nombre moyen de descen-
dants par individu au cours de la vie de celui-ci.
5. a. Comme les nombres sk et fk sont tous strictement
positifs, les colonnes de la matrice A sont échelonnées et
la matrice A est inversible. Par conséquent, 0 n’est pas une
valeur propre de A.
5. b. Par hypothèse, AX = λX. Cette équation se traduit
sur la première ligne par

d∑

k=1

fkxk = λx1 (1)

et sur les lignes suivantes par

∀ 2 6 k 6 d, sk−1xk−1 = λxk. (2)

Comme λ 6= 0 [5.a.], on en déduit que

∀ 2 6 k 6 d, xk =
sk−1

λ
· xk−1

et donc que

∀ 2 6 k 6 d, xk =
sk−1sk−2 · · · s1

λk−1
· x1. (3)

Par conséquent, si x1 = 0, alors tous les xk sont nuls et le
vecteur propre X estt le vecteur nul : c’est impossible !

❧ En injectant les relations (3) dans (1), on obtient

f1x1 +

d∑

k=2

fksk−1sk−2 · · · s1

λk−1
· x1 = λx1.

Or λ 6= 0 et x1 6= 0, donc

f1

λ
+

d∑

k=2

s1 · · · sk−1fk

λk
= 1

en divisant par λx1 6= 0.
6. La fonction

ϕ =

[

λ 7→
f1

λ
+

d∑

k=2

s1 · · · sk−1fk

λk

]

est clairement continue sur ]0,+∞[. Comme les sk et les
fk sont tous strictement positifs, la fonction ϕ tend vers
+∞ au voisinage de 0 et est strictement décroissante sur
]0,+∞[. De plus, elle tend évidemment vers 0 au voisinage
de +∞.

D’après le Théorème de la bijection monotone, la
fonction ϕ réalise une bijection de ]0,+∞[ sur ]0,+∞[. En
particulier, il existe un, et un seul, réel µ ∈ ]0,+∞[ tel que
ϕ(µ) = 1.

❧ D’après [5.b.], si λ est une valeur propre de A, alors
ϕ(λ) = 1.

Réciproquement, supposons que ϕ(λ) = 1. Choisis-
sons un réel x1 6= 0 et définissons le vecteur X avec (3).
Les coordonnées de X vérifient clairement (2) et comme
ϕ(λ) = 1, elles vérifient aussi (1), donc AX = λX.

Comme x1 6= 0, alors X 6= 0, donc X est bien un vec-
teur propre de A associé à λ.

❧ On a ainsi démontré que λ ∈ R est une valeur propre
de A si, et seulement si, ϕ(λ) = 1.

L’étude de ϕ a donc établi que la matrice A admettait
une, et une seule, valeur propre strictement positive.
7. D’après ce qui précède, ϕ(µ) = 1 et ϕ(1) = R0.

Comme ϕ est strictement décroissante,
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— si µ = 1, alors 1 = ϕ(µ) = ϕ(1) = R0 ;
— si µ < 1, alors 1 = ϕ(µ) > ϕ(1) = R0 ;
— si µ > 1, alors 1 = ϕ(µ) < ϕ(1) = R0.

On a examiné trois cas mutuellement exclusifs et il n’y a
pas d’autre possibilité. Par conséquent, ces trois implica-
tions sont en fait des équivalences.
8. Comme B est une base de vecteurs propres de A,
alors la dimension de chaque sous-espace propre associé
à une valeur propre λ est égale au nombre de vecteurs de
B associés à λ.

D’après l’énoncé, les vecteurs propres V2, . . ., Vd sont
associés à des valeurs propres λk telles que |λk| < µ, donc

Ker(A− µId) = R ·U et dim Ker(A− µId) = 1.

9. Comme au [3.a.],

∀ n ∈ N, Xn = AnX0 = αµn ·U+

d∑

ℓ=2

βℓλ
n
ℓ · Vℓ.

On en déduit que, pour tout n ∈ N,

∀ 1 6 k 6 d, xn,k = αµnuk +

d∑

ℓ=2

βℓλ
n
ℓ vℓ,k.

Comme |λℓ| < µ, alors

λnℓ =
n→+∞

O(µn).

Comme α 6= 0 (par hypothèse) et que uk 6= 0 (par [5.b.]
appliqué au vecteur propre U),

∀ 1 6 k 6 d, xn,k ∼

n→+∞

αµnuk. (4)

On en déduit que

∀ 1 6 k 6 d, lim
n→+∞

xn+1,k

xn,k
= µ.

10. Par (4),
∀ 1 6 k 6 d, pk = αuk.

11. D’après [7.] et la question précédente,
— si R0 = 1, alors µ = 1 et la suite (Xn)n∈N converge

vers αU (autrement dit, la population se stabilise) ;
— si R0 > 1, alors µ > 1 et toutes les suites (xn,k)n∈N

tendent vers +∞ (explosion démographique) ;
— si R0 < 1, alors µ < 1 et la suite (Xn)n∈N converge

vers le vecteur nul (extinction démographique).

Solution II ❀ Étude d’un jeu de hasard

Partie A. Calcul du gain moyen
1. a. Par hypothèse, la variable aléatoire T suit la loi géo-
métrique G (p) avec 0 < p < 1. D’après le cours,

∀n ∈ N∗, P(T = n) = q.pn−1 > 0

puisque 0 < q = 1− p < 1.
1. b. D’après la question précédente, la probabilité
conditionnelle P[T=n](G = k) est bien définie.

Posons

pk = P[T=n]([G = k] ∪ [G = n−M] ∪ [G = n − 1]).

Comme k /∈ {n −M, n − 1}, les trois évènements [G = k],
[G = n − M] et [G = n − 1] sont deux à deux distincts et
donc la probabilité pk est égale à

P[T=n](G = k) +P[T=n](G = n−M)+P[T=n](G = n− 1).

Comme toute probabilité est inférieure à 1, On a donc

P[T=n](G = k) +
1

n
+

n − 1

n
= pk 6 1

et donc
P[T=n](G = k) = 0

puisqu’une probabilité est toujours positive.
1. c. Conditionnellement à [T = n], la variable aléatoire
G ne prend que deux valeurs avec une probabilité stric-
tement positive. Elle est donc presque sûrement bornée
(pour la mesure P[T=n]) et donc d’espérance finie.

❧ Par définition de l’espérance,

E[T=n](G) =
∑

k∈Z

kP[T=n](G = k)

=
∑

k∈{n−M,n−1}

kP[T=n](G = k)

=
n−M

n
+

(n − 1)2

n
= n − 1+

1−M

n
.

Il faut bien comprendre que l’espérance conditionnelle de X

sachant A est définie exactement comme l’espérance de X, à
ceci près que la mesure de probabilité P est remplacée dans la
formule par la mesure de probabilité PA.

2. a. Comme G et T sont deux variables aléatoires sur
(Ω,A,P), la différence (T−G) est encore une variable aléa-
toire discrète et par conséquent

[T −G = M] ∈ A.

❧ La famille ([T = n])n∈N∗ est un système complet
d’évènements et [1.a.] P(T = n) > 0 pour tout n ∈ N∗.
D’après la Formule des probabilités totales,

P(A) =

+∞∑

n=1

P(A ∩ [T = n]) =

+∞∑

n=1

P[T=n](A)P(T = n).

2. b. Pour tout n ∈ N∗,
{
T(ω) −G(ω) = M

T(ω) = n
⇐⇒

{
T(ω) = n
G(ω) = n −M

donc

P(A ∩ [T = n]) = P(T = n,G = n −M)

= P[T=n](G = n −M)P(T = n)

=
pqn−1

n

donc

P(A) =
p

q

+∞∑

n=1

1

n
· qn.
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Or on sait que

∀ x ∈ ]−1, 1[ ,

+∞∑

n=1

1

n
· xn = − ℓn(1− x)

et comme 0 < q = 1− p < 1, on en déduit que

P(A) = −
p

q
ℓn(1− q) =

p

q
ℓn

1

p
.

3. Pour tout n ∈ N∗, on pose

In =
{
(k, n), k ∈ Z

}
.

Il est clair que la famille (In)n∈N∗ est une partition dénom-
brable de Z×N∗.

Par hypothèse, pour tout n ∈ N∗, la sous-famille

(uk,n)(k,n)∈In

est sommable et la série de terme général

sn =
∑

(k,n)∈In

|uk,n|

est convergente. On peut donc déduire du Théorème de
Fubini que la famille

(uk,n)(k,n)∈Z×N∗

est sommable.
❧ Pour tout k ∈ Z, on pose maintenant

Jk =
{
(k, n), n ∈ N∗

}
.

Il est encore clair que la famille (Jk)k∈Z est une partition
dénombrable de Z×N∗.

Comme la famille (uk,n)(k,n)∈Z×N∗ est sommable,
alors chaque sous-famille

(uk,n)(k,n)∈Jk

est sommable (quel que soit k ∈ Z), ce qui prouve que la
somme

σk =

+∞∑

n=1

uk,n =
∑

(k,n)∈Jk

uk,n

est bien définie.
Par ailleurs, le Théorème de Fubini nous assure que la

famille (σk)k∈Z de ces sommes partielles est sommable et
que

∑

k∈Z

σk =

+∞∑

n=1

( ∑

(k,n)∈In

uk,n

)

=

+∞∑

n=1

(∑

k∈Z

uk,n

)

.

4. Pour (k, n) ∈ Z×N∗, posons

uk,n = kP
(

[G = k] ∩ [T = n]
)

= kP[T=n](G = k) P(T = n).

D’après [1.b.], pour tout n ∈ N∗, la famille

(uk,n)k∈Z

ne compte que deux termes non nuls : elle est donc som-
mable et

∑

k∈Z

uk,n =
∑

k∈Z

kP(G = k, T = n)

= E[T=n](G)P(T = n).

En reprenant les notations de [3.], pour tout n ∈ N∗,

sn =
( |n−M|

n
+

(n − 1)2

n

)

· pqn−1.

On en déduit que

sn =
n→+∞

O(nqn−1).

Or la série
∑

nqn−1 converge absolument (car 0 < q < 1
et le rayon de convergence de la série entière

∑
nxn−1 est

égal à 1), donc la série
∑

sn est convergente.
On peut alors déduire de [3.] que, pour tout k ∈ Z, la

somme

σk =

+∞∑

n=1

uk,n

est bien définie. C’est tout sauf une surprise puisque

+∞∑

n=1

uk,n = k

+∞∑

n=1

P(G = k, T = n) = kP(G = k)

par σ-additivité de P (on décompose l’évènement [G = k]
sur le système complet associé à la variable aléatoire T ).

Mais on sait aussi par [3.] que la famille (σk)k∈Z est
sommable, ce qui prouve que G est d’espérance finie et
que :

E(G) =
∑

k∈Z

kP(G = k) =
∑

k∈Z

σk.

Et on sait enfin par [3.] que

∑

k∈Z

σk =

+∞∑

n=1

∑

k∈Z

uk,n,

c’est-à-dire

E(G) =

+∞∑

n=1

E[T=n](G)P(T = n).

5. D’après [4.] et [1.c.],

E(G) =

+∞∑

n=1

(

n − 1+
1−M

n

)

· pqn−1

= p

+∞∑

n=1

nqn−1 − 1+
(1−M)p

q

+∞∑

n=1

qn

n

=
p

(1− q)2
− 1−

(1−M)p

q
ℓn(1− q)

donc

E(G) =
q

p
+

(1 −M)p

q
ℓn

1

p
.

❧ On peut aussi écrire l’espérance sous forme factorisée.

E(G) =
p

q
ℓn

1

p

( q2

p2 ℓn(1/p)
+ 1−M

)
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Comme 0 < p < 1, le premier facteur est strictement po-
sitif et par conséquent, l’espérance E(G) est positive si, et
seulement si,

( q2

p2 ℓn(1/p)
+ 1−M

)

> 0

c’est-à-dire si
q2

p2 ℓn(1/p)
> M− 1.

6. a. On peut se contenter du code suivant - mais si on
veut obtenir exactement la figure de l’énoncé, il faut dé-
commenter toutes les lignes commentées.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(p):
return -(1-p)**2*(p**2*np.log(p))**(-1)

# plt.figure(figsize=(4,3))
L_p = np.linspace(0.25, 0.75)
plt.plot(L_p, f(L_p))
# plt.ylim(0, 7)
# pos_etq = [0.1*i for i in range(3, 8)]
# etq = ["0,{}".format(i) for i in range(3, 8)]
# plt.xticks(pos_etq, etq)
# plt.grid()
# plt.savefig("cp2407.pdf")

6. b. D’après [5.], l’espérance E(G) est positive si, et
seulement si, l’entier M vérifie

M 6 1+ f(p).

Pour p = 0, 3, on lit f(p) ≈ 4, 5, il faut donc choisir M 6 5

pour que l’espérance E(G) soit positive.
6. c. Pour M = 7, on déduit de [5.] que l’espérance E(G)

est positive si, et seulement si, f(p) > M − 1 = 6, c’est-à-
dire si p 6 0, 25 (environ) d’après la figure.
6. d. Pour p > 0, 55 (environ), on voit sur la figure que

∀ M > 2, f(p) 6 1 6 M− 1

et donc E(G) 6 0.

REMARQUE.— Petit retour sur le contexte.
Si la cible est assez facile à atteindre, le joueur va

l’atteindre assez rapidement et le jeton marqué (qui rap-
porte M euros) sera mélangé avec un assez petit nombre
de pièces d’un euro : il sera donc plutôt facile de tirer ce
jeton. Pour que le forain fasse un bénéfice, il devra donc
fixer M assez bas et veiller en particulier [6.d.] à ce que la
probabilité p d’atteindre la cible ne dépasse par 50%!

En revanche, si la cible est assez difficile à atteindre, le
joueur l’atteindra après un assez grand nombre de tenta-
tives et le jeton marqué sera mélangé avec de nombreuses
pièces d’un euro. Cette situation est la meilleure pour le
forain puisqu’elle combine un triple attrait psychologique
pour le joueur :

— atteindre une cible difficile à atteindre ;
— réussir à piocher un jeton gagnant parmi de nom-

breuses pièces ;

— remporter une somme M assez importante

et offre en même temps la possibilité d’assurer au forain
un bénéfice moyen positif : avec p = 10% et M = 20 euros,
le forain s’assure un bénéfice moyen de plus de 4 euros par
partie !

Partie B. Estimation d’un paramètre
7. a. Par construction, la variable aléatoire SN est la
somme de N variables aléatoires indépendantes qui
suivent toutes la loi de Bernoulli B(p). D’après le cours,
la loi de SN est la loi binomiale B(N,p).

7. b. La fonction [p 7→ p(1− p)] est polynomiale de de-
gré 2 et ses racines sont évidemment 0 et 1. Comme le
coefficient dominant est négatif, la fonction est positive
entre ses racines et le sommet de la parabole correspond
au maximum de la fonction. Son sommet est situé au mi-
lieu de ses racines, c’est-à-dire pour p = 1/2. Donc

∀ 0 < p < 1, 0 6 p(1− p) 6
1

2

(

1−
1

2

)

=
1

4
.

7. c. Comme SN suit une loi de Bernoulli, on sait que

E(SN) = Np et V(SN) = Npq.

Comme l’espérance est linéaire et que la variance est qua-
dratique, on en déduit que

E
(SN

N

)

= p et V
(Sn

N

)

=
pq

N
6

1

4N
.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous donne

∀ ε > 0, P
(∣

∣

∣

SN

N
− E

(SN

N

)∣

∣

∣ > ε
)

6
V(SN/N)

ε2

et par conséquent

∀ ε > 0, P
(∣

∣

∣

SN

N
− p

∣

∣

∣ > ε
)

6
1

4Nε2
.

8. D’après le cours sur les séries entières,

ch t =

+∞∑

n=0

t2n

(2n)!
et exp(t2/2) =

+∞∑

n=0

(t2)n

2nn!

pour tout t ∈ R. Or (2n)! = 2nn! pour n = 0 et aussi pour
n = 1, tandis que

∀ n > 2, 2nn! =

n∏

k=1

(2k) <

2n∏

ℓ=1

ℓ = (2n)!.

On en déduit que

∀ t ∈ R, ch t 6 exp(t2/2).

9. On sait que la fonction exp est convexe surR. En par-
ticulier, quel que soit α ∈ [0, 1],

exp
(

(1− α)(−t) + αt
)

6 (1− α)e−t + αet.
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Avec |x| 6 1, on peut prendre

α =
1+ x

2
∈ [0, 1].

On a alors

1− α =
1− x

2

et
αt+ (1− α)(−t) = (2α − 1)t = xt,

d’où

ext 6
1+ x

2
et +

1− x

2
e−t.

10. a. Par hypothèse, la variable aléatoire U est presque
sûrement bornée. Quel que soit ω ∈ Ω, comme t > 0,

−1 6 U(ω) 6 1 =⇒ etU(ω)
6 et.

On en déduit que

[|U| 6 1] ⊂ [0 < etU 6 et]

et donc que la variable aléatoire etU est elle aussi presque
sûrement bornée :

1 = P
(

|U| 6 1
)

6 P(0 6 etU 6 et) 6 1.

Comme toute variable aléatoire presque sûrement bornée
est une variable aléatoire d’espérance finie, on en déduit
que U et etU sont des variables aléatoires d’espérance fi-
nie.

❧ D’après [9.], pour tout ω ∈ Ω, si |U(ω)| 6 1, alors

etU(ω)
6

1+U(ω)

2
et +

1−U(ω)

2
e−t

= ch t+ sh t.U(ω).

On en déduit que
[

|U| 6 1
]

⊂
[

etU 6 ch t+ sh t.U
]

et comme [|U| 6 1] est un évènement presque sûr,

[etU 6 ch t+ sh t.U]

est aussi un évènement presque sûr. Donc

E(etU) 6 E(ch t+ sh t.U) = ch t + sh t.E(U).

10. b. Comme X1 suit la loi de Bernoulli B(p), il est clair
que

∀ ω ∈ Ω, U(ω) ∈ {−p; 1− p} ⊂ [−1, 1]

et que E(U) = 0. D’après [10.a.],

∀ t ∈ R+, E(etU) 6 ch t.

10. c. Par définition,

SN −Np =

n∑

k=1

(Xk − p)

et par conséquent

et(SN−Np) =

N∏

k=1

et(Xk−p).

Comme les Xk sont indépendantes et de même loi, on dé-
duit du lemme des coalitions que les variables et(Xk−p)

sont indépendantes et de même loi. Comme elles sont
d’espérance finie [10.a.], on en déduit que

E(et(SN−Np)) =

N∏

k=1

E(et(Xk−p)) =
[

E(et(X1−p))
]N

.

D’après [10.b.] et [8.],

0 6 E(et(X1−p)) 6 et
2/2

et donc (produits de réels positifs)

E(et(SN−Np)) 6 eNt2/2.

11. a. Comme t > 0 et N > 1, la fonction
[

x 7→ eNtx
]

est
strictement croissante. Par conséquent, pour tout ω ∈ Ω

SN(ω)

N
− p > ε ⇐⇒ et[SN(ω)−Np]

> eNtε

ou, en termes d’évènements,

[SN

N
− p > ε

]

= [et(SN−Np)
> eNtε].

On a démontré [10.c.] que et(SN−Np) était une variable
aléatoire d’espérance finie et comme c’est évidemment
une variable aléatoire positive, on peut déduire de l’inéga-
lité de Markov que

P
(

et(SN−Np)
> eNtε

)

6
E(et(SN−Np))

eNtε
.

On déduit alors de la majoration [10.c.] que

P
(SN

N
− p > ε

)

6
eNt2/2

eNtε
.

11. b. L’inégalité établie au [11.a.] nous donne un mino-
rant d’une fonction de t, nous pouvons donc passer à la
borne inférieure :

P
(SN

N
− p > ε

)

6 inf
t>0

exp
(

−Ntε+Nt2/2
)

.

L’expression

−Ntε+Nt2/2 =
Nt

2
(−2ε + t)

est polynomiale de degré 2, s’annule pour t = 0 et pour
t = 2ε et son coefficient dominant est strictement po-
sitif. Par conséquent, cette expression est minimale pour
t = ε > 0.

Comme exp est croissante, on en déduit que

min
t>0

exp
(

−Ntε+Nt2/2
)

= exp
(

−Nε2/2
)

et donc que

P
(SN

N
− p > ε

)

6 exp
(

−Nε2/2
)

.
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12. Au [10.b.], on peut remplacer la variable U = X1 − p

par la variable U = p − X1 (qui vérifie aussi les pro-
priétés voulues). Cela revient à remplacer (SN − Np) par
−(SN −Np) dans la suite. On en déduit que

P
(

−
SN

N
+ p > ε

)

6 exp
(

−Nε2/2
)

.

Il est clair que

[∣

∣

∣

SN

N
− p

∣

∣

∣ > ε
]

=
[SN

N
− p > ε

]

⊔
[

−
SN

N
+ p > ε

]

On en déduit que

P
(∣

∣

∣

SN

N
− p

∣

∣

∣ > ε
)

= P
(SN

N
− p > ε

)

+ P
(

−
SN

N
+ p > ε

)

6 2 exp
(

−Nε2/2
)

.

13. L’inégalité du [12.] est une variante de l’inégalité élé-
mentaire du [7.c.] : on choisit le réel ε > 0 assez petit et
l’entier N assez grand pour que 2 exp(−Nε2/2) soit assez
petit.

En passant au complémentaire, on obtient

P
(SN

N
− ε 6 p 6

SN

N
+ ε

)

> 1− 2 exp(−Nε2/2).

Le quotient SN/N est la proportion de chiffres égaux à
1 dans l’échantillon (fréquence empirique, mesurée expéri-
mentalement) et le réel ε est une marge d’erreur : le pa-
ramètre p de la loi de Bernoulli (fréquence théorique, incon-
nue) est ici approché à ±ε près par la fréquence empirique.

La minoration précédente nous assure que l’encadre-
ment

SN

N
− ε 6 p 6

SN

N
+ ε

est vrai avec une probabilité supérieure à 1−2e−Nε2/2 (ni-
veau de confiance).

On vérifie sans peine que

1− 2e−Nε2/2
> γ ⇐⇒ ε >

√

−2

N
ℓn

1− γ

2
.

Le code calcule la fréquence empirique à partir de
l’échantillon et, connaissant le nombre N d’observations
ainsi que le niveau de confiance γ souhaité (= la valeur
de l’argument confiance), il calcule la plus petite valeur
possible de ε telle que

1− 2e−Nε2/2
> γ.

On dispose alors du meilleur encadrement possible (= le
plus étroit) de p pour le niveau de confiance souhaité.

REMARQUE.— Il est intéressant de comparer cet encadre-
ment avec l’encadrement déduit de l’inégalité [7.c.] : c’est
seulement pour des niveaux de confiance élevés (supé-
rieurs à 98% environ) que l’encadrement élémentaire du
[7.c.] est moins précis que l’encadrement du [12.] !

Solution III ❀ Lois indéfiniment divisibles

Partie A. Variables aléatoires bornées
1. Soit m > 2, un entier. Il existe une famille (Yk)16k6m

de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la
loi de Dirac en a/m :

∀ 1 6 k 6 m, P(Yk = a/m) = 1.

L’évènement

Ωm =

m
⋂

k=1

[Yk = a/m]

est un évènement presque sûr (en tant qu’intersection de
m évènements presque sûrs) et

∀ ω ∈ Ωm,

m∑

k=1

Yk(ω) = m×
a

m
= a.

Donc Ωm ⊂ [Y1 + · · ·+ Y=a] et comme P(Ωm) = 1,

P(Y1 + · · ·+ Ym = a) = 1 = P(X = a),

donc les deux variables aléatoires X et Y1 + · · · + Ym ont
même loi (la loi de Dirac en a).

En considérant l’évènement Ωm∩[X = a], on montre que les
deux variables aléatoires sont en fait égales presque sûrement
(ce qui est plus fort que l’égalité en loi).

2. a. Tout d’abord, pour toute variable aléatoire U défi-
nie sur (Ω,A,P),

[

|U| > M
]

= [U > M] ⊔ [U < −M]

et en particulier

P(U > M) 6 P(|U| > M).

❧ Pour 1 6 i 6 m, on note

Ai = [Yi > M/m] ∈ A.

Pour tout ω ∈ A1 ∩ · · · ∩Am,

∀ 1 6 i 6 m, Yi(ω) >
M

m

et, en sommant,
m∑

i=1

Yi(ω) > M.

Comme Y1 + · · ·+ Ym et X ont même loi, on en déduit que

P
(

m
⋂

i=1

Ai

)

6 P
(

m∑

i=1

Yi > M
)

(inclusion)

6 P(X > M). (même loi)

Comme les variables aléatoires Yi sont indépendantes et
de même loi,

P
(

m
⋂

i=1

Ai

)

=

m∏

i=1

P(Ai) (évènements indépendants)

=
[

P(Ai)
]m

. (de même probabilité)

Par conséquent,

0 6
[

P(Ai)
]m

= P
(

m
⋂

i=1

Ai

)

6 P(X > M). (5)
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Or P(|X| 6 M) = 1, donc P(|X| > M) = 0 (passage au
complémentaire) et donc P(X > M) = 0 (remarque préli-
minaire). On déduit alors de (5) que

∀ 1 6 i 6 M, P(Ai) = 0

et, par passage au complémentaire, que

∀ 1 6 i 6 M, P
(

Yi 6
M

m

)

= 1.

❧ On peut mener le même raisonnement avec les évè-
nements

A ′

i = [Yi < −M/m] ∈ A.

On démontre alors que

0 6
[

P(A ′

i)
]m

= P
(

m
⋂

i=1

A ′

i

)

6 P(X < −M). (6)

On conclut de même : comme P(|X| 6 M) = 1, alors
P(X < −M) = 0 et donc

∀ 1 6 i 6 M, P
(

Yi >
−M

m

)

= 1.

❧ Pour tout 1 6 i 6 m, l’évènement

[

|Yi| 6
M

m

]

est l’intersection de deux évènements presque sûrs :

[

Yi 6
M

m

]

∩
[

Yi >
−M

m

]

,

donc il est lui aussi presque sûr :

∀ 1 6 i 6 m, P
(

|Yi| 6
M

m

)

= 1.

2. b. Comme la variable aléatoire X est bornée, son espé-
rance et sa variance sont bien définies.

La variance d’une somme de variables aléatoires in-
dépendantes est égale à la somme des variances (Pytha-
gore), donc

V(X) = V(Y1 + · · ·+ Ym) (même loi)

=

m∑

i=1

V(Yi) (indépendance)

= mV(Y1). (même loi)

D’après la formule de Koenig-Huyghens,

V(Y1) = E(Y2
1) −

[

E(Y1)
]2

6 E(Y2
1).

La fonction
[

t 7→ t2
]

est strictement croissante sur R+,
donc

∣

∣Yi(ω)
∣

∣ 6
M

m
⇐⇒ Yi(ω)2 6

M2

m2
.

L’égalité des évènements entraîné l’égalité des probabili-
tés :

P
(

|Yi| 6 M/m) = P(Y2
i 6 M2/m2)

et d’après [2.a.],

P(Y2
1 6 M2/m2) = 1.

Par conséquent,

E(Y2
1) 6

M2

m2

et finalement

V(X) 6 mV(Y1) 6
M2

m
.

2. c. L’encadrement précédent est vrai pour tout entier
m > 2, alors que V(X) est un réel positif indépendant de
m. En faisant tendre m vers +∞, on en déduit que

V(X) = 0

et donc que la variable aléatoire X est presque sûrement
constante.
3. Une variable aléatoire qui suit une loi binomiale est
presque sûrement bornée (elle ne prend qu’un nombre fini
de valeurs).

On vient de démontrer [2.c.] qu’une variable aléatoire
bornée dont la loi est indéfiniment divisible était néces-
sairement constante. Pour n > 1 et 0 < p < 1, une va-
riable aléatoire de loi B(n, p) n’est pas constante, donc la
loi B(n, p) n’est pas indéfiniment divisible.

Partie B. Variables de Poisson
4. Comme somme de n variables aléatoires à valeurs
dans N, la fonction Y1 + · · · + Yn est une variable aléa-
toire à valeurs dans N et on sait que la fonction génératrice
caractérise la loi d’une variable aléatoire à valeurs dansN.

❧ Comme Yi suit la loi de Poisson P(λi), on connaît sa
fonction génératrice :

∀ t ∈ [0, 1], Gi(t) = exp
[

λi(t− 1)
]

.

Comme les variables aléatoires Yi sont indépendantes,
alors les variables aléatoires tYi sont indépendantes. Pour
t ∈ [0, 1], les variables aléatoires tYi sont bornées (elles
prennent leurs valeurs entre 0 et 1), donc ce sont des va-
riables aléatoires d’espérance finie.

On en déduit que

E
(

n∏

i=1

tYi

)

=

n∏

i=1

E(tYi) =

n∏

i=1

Gi(t)

et donc que, pour tout t ∈ [0, 1],

E
(

tY1+···+Yn

)

= exp
(

(t− 1)

n∑

i=1

λi

)

.

On reconnaît ici la fonction génératrice de la loi de Poisson
de paramètre λ1 + · · ·+ λn.

Par conséquent, la variable aléatoire Y1+ · · ·+Yn suit
la loi de Poisson

P(λ1 + · · · + λn).

5. Soit X, une variable aléatoire discrète suivant la loi de
Poisson P(λ).

Soit m > 2, un entier. On considère une famille
(Yk)16k6m de variables aléatoires indépendantes et de
même loi, qui suivent toutes la loi de Poisson P(λ/m).
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Il existe toujours un espace probabilisé (Ω,A,P) sur lequel
un tel échantillon de v.a.i.i.d. est bien défini !
Ce théorème, que tout le monde applique tout le temps sans y
prendre garde, est dû à Kolmogorov (dans sa version la plus
générale) et... ne figure pas au programme.

Par [4.], la somme Y1 + · · ·+ Ym suit la loi de Poisson
de paramètre

m∑

k=1

λ

m
= λ

donc X et Y1 + · · ·+ Ym ont même loi.
On a ainsi démontré que la loi de Poisson P(λ) était

indéfiniment divisible, quel que soit λ ∈ R∗

+.
6. a. Soit m > 2, un entier. On considère une famille

(Uk,i)16k6m, 16i6r

de variables aléatoires indépendantes définies sur un es-
pace probabilisé (Ω,A,P), en supposant que

∀ 1 6 k 6 m, ∀ 1 6 i 6 r, Uk,i →֒ P(λi/m)

et on pose

∀ 1 6 k 6 m, Yk =

r∑

i=1

iUk,i.

Il est clair que

m∑

k=1

Yk =

r∑

i=1

i

m∑

k=1

Uk,i. (7)

❧ D’après le lemme des coalitions, les variables aléa-
toires Yk sont indépendantes.

❧ Pour 2 6 k 6 m, les variables aléatoires U1,i et Uk,i

ont même loi (loi de Poisson de paramètre λi/m). De plus,
les variables aléatoires

U1,1, . . . , U1,r

sont indépendantes et les variables aléatoires

Uk,1, . . . , Uk,r

sont indépendantes (sous-famille d’une famille de va-
riables aléatoires indépendantes). Donc les deux vecteurs
aléatoires

(U1,1, . . . , U1,r) et (Uk,1, . . . , Uk,r)

ont même loi et par conséquent les deux variables aléa-
toires Y1 et Yk ont même loi (images de deux vecteurs aléa-
toires de même loi par une même fonction).

❧ Ainsi, le vecteur (Y1, . . . , Ym) est un échantillon de
v.a.i.i.d.

❧ Considérons maintenant les variables aléatoires

Vi =

m∑

k=1

Uk,i.

Le lemme des coalitions nous assure à nouveau que les
variables aléatoires Vi sont indépendantes. On déduit de
[4.] que Vi suit la loi de Poisson de paramètre λi (en tant

que somme de m variables aléatoires indépendantes qui
suivent toutes la loi de Poisson de paramètre λi/m).

On a observé précédemment (7) que

m∑

k=1

Yk =

m∑

i=1

iVi,

ce qui prouve que Y1 + · · ·+ Ym suit la même loi que X.
On a ainsi démontré que la loi de X était indéfiniment

divisible.
6. b. Comme X est une variable aléatoire à valeurs dans
N (somme de r variables aléatoires à valeurs dansN), nous
allons comparer sa fonction génératrice à la fonction géné-
ratrice d’une loi de Poisson.

❧ Soit t ∈ [0, 1]. Comme les variables aléatoires X1, . . .,
Xr sont indépendantes, les variables aléatoires

tX1 , t2X2 , . . . , trXr

sont indépendantes et bornées, donc

GX(t) = E
(

r∏

i=1

tiXi

)

=

r∏

i=1

E
(

(ti)Xi

)

=

r∏

i=1

eλi(t
i−1).

Autrement dit,

∀ t ∈ [0, 1], GX(t) = exp
(

r∑

i=1

λi(t
i − 1)

)

et nous cherchons s’il existe un réel µ > 0 tel que

∀ t ∈ [0, 1], GX(t) = exp
(

µ(t− 1)
)

(fonction génératrice de la loi de Poisson P(λ)).
❧ Avec t = 0, on devrait avoir

µ =

r∑

i=1

λi.

Par linéarité de l’espérance, on devrait avoir aussi

E(X) =
r∑

i=1

iE(Xi)

et donc (propriété des lois de Poisson)

µ =

r∑

i=1

iλi.

Comme les λi sont strictement positifs et que r > 2,

r∑

i=1

iλi >

r∑

i=1

λi,

donc la loi de X n’est pas une loi de Poisson.

Il existe donc des lois de probabilité sur N qui sont indéfini-
ment divisibles et qui ne sont pas des lois de Poisson (ni des
lois de Dirac [1.]).
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Partie C. Séries de variables aléatoires
7. a. On décompose A dans le système complet d’évène-
ments (B,Bc) :

A = (A ∩ B) ⊔ (A ∩ Bc)

donc
P(A) = P(A ∩ B) + P(A ∩ Bc).

De même, en décomposant B dans le système complet
d’évènements (A,Ac) :

P(B) = P(A ∩ B) + P(Ac ∩ B).

On en déduit par soustraction que

P(A) − P(B) = P(A ∩ Bc) − P(Ac ∩ B)

et on conclut par inégalité triangulaire :
∣

∣P(A) − P(B)
∣

∣ 6 P(A ∩ Bc) + P(Ac ∩ B).

7. b. Pour t ∈ [0, 1], les réels GX(t) et GY(t) sont les
sommes de deux séries absolument convergentes. Par in-
égalité triangulaire,

∣

∣GX(t) −GY(t)
∣

∣ 6

+∞∑

n=0

∣

∣P(X = n) − P(Y = n)
∣

∣tn.

D’après [7.a.], pour tout n ∈ N,
∣

∣P(X = n) − P(Y = n)
∣

∣

est majoré par

P(X = n, Y 6= n) + P(X 6= n, Y = n)

si bien que, pour tout t ∈ [0, 1],

∣

∣GX(t)−GY(t)
∣

∣ 6

+∞∑

n=0

P(X = n, Y 6= n)+P(X 6= n, Y = n).

Le majorant est la somme d’une série de terme général posi-
tif : si cette série divergeait, alors la somme serait égale à +∞
et la majoration aurait quand même un sens (à défaut d’avoir
un intérêt, puisque le membre de gauche est évidemment ma-
joré par 2).
C’est la raison pour laquelle on n’a pas cherché à savoir si
la série convergeait. (On va bientôt vérifier qu’elle converge.
Patience !)

❧ On décompose l’évènement [X 6= Y] dans les systèmes
complets d’évènements associés aux deux variables aléa-
toires X et Y :

[X 6= Y] =
⊔

n∈N

[X = n, Y 6= n]

=
⊔

n∈N

[X 6= n, Y = n].

Dans les deux cas, on a une union dénombrable d’évène-
ments deux à deux disjoints. Par σ-additivité de P,

P(X 6= Y) =

+∞∑

n=0

P(X = n, Y 6= n)

=

+∞∑

n=0

P(X 6= n, Y = n).

Comme d’habitude, la σ-additivité nous a servi à démontrer
sans aucun effort la convergence d’une série.

❧ On a ainsi démontré que

∀ t ∈ [0, 1],
∣

∣GX(t) −GY(t)
∣

∣ 6 2P(X 6= Y).

8. a. Par définition,

ω ∈ Zn ⇐⇒ ∃ i > n, Ui(ω) 6= 0

donc

Zn =
⋃

i>n

[Ui 6= 0]. (8)

Comme Ui est une variable aléatoire, chaque [Ui 6= 0] est
un évènement, donc Zn est une union dénombrable d’évè-
nements :

∀ n ∈ N, Zn ∈ A.

❧ D’après (8),

Zn = [Un 6= 0] ∪
⋃

i>n+1

[Ui 6= 0] = [Un 6= 0] ∪ Zn+1.

La suite (Zn)n∈N est donc une suite décroissante d’évène-
ments :

∀ n ∈ N, Zn+1 ⊂ Zn.

❧ On déduit aussi de (8) par σ-sous-additivité de P que

∀ n ∈ N, 0 6 P(Zn) 6

+∞∑

i=n

P(Ui 6= 0).

Le majorant est encore la somme d’une série de terme géné-
ral positif. Pour les raisons évoquées en [7.b.], on n’a pas à se
soucier de la convergence de la série pour écrire cette inégalité
- au pire, on écrit une relation qui n’a pas d’intérêt.

Comme la série
∑

P(Ui 6= 0) est supposée conver-
gente, le majorant est le reste d’une série convergente
(reste d’ordre (n − 1)), donc il tend vers 0 lorsque n tend
vers +∞. Par encadrement, on en déduit que

lim
n→+∞

P(Zn) = 0.

8. b. Soit ω ∈ Ω. L’ensemble

I(ω) =
{
i ∈ N∗ : Ui(ω) 6= 0

}

est fini si, et seulement si, il existe un entier n ∈ N∗ tel que

∀ i > n, Ui(ω) = 0

c’est-à-dire si

ω ∈
⋃

n∈N∗

⋂

i>n

[Ui = 0] =
⋃

n∈N∗

Zc
n.

❧ On s’intéresse donc en fait à l’ensemble

Ω1 =
⋃

n∈N∗

Zc
n,
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qui est bien un évènement (les Zn appartiennent à la tribu
A et toute tribu est stable par passage au complémentaire
et par union dénombrable).

❧ Nous allons maintenant démontrer que cet évène-
ment est presque sûr. Par passage au complémentaire,

P(Ω1) = 1− P
(

⋂

n∈N∗

Zn

)

.

Or [8.a.] la famille (Zn)n∈N est une suite décroissante
d’évènements, donc

P
(

⋂

n∈N∗

Zn

)

= lim
n→+∞

P(Zn)

par continuité décroissante. Cette limite est nulle [8.a.],
donc

P(Ω1) = 1.

On a démontré que : presque sûrement, il n’existe qu’un
nombre fini d’indices i ∈ N∗ tels que Ui 6= 0.
8. c. Pour tout ω dans Ω1, la série

∑
Ui(ω) ne compte

qu’un nombre fini de termes non nuls [8.b.], donc elle
converge.

Comme la probabilité de cet évènement est égale à 1,
on peut conclure que la série de variables aléatoires

∑
Ui

converge presque sûrement.
❧ En tant que somme (d’un nombre presque sûrement

fini) d’entiers, S(ω) ∈ N, donc S est une application à va-
leurs (presque sûrement) dansN.

Pour tout m ∈ N, si S(ω) = m, alors la série
∑

Ui(ω)

converge et donc ω appartient à Ω1. On en déduit que

[S = m] = [S = m] ∩Ω1 =
⋃

n∈N∗

[S = m] ∩ Zc
n.

Par définition de Zn, si ω ∈ Zc
n, alors

∀ i > n, Ui(ω) = 0

et en particulier

S(ω) =

n−1∑

i=1

Ui(ω) = Sn−1(ω).

Par conséquent, pour tout m ∈ N,

[S = m] =
⋃

n∈N∗

[Sn−1 = m] ∩ Zc
n.

Les Sn−1 sont des variables aléatoires à valeurs entières (y
compris S0 qui est, par convention, identiquement nulle),
donc

∀ n ∈ N∗, ∀ m ∈ N, [Sn−1 = m] ∈ A.

Comme les Zn sont aussi des évènements, alors

∀ n ∈ N∗, ∀ m ∈ N, [Sn−1 = m] ∩ Zc
n ∈ A

(intersection de deux évènements) et finalement

∀ m ∈ N, [S = m] ∈ A

(union dénombrable d’évènements).

La fonction S n’est pas définie sur Ω mais seulement sur
l’évènement Ω1, de probabilité 1. On peut prolonger S à Ω

en lui donnant une valeur arbitraire (0, +∞, π2/6...) sur
Ωc

1.
Ce prolongement, effectué sur un évènement négligeable, ne
change pas les fréquences d’apparition des valeurs de S et ne
change donc pas la loi de S. C’est pourquoi on évite de prêter
trop d’attention à cette question.

❧ En appliquant [7.b.] aux variables aléatoires Sn et S,
on obtient

∀ n ∈ N, ∀ t ∈ [0, 1],
∣

∣GS(t) −GSn
(t)

∣

∣ 6 2P(S 6= Sn).

On dispose ainsi d’un majorant indépendant de t ∈ [0, 1].
Comme

S(ω) = Sn(ω) +

+∞∑

i=n+1

Ui(ω)

et que les Ui(ω) sont tous positifs,

S(ω) 6= Sn(ω) ⇐⇒ ∃ i > n + 1, Ui(ω) 6= 0.

Ainsi

∀ n ∈ N∗, [S 6= Sn] = Zn+1

et d’après [8.a.], le majorant 2P(S 6= Sn) tend vers 0
lorsque n tend vers +∞.

On a ainsi démontré que la suite des fonctions géné-
ratrices GSn

convergeait uniformément sur [0, 1] vers la
fonction génératrice GS.
9. a. Par définition de la loi de Poisson,

P(Xi 6= 0) = 1− P(Xi = 0) = 1− e−λi .

Comme la série
∑

λi converge, les λi tendent vers 0 et
donc

P(Xi 6= 0) ∼

i→+∞

λi.

Par comparaison de séries de terme général positif, la série∑
P(Xi 6= 0) est convergente.

9. b. D’après [9.a.], on peut appliquer les résultats établis
en [8.] aux variables aléatoires Ui = Xi.

❧ La somme S est donc définie presque sûrement et, en
tant que variable aléatoire à valeurs entières, elle est carac-
térisée par sa fonction génératrice.

D’après [4.],

∀ n ∈ N∗, ∀ t ∈ [0, 1], GSn
(t) = e(t−1)(λ1+···+λn).

D’après [8.c.],

∀ t ∈ [0, 1], GS(t) = lim
n→+∞

GSn
(t) = e(t−1)Λ.

On reconnaît la fonction génératrice de la loi de Poisson
P(Λ), donc la variable aléatoire S suit la loi P(Λ).


