Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2023/2024

MP

Composition de Mathématiques
Le 20 mars 2024 — De 13 heures a 16 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

Sujet Mines

< Probléme <&

On identifiera systématiquement un vecteur

X = (X1y...,xXn) € R™
avec la matrice colonne
X1
X = EiﬁnnJ(H{)
Xn

qui représente le vecteur x dans la base canonique de R™.
De méme, on identifiera toute matrice de I (R) a son
unique coefficient et on écrira aussi bien M. € 9y (RR) que
M € R.

On rappelle qu’une matrice symétrique S € Sn(IR) est dite
positive lorsque

Vx e R"Y, x.Ax > 0.

On rappelle aussi que l'ensemble des matrices symétriques
positives est noté S, (IR).

Les intervalles considérés dans ce probleme ne seront ni vides,
ni réduits a un point. Tous les intervalles auront donc une
longueur strictement positive.

Partie A. Questions de cours
1. Soit A = (aij)icijen € Sn(R), une matrice symé-
trique. Démontrer que : pour toutx = (x1...,xn) € R",
n
ijtx:ZEZ i jXiX;j.

i=1j=1

2. Soit A € S,/ (R), une matrice symétrique positive. Dé-
montrer que les valeurs propres de A sont des réels positifs
ou nuls.

Partie B. Théoréme de Fubini et sommes de Rie-

mann

Soit f : [a,b] x [c,d] — R, une application continue. On
pose

YV (x,t) € [a,b] x [¢,d], @(x,t) = JX f(u,t) du

ainsi que

d
Vx € [a,b], w(x):J @(x,t) dt.

c

L’étude de ces deux fonctions a pour but de démontrer I'éga-
lité suivante (Théoréme de Fubini) :

[1([ wvae)aw= (]} )

Cette quantité sera ensuite notée simplement

” f(u,t) dudt.
[a,b]x[c,d]

Pour tout entier naturel n > 1, on pose

b__
Vo<k<n, a

uk::a4—k

et
d—c

VOo<i<n, ty=c+!¢

La somme de Riemann de rang n est définie par

n—1n—1
Sn(f) = W 3> flu o).
k=0 €=0

3. Expliquer pourquoi l’application [(x,y)— x| est
continue. Représenter graphiquement 1'image réciproque
du segment [a, b] par cette application. En déduire que le
rectangle

[a,b] x [c,d]

est I'intersection de deux parties fermées.
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On admet qu’il existe un réel Co > 0 tel que

v (X)y) S [(l,b] X [C, d], ‘f(X,y” < Co. (])

(Une fonction continue est bornée sur toute partie compacte.)

4. Démontrer que, pour tout x € [a, b], 'application
[t — @(x,t)]

est continue sur [c, d].

5. Démontrer que l'application } est de classe €' sur
[a, b]. Expliciter sa dérivée.

6. En déduire que

J: (E flu,t) dt) du= Ld (J': flu,t) du) dt

pour tout x € [a, b].
7. Soient Q = [a,b] x [c,d] et f : QO — R. On suppose

qu’il existe un réel C; > 0 tel que
VMM €0, [f(M)—f(M)| < CIMM||. (L)

7.a. Démontrer que la fonction f est continue sur Q.
7.b. Déduire de la propriété (L) que

lim S, (f) = JJQ f(u,t) dudt.

[7.b.] est vraie pour toute application f continue sur (O —
méme pour celles qui ne vérifient pas la propriété (L).

Dans la suite du probleme, on admettra que la propriété

Partie C. Noyaux de type positif

Soit O3, un ensemble quelconque (non vide). Une application
K:OxQOQ—=R

s’appelle un noyau de type positif (qu'on pourra abréger
par la suite en NTP) lorsque, pour tout n € N* et tout

X = (X1y...,xXn) € Q™
la matrice

M) = (K06 %))y i jen € Dn(R)

est symétrique et positive : I'(x) € S, (R).

8. Soit H, un espace préhilbertien réel. Démontrer que le
produit scalaire

K=1[xy)— (x|ly)] : HxH—=R

est un noyau de type positif.

Soit ), un ensemble non vide. On dit qu'une application
K:OxQ—-R

vérifie la propriété (R) s'il existe un espace préhilbertien H
et une application
o :Q—H

tels que

vV (x,y) € Q2

Kx,y) = (e(x) | @(y)).

9. Onsuppose que K vérifie la propriété (R). Démontrer
que K est un noyau de type positif.

10. Réciproquement, on suppose que K est un noyau de
type positif sur I'ensemble fini

Q={x1,...,Xn}

En diagonalisant la matrice I'(x), démontrer que K vérifie
la propriété (R).

Dans la fin de cette partie, nous allons démontrer que le
noyau
K:[0,1] x[0,1] = R
défini par
Vx,yel0,1], K(x,y)=min(x,y)

est un noyau de type positif.
Pour cela, nous notons H, l'espace vectoriel des fonctions

f:0,1]—>R

continues et de classe € par morceaux sur [0, 1], telles que
f(0) = 0. (On ne demande pas de vérifier qu'il s’agit
bien d"un espace vectoriel.)

On rappelle qu'une fonction f est de classe €' par morceaux
sur [0, 1] lorsqu’il existe une application Df continue par
morceaux sur [0, 1] et une subdivision

O=ap< o1 < - <an =1
du segment [0, 1] telles que f soit dérivable en tout point de
Qo = [0, ]\ {xo, &1y ..oy o}

et que

VxeQy f'(x)=DFf(x).

11. Pour (f,g) € H x H, on pose

1

(tlg) = | DAl dt.

0

11.a. Démontrer que l'intégrale (f|g) estbien définie.
11.b. Démontrer que l'application (-|-) est un produit
scalaire sur H.

12. Démontrer que le noyau K vérifie la propriété (R).

1= On pourra poser

Vxel0,1], ox)=I[— Kxy)l.

Partie D. Opérateurs a noyau

Soit 1 = [a, bl, un segment de R. On notera £ = €°(I, R),
I'espace vectoriel des applications continues de [a, b] dans R,
qu’on munira du produit scalaire habituel, défini par

b
f(t)g(t) dt.

a

v f,g €k, <ﬂ9>:J

La norme associée a ce produit scalaire sera notée ||-||.
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Etant donnée une application symétrique et continue
K:IxI—-R,

on définit une application uy sur E en posant

Vfek Vxel, ux(f)(x)= Jb K(x, t)f(t) dt.

a

Pour tout x € 1, 'application partielle
Ky = [t — K(X)t)]

appartient a E et

VfeE Vxel ux(f)(x)= (K|f).

13. Soit K’, une application symétrique et continue de Ix 1
dans IR telle que

vV feE,

Démontrer que K = K.

14. Démontrer que ux est un endomorphisme de E, puis
que cet endomorphisme est une application linéaire conti-
nue de E dans E lorsque E est muni de la norme ||-|| asso-
ciée au produit scalaire.

15. Démontrer que

Vf,g€eE, <uK(f)‘g>:<f‘uK(g)>

En déduire que : si les réels A et p sont deux valeurs
propres distinctes de uk et si fj et f,, sont deux vecteurs
propres associés, alors

(falfu) =0.

16. On suppose de plus que K est un noyau de type posi-
tif. En utilisant le résultat établi en [7.b.], démontrer que

VieE, (ux(f)|f) >0

Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de ux ?

ug (f) = uk-(f).

Partie E. Théoréme de Mercer

L'objectif de cette derniére partie est de démontrer un cas
particulier du Théoréme de Mercer (1909). Dorénavant, on
considere le segment 1 = [0, 1] et I'espace vectoriel

E= cgo([o’ 1])R)

muni du produit scalaire défini par

1

YhoeE (flg) = | fltg(t)de

0

On a démontré plus haut [9.], [12.] que le noyau défini par

V(x,t) €[0,1], K(x,t) =min(x,t)

était de type positif.

Ce noyau va nous servir a déterminer les applications g de
classe €% sur le segment [0, 1] qui vérifient le probleme aux
limites suivant :

g// - _f
{mmgm)o (P)

oit f est une fonction donnée dans E.

17. Démontrer que K est continue sur [0, 1] x [0, 1].
18. Démontrer que le probléme (P) posséde une, et une
seule, solution g, donnée par

g = uk(f).

19. Déterminer les valeurs propres de ugx. On les ex-
primera sous la forme d’une suite strictement décroissante

(Ak)ken:

Pour tout entier k € N, démontrer que le sous-espace
propre associé a la valeur propre Ax est une droite vec-
torielle et donner un vecteur unitaire ex qui engendre ce
sous-espace propre.

Pour tout entier n € N, on pose
F. = Vect(ep,e1,...,en)

et on note py, la projection orthogonale sur F,.

20. En admettant la relation
+ZOO 1 e )
—— =,
= k+2)* 6

vérifier 1'égalité suivante.

“+oo
K(x,t)? dx dt = A2 3)
JJ[O,]]X[O,” 1;) y

21. Démontrer que

1
lim J K — (K )[|* dx = 0.

n—-+oo 0

(Lapplication K, a été définie dans le préambule de la Par-
tieD.)

22. En déduire que

2

=0

lim ‘
n—-+oo

uK(f)—ZAk<ek\f> c €k
k=0

pour toute fonction f € E.
23. Démontrer que la série de fonctions

Z7\k<€k‘f> (%

converge uniformément sur le segment I, puis que
+oo
Vxel, uk(f)x) =) Alex|f) -ex(x).
k=0
24. Démontrer que
+00
Vi,y) €IxI, Kxy) =) Aex(Xec(y). (@)
k=0
1= On posera
+00
K'(%y) = ) Aex(x)ex(y)
k=0

et on montrera que ug = ug-.
25. En déduire la Formule de la trace :

1 +oo
J K(x,x) dx = Z Ak- (5)
0 k=0



MP  Composition du 20 mars 2024

Solution % Noyaux de type positif

Partie A.
1. Par définition du produit matriciel, la colonne

Questions de cours

AX = (Yi)igign

est définie par

vi<ig<n,

n
Yi=) aiy.
j=1

Par conséquent,

n

n n
XTAX=) xyi=) Y Xiaiy;.

i=1 i=1j=1

2. Soit A € R, une valeur propre de A. Il existe donc un
vecteur xo # 0 tel que Axp = Axp. On en déduit que

Xg AXo =Xg-(A-x0) = A~ (xg x0) = A l[xol|*.
Comme A € S/ (R),

VxeRY x".Ax>0

et donc A [|xo||* = 0. Or ||xo|* > 0 (puisque xp n’est pas le
vecteur nul) et donc

YAESp(A), A€R,.

Partie B. Théoréme de Fubini et sommes de Rie-

mann

3. Lapplication [(x,y) — x| est une application linéaire
sur R?, espace vectoriel de dimension finie. Elle est donc
continue (quelle que soit la norme choisie sur R?).

® La coordonnée x vérifie a < x < b si, et seulement si,
le couple (x,y) appartient a la bande verticale [a, b] x R.

Y

a b X

@ En tant qu’image réciproque du fermé [a, b] par 1’ap-
plication continue [(x,y) — x|, la bande [a,b] x R est fer-
mée. De méme, la bande horizontale R x [c, d] est fermée
et comme

[a,b] x [c,d] = ([a,b] x R) N (R x [c, d]),
le rectangle [a, b] x [c, d] est fermé en tant qu’intersection

de deux parties fermées.

née est compacte. Le rectangle [a,b] x [c,d] est donc une
partie compacte de R?.

Dans un espace de dimension finie, toute partie fermée et bor-

4. Fixons x € [a,b]. L'application [t — @(x,t)] est alors
une intégrale fonction du parametre t, nous allons donc
appliquer le théoreme de continuité.

@ (Intégrabilité) — Pour tout t € [c, d], la fonction

la,b] — [a,b] x [¢,d] — R
u — (u,t) — f(u, t)

est continue et par conséquent, elle est intégrable sur le
segment [a,x] C [a, b].
@ (Continuité) — Pour tout u € [a, x], la fonction

c,d] — [a,b] x [¢,d] — R
t — (u,t) — f(u, t)

est continue.

& (Domination) — La fonction f est continue sur le
compact [a, b] X [c, d], donc elle est bornée. Il existe donc
une constante Cy telle que

Vuelax, Vteled, [flut)]<Co

et la fonction majorante [u — Co] (qui est indépendante de
la variable t) est intégrable sur [a, x] (puisque toute fonc-
tion constante est intégrable sur un segment).

@ D’apres le Théoreme de continuité, la fonction
[t — @(x,t)] est continue sur le segment [c, d] (quel que
soit x € [a, b]).

5. La fonction 1 est une intégrale fonction du parametre
x. Nous allons donc appliquer le Théoreme de dérivation
sous le signe |.

- (Existence) — D’apres [4.], pour tout x € [a,b], la
fonction [t — @(x, t)] est continue sur le segment [c, d]. Par
conséquent, elle est intégrable et

d
Hix) :J (% 1) dt

est bien définie.

a (Régularité) — Soit t € [c,d]. Comme la fonction
[u — f(u, t)] est continue sur I'intervalle [a, b] [4.], la fonc-
tion de la borne supérieure

X

[x — @(x,t) :J' f(u,t) du]

a

est une primitive de [u — f(u, t)]. Par conséquent, la fonc-
tion [x — @(x,1)] est de classe €' sur [a, b] et
o

Vx € l[a,bl, —(x,t)="F(x,t).
ox

@ (Intégrabilité) — Pour tout x € [a, b], la fonction

est continue sur le segment [c, d] [4.] et donc intégrable sur
cet intervalle.

@ (Domination) — Comme on 'a vu a la question pré-
cédente,

Vxelabl, Vtelc,d, }g—(’;(x,t)‘ = |f(x,1)| < Co.
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Comme plus haut, le majorant [t — Cy] est indépendant
du parametre x et intégrable sur le segment [c, d].

@ D’apres le Théoreme de dérivation sous le signe [, la
fonction 1 est de classe ¢! et

d d
Vx € [a,b], I,b’(x):J a—(p(x,t)dt:J f(x,t) dt.

caX c

6. D’apreés la question précédente, la fonction 1 est de
classe €' sur [a,b]. On déduit alors du Théoréme fonda-
mental que

Vxelabl, B(x)—bla) :J

Mais, par définition,

W(x) = Jd (JX flu, 1) du) dt

C a

Vv x € [a,bl,

et, en particulier, P(a) = 0 (intégrale de la fonction nulle).
| Onen déduit le Théoreme de Fubini pour x = b.

7.a. L'énoncé suppose ici que f est lipschitzienne et
toute fonction lipschitzienne est continue : si le point M’
tend vers le point M dans Q, alors |[MM’||__ tend vers 0
et, par encadrement, le réel f(M’) tend vers le réel f(M).
7.b.  On doit commencer par observer que S, (f) est 1'in-
tégrale d’une sorte de fonction en escalier (fonction de
deux variables) :

n—1n-—1

Sn(f) =) > Juw (Jm' f(u, te) dt) du.

k=0 (=0 te
Pour les intégrales simples ou pour les intégrales doubles, la
méthode des rectangles repose toujours sur le méme principe.

On décompose l'intégrale double avec la relation de
Chasles pour pouvoir la comparer a la somme S, (f).

Jb (Jd flu,t) dt) du = ni Juk ; (Jd fu, 1) dt) du

a e k=0 Yux c

n—1n-—1

= Z Z Jukﬂ (th f(u, t) dt) du

k=0 (=0 Uk te
Par linéarité de l'intégrale, la différence

Jb (Jd flu, t) dt) du— Sn(f)

a C
est donc égale a

n—1n—1

Z Z Juk ) (Jte ) flu,t) — fu, te) dt) du.

k=0 ¢=0 YUk te

Par inégalité triangulaire, la valeur absolue

Jb (Jd flu, 1) dt) du— Sn(f)‘

a C

est majorée par

n—1n-—1

Z Z Jukﬂ (Jt”‘ |f(u,t) — f(uk,tz)‘ dt) du.

k=0 (=0 "k te

Pour tous 0 < k, £ < n, '’hypothése lipschitzienne faite sur
f nous donne alors

V(uyt) € [we, w1l x [teyteral,
[f(u, 1) — flug, te)| < Crmax{fu —wl, [t — el }
Cymax{b —a,d —c}
— )

<

On en déduit que, quels que soient 0 < k, { < n, l'intégrale
itérée

Uk 41 tet
J (J [Fu, 1) — F(w, to))| dt) du
Uy te

est majorée par

Cimax{b—a,d—c} b—a d-—c
n n n -

On a trouvé un majorant indépendant de k et de {. Comme
il y a exactement n? termes dans la somme, on en déduit
que

Cimax{(b —a), (d —c)}I?
n

Jb (Jd flu, t)dt) du—Sn(f)’ <

a Cc

et par conséquent

lim S, (f) = UQ f(u,t) dudt.

n—-+oo
Partie C.
8. Par symétrie du produit scalaire, la matrice I'(x) est
symétrique, quel que soit x € H™.

@ Soit & = (x1,...,xn) € R™ D’apres [1.] et la bilinéa-
rité du produit scalaire,

Noyaux de type positif

n n

O(T.F(X).CX = Z Z 041 <Xi ‘Xj > &

i=1j=1
n

n
= (3| ) = X
i i=1

i=1 j=1

2
> 0.

On a ainsi démontré que, pour toute liste

X = (X1y...,Xn) € HY,

la matrice symétrique I'(x) était positive.

@ Donc K est bien un noyau de type positif.
9. Tout d’abord, l'application K est symétrique : quels
que soient les éléments x ety de Q,

K(y,x) = (@y) | o(x)) (définition de K)
= (@(x)|9(y)) (symétrie du produit scalaire)
= K(x,y). (définition de K)

Par conséquent, toutes les matrices I'(x) sont symétriques.
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@ Pour tout entier m > 1, pour toute liste

X =(X1y..0y,Xm) € Q™
et tout vecteur & = (x1,...,0m) € R™,
mn

aT.F(X).a:ZZoq<(P(Xi) | o(y;) ) o 1]

i=1j=1
2

> 0,

= H ioci@(xi)
i=1

donc la matrice symétrique I'(x) est bien positive.

@ On a ainsi démontré qu’une application K qui vérifie
la propriété R est toujours un noyau de type positif.
10. On considere ici un noyau de type positif K sur un
ensemble fini

Q={x1,...,%Xnh
Par définition, la matrice
Fx) = (K(Xi’xi))1gi,j<n

est une matrice symétrique réelle positive. D’apres le
Théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale Q et
desréels Ay, ..., A, tels que

N'x) = Q'.Diag(A1,...,An).Q

et comme I'(x) € S,/ (R), les valeurs propres Ay sont toutes
des réels positifs. On peut donc factoriser la matrice I'(x)
de deux maniéres en posant

A = Diag(y/A1,...,VAn) €S, (R) :
d’une part,
rx) =Q".A%.Q = (Q4)".(Q4)
et d’autre part, comme Q est orthogonale,
Mx)=Q".A.Q.Q".A.Q=(Q".A.Q)".(Q".A.Q).

Dans les deux cas, on a exhibé une matrice Py € 91, (IR)
telle que
rx) =Pg.Po.

Dans la seconde factorisation, la matrice
Po=Q".A.Q

est symétrique réelle (puisque Q est orthogonale). Ce n'est
pas le cas dans la premiere factorisation (et ¢’est sans impor-
tance).

@ Considérons maintenant un espace euclidien H de di-
mension n, dontle produit scalaire seranoté (- |- ) 1, muni
d’une base orthonormée % = (ex)1<kgn-

On considere alors la famille (yx)i<k<n de vecteurs
de E définie par

Sﬁat@H (U])---)Un) = Po.

Comme la base %} est une base orthonormée de H,

Py .Po = ({yilyj) H)1<i,j<n'

I nous reste a définir 'application ¢ : QO — H en posant

Vi<k<n, oxx)=yx

pour obtenir enfin que
M) = ((@0e) | 00)) 1)yt s
c’est-a-dire (puisque Q = {x1,...,Xn}):

VxyeQ, Kxy = (o) ely))n.

Question particulierement déroutante : le choix de I'espace
préhilbertien est sans intérét (il suffit que sa dimension soit
au moins égale a m) et I'application ¢ étant définie sur un
ensemble fini de cardinal n, il s’agit en fait de choisir une
famille de n vecteurs dans 'espace H.

De plus, comme on I'a vu, la factorisation de la matrice T'(x)
n’est pas unique !

On pourra retenir le résultat sous une forme peut-étre plus
familiére : toute matrice symétrique positive I' € S;7(R) est
la matrice de Gram d’une famille de n vecteurs bien choisis
dans un espace préhilbertien bien choisi.

M= ((yilyi) 1)y<ijen

11.a. La fonction Df n’est pas bien définie! En effet,
comme f est de classe ¢! par morceaux, sa dérivée f' n’est
a priori pas définie en chaque point de [0, 1] et la fonction
Df peut étre librement modifiée aux points «y.

Néanmoins, s’il existe deux fonctions continues par
morceaux (Df); et (Df), et deux subdivisions

D=y <1 <--<am=1
=Bo<Pr < - <Pn=1

(quin’ont peut-étre pas le méme nombre de points...) telles
que
Vxe Qi f'(x) = (Df)i(x)
{vXeQL #/(x) = (Df)(x)

avec Q7 = [0,1] \ {atifocicm et Qp = [0, 1]\ {Biloci<N,
alors

Vx€Qo=01NQ,, f'(x)=(Df)1(x) = (Df)a(x)
donc les deux fonctions (Df); et (Df), sont égales presque
partout (c’est-a-dire égales sur [0, 1] sauf peut-étre en un
nombre FINI de points).

a- Par conséquent, les deux intégrandes

(D1 (D)(Dg)i(t) et (Df)2(t)(Dg)2(t)

sont des fonctions continues par morceaux de t € [0, 1] qui
sont égales presque partout sur [0, 1], donc les deux inté-
grales

1

1
_Lmﬂmﬂmmmﬂm et Lﬁmﬂﬂmmﬂﬂm

sont bien définies et ont la méme valeur.
Autrement dit, 'intégrale (f|g) estbien définie.
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Ici aussi, il était facile de passer a coté de la difficulté soule-
vée par la définition de l'intégrale, d’autant plus que la nota-
tion Df utilisée par Iénoncé sous-entend plus ou moins qu’il
n’existe qu’une seule fonction Df possible.

On pourra retenir qu’il n’existe presque qu une seule fonc-
tion Df possible et que, comme on ne s’en sert que dans une
intégrale, c’est comme s'il n’en existait qu'une seule.

11.b. D’apres la question précédente, (-|-) est bien une
application de H x H dans R.
D’apres les propriétés de l'intégrale, il est clair que
cette application est bilinéaire, symétrique et positive.
Considérons pour finir une fonction f € H telle que
(f]f) = 0. Avec les notations de I’énoncé,

1 5 n—T ropiq 2
(f]f) :L [Df(t)] dt:ZJ (f/(t))” dt.

k=0 %k

On dispose ainsi d'une somme de réels positifs et cette
somme est nulle, donc chaque terme est nul :

X +1
Vo< k<n, J

Xk

Sur chaque intervalle ouvert Jou, ax+1[, la fonction (f')2

est continue et positive. De plus, oy < oucy1 et 'intégrale

sur cet intervalle est nulle, donc
Vo <t<oxit, fl(t) =0.

On en déduit que la fonction f est constante sur chaque

intervalle ouvert :

VOo<k<n,I3Ck e R, Vax <t<axyr, f(t)=Ck.
Comme la fonction f est continue sur le segment [0, 1],
alors les constantes Cy sont toutes égales :

Cyx_1 = tlim f(t) = f(ax) = lim f(t) = Ck.

?ka t:}ock
Et comme f(0) = 0, on en déduit que

Vtelo,1], f(t)=0.
Donc (-|-) est définie positive : c’est bien un produit sca-
laire.
12. Ici, Q =0, 1].

@ On considere la fonction ¢ définie par 1’énoncé. Il est
clair que, pour tout x € [0, 1], la fonction ¢(x) est continue
et de classe ¢! par morceaux sur [0, 1] avec

{V0<U<X, Dex)](y) =1
Vx<y<l1, [Dex)ly)=0.

X .........................

0 x 1 y

Ainsi, ¢ est bien une application de Q = [0, 1] dans H.
@ D’apres les formules précédentes, quels que soient x
ety dans Q,

1
(00| o(y)) = L 1o x((t) 150, ((1) dt

min{x,y}
-],

dt = min{x, y} = K(x,y).

Le noyau considéré vérifie donc la propriété (R).

a D’apres [9.], 'application K est un noyau de type po-
sitif.
Partie D.

13. Par hypothese, la fonction K est continue sur I x I. Par
conséquent, pour tout x € I, la fonction K définie par

Opérateurs a noyau

I—IxI— R
t— (x,t) — K(x, t)

est continue sur I et K, € E comme 'indique 1'énoncé.
@ Soitx € I. L'hypothese faite sur K et K’ se traduit donc

par

VIeE, (Kilf) = (K/If)

et donc, par linéarité a gauche du produit scalaire,

VfeE, (Ky—KL|[f)=0.

Le seul vecteur orthogonal a E est le vecteur nul, donc

vxel, K=K

Autrement dit,

Vix,t) eI xI, K(x,t) =K' (x,t)

ou encore K = K’.
14. Nous allons une fois encore appliquer le Théoréme de
continuité des intégrales en fonction d’un parametre.

w (Intégrabilité) — Pour tout x € I, la fonction

[t = Kix, t)f(t) = Ky (t)f(t)]

est continue sur le segment I en tant que produit de deux
fonctions continues (on a expliqué plus haut pourquoi la
fonction K était continue sur I), donc elle est intégrable
sur le segment I.

- (Continuité) — Pour tout t € I, la fonction

[x — K(x,t)f(t)]

est continue sur I (pour les mémes raisons que celles qu’on
a exposées en [13.]).
. (Domination) — La fonction f € E est continue sur le
segment I = [a, b], donc elle est bornée sur ce segment.
La fonction K est continue sur le compact I x I [3.],
donc elle est bornée : il existe une constante M > 0 telle
que

V(x,t) eIxI,  |Kx,t)f(t)] < M.f].

Le majorant est indépendant du parametre x et, en tant
que fonction de t, c’est une fonction intégrable sur le seg-
ment I.
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@ D’apres le Théoreme de continuité, la fonction

b
ug (f) = lx — J K(x, t)f(t) dt}

est continue sur I. On a ainsi démontré que ug était bien
une application de E dans E.

@ Par linéarité de l'intégrale, il est clair que ux est une
application linéaire.

@ Par définition du produit scalaire,
b 2

[uK(f)(x)] dx.

a

|mmmfzj

Comme l'indique I’énoncé dans le préambule de cette par-
tie, pour tout x € I,

uk (f)(x) = (Ky[f).

D’apres I'inégalité de Schwarz et la majoration précédente
de [K(x, t)],

Vxela,bl, [uk(f))]® <K I
<M2(b—a) - |fl%.
On en déduit que
[ux (F)]I* < M2 (b—a)? - ||f]*
et donc que
VEEE, [ux(f)] <M(b—a)-|f].

Cet encadrement prouve que l'endomorphisme ug est
continu (pour la norme euclidienne définie sur E) avec

Iuklll < M(b —a).

15. Soient f et g, deux fonctions continues sur 1.
Alors les trois fonctions

IxI— R
(x,t) — K(x, 1)

IxI—I— R
(x,t) — t — (1)
IxI—I— R
(%, t) — x+— g(x)

sont continues. Par produit, la fonction
[(x,t) = @(x,1) = K(x, t)f(t)g(x)]

est donc continue sur I x I. On peut donc lui appliquer le
Théoréme de Fubini établi en [6.] :

Jb (Jb Q1) dt) dx = Jb (Jb 9%, 1) dx) dt.

a a a a

La symétrie des matrices I'(x) prouve que
Vix,t) eI xI; K(x,t)=K(t,x).

Donc I'égalité précédente signifie que l'intégrale itérée

Jb (Jb K(x, t)f(t) dt) g(x) dx

a a

est égale a I'intégrale itérée
b b
J (J K(t,x)g(x) dx)f(t) dt.

Autrement dit,
(wk(f)1g) = (ux(g)f) = (flux(g)).

@ On en déduit que les sous-espaces propres sont deux
a deux orthogonaux comme on 1a fait en cours.

Siug (fa) = Afy et siux(f,) = pfy, alors

A(falfe) = (uk(fa) Ifu) = (falux(fu)) =p(falfy)
et donc
A—w- (falf,) =0.
Comme A # 1, on en déduit que (fa|f.) =0.
On ne peut pas appliquer le résultat établi en cours, car seul
le cas d’'un espace de dimension finie est au programme... La
démonstration qui précéde montre que la dimension de I'es-

pace ne fait vien a l'affaire.

16. Soit f € E. D'apres [15.],
(u(f)[f) = ﬂ K(x, t)f(t)f(x) dx dt
[a,b]x[a,b]

et d’apreés [7.b.] (en conservant les notations de cette ques-
tion),

(uk(f)If) = K, to)fuie) f(te).

Ici, [c,d] = [a,b], donc ty = ug pour tout 0 < £ < n. En
posant

X = (UWk)ogk<n et y= (f(uk))ogk«ﬂ

on remarque alors que

(u(f)1F) = tim (2=

nstoo N2

y'.I'(x).y.

Par hypothese, la matrice symétrique I'(x) est positive,
donc

et par passage a la limite,

VEeE,  (ux(f)|f) >0.

a En reprenant la démonstration de [2.], on en déduit
que les valeurs propres de ux sont des réels positifs.
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Partie E. Théoréme de Mercer

17. Soit Mo = (x0,to) € [0,1] x [0, 1].

a 510 < xo < to < 1, alors sur un voisinage de My,
la fonction K coincide avec la fonction [(x, t) — x], qui est
continue sur RZ, donc K est continue au point M.

De méme, si 0 < to < xo < 1, alors sur un voisinage
de M, la fonction K coincide avec la fonction [(x,t) — t],
qui est continue sur R?, donc K est continue au point M.

1 ]§ ............................................... y
MO. o : p

Mo

0 1 0 1

@ Enfin, si xo = to, alors K(Myp) = xo = to.
Pour tout point M = (x, t), le réel K(M) est égal tantot
a x, tantot a t (selon ou1 se trouve le point M par rapport a
la diagonale). Donc

‘K(M)—K(Mo)|:|X—Xo‘ ou [t—tol

Mo

Dans tous les cas, on a
[K(M) —K(Mo)| < [[MoM]|
ce qui prouve que

lim K(M)=KM
lim K (M) = K(Mo)
et donc que K est continue au point M.
@ On a démontré que la fonction K était continue en
chaque point My € I x I, donc K est continue sur I x I.

18. Unicité — Si deux fonctions g et h vérifient le pro-
bleme (P), alors

Vxel, (g—h)"(x) =0,

donc la fonction (g — h) est affine sur le segment I = [0, 1] :

J(a,b) e R%, Vxe[0,1], (g—h)(x)=ax+b.
Orb=(g—h)(0)=0eta=(g—h)'(1) =0,donc g =h.
Le probleme (P) admet donc au plus une solution.
Existence — Comme la fonction K est symétrique et
continue [17.], I'application uk est bien définie.

D’apreés la relation de Chasles, pour toutx € I = [0, 1],

r1
uk (f)(x) = i K(x, t)f(t) dt

=| tf(t) dt+J

JoO X

1
xf(t) dt

1
f(t) dt.

X

= | tf(t)dt+ xJ

JO X

Comme f et [t — tf(t)] sont continues sur l'intervalle [0, 1],
on déduit du Théoreme fondamental que uk est de classe
¢ sur I et que

[u ()] "(x) = xf(x) +J f(t) dt — xf(x)

Cela prouve que u (f) est en fait de classe % sur I et que

[uk ()] (x) = —f(x).

De plus, il est clair que ux (f)(0) = 0 et, d’apres I'expres-
sion de la dérivée, [ux (f)]’(1) = 0.
Ainsi, la fonction uk (f) est bien une solution du pro-

bleme (P).
19. Par [12.] et [9.], la fonction K est un noyau de type
positif. D’apres [16.], les valeurs propres de ux sont posi-
tives.

@ Siug(f) = 0-f, alors la fonction nulle u (f) estla seule
solution du probléeme (P) [18.], donc

vxelo1], f(x)=—[ux(f]”(x)=0.

Le noyau de uk étant réduit a la fonction nulle (= le vec-
teur nul de I'espace E), on en déduit que 0 n’est pas valeur
propre et donc que les valeurs propres de ux sont stricte-
ment positives.

@ (Analyse) — Soit A € R, une valeur propre de uk. Il
existe donc une fonction f € E, non identiquement nulle,
telle que uk (f) = A - f. Comme ug (f) est la solution de (P),
alors

Vx e l0,1],

"

Vxelo1], [uk(f] (x) =A-f"(x) =—f(x)
et (Af)(0) = (Af)’(1) = 0. Comme A > 0, on peut poser
1
YT

et en déduire que
Vxel0,1], f"(x)+w?f(x)=0 et f(0)=f'(1)=0.

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonc-
tions de la forme

Vxel0,1], f(x)=Acoswx+ Bsinwx.

La condition f(0) = 0 se traduit par A = 0 et la condi-
tion /(1) = 0 équivaut a Bcosw = 0. Comme la fonc-
tion f n’est pas identiquement nulle, il faut donc B # 0 et
cosw = 0, donc il existe k € N tel que

e
== +km.
w e

(On rappelle que w > 0.)
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On a ainsi identifié les seules valeurs propres possibles
et on a démontré que, pour toute valeur propre A de uy, le
sous-espace propre était la droite vectorielle dirigée par la
fonction

. X
XH—=sm——|.

VA

@ (Syntheése) — Pour tout k € N, on pose

T
wx == +km, A¢=

1
—, fx =[x~ sinwgx].
)
2 wi

D’apres les calculs qui précedent, fi (0) = fi (1) =0 et

Vx e[0T, Mfp(x)=—F(x).

Autrement dit, A, fi est une solution du probleme (P) as-
socié a la fonction f = fi.. D’apres [18.], ux (f) est la seule
solution de (P), donc

uk (fr) = Mcfie.

Comme fy n’est pas la fonction nulle, on a démontré que
Ax était bien une valeur propre de ux.
@ Conclusion — Le spectre de ux est donc I'ensemble

des
1

(1t/2 + k)2
pour k € NN et le sous-espace propre de ux associé a la

valeur propre Ay est la droite vectorielle R - fy.
@ (Normalisation) — En linéarisant, on vérifie que

A =

N —

1
[ fic]|? = J sin? wyx dx =
0

puisque sin 2wy = sin(7 + 2k7r) = 0.
Le sous-espace propre associé a A est donc dirigé par
le vecteur unitaire
VkeN — V2 sin —
ex = [x sin — | .

teurs, mais seulement deux vecteurs directeurs unitaires : on
a le choix entre ey et —ey.

Une droite vectorielle admet une infinité de vecteurs direc-

20. D’apres [19.], A2 = O(k~*) lorsque k tend vers +oo,
donc la série 3_ AZ est convergente (comparaison a une
série de Riemann). On déduit de la formule admise par
I'énoncé que

s

+o0o
Z A2 — 1_ e !
KT 6 6
k=0
@ Par ailleurs, d’apres le Théoréme de Fubini,

1 1
H K(x, )% dx dt = (J K(x, )2 dx) dt
[0,1]x[0,1] Jo Mo

1 0t 1
= (J' x? dx—&-J' t? dx) dt
JO 0 t

1 .3 ]

Donc e
” K, t)?dxdt =) AL
[0,11%[0,1] s
21. On a déja remarqué que K, € E [12.] pour tout x € I.
@ Soitx € [0,1].
Comme (ex)ogkgn €st une ‘ base orthonormée ‘de Fn,

n

pn(Kx) = Z <ek|Kx> + €k.

k=0
De plus, par définition de la projection orthogonale sur Fy,,
Ky =pn(Ky) + (Kx - pn(Kk)) .
—_ Y~—
€Fn €FL

On déduit du Théoréeme de Pythagore que

Ksll* = [pn (K)* + [[Kx — P (K|

puis que
n

[Kx =P (K[| = Kl = D~ (e lKy)?
k=0

(expression de la norme dans une base orthonormée).
. Comme K est continue sur I x 1[17.], on déduit de [4.]
que l'application

1
lx = [Kxll? = L K(x,t)? dt]

est continue sur le segment I. Donc I'intégrale

J; K| dx = J; (J; K(x,t)? dt) dx

est bien définie. D’apres le Théoréeme de Fubini (continuité
de K a nouveau) et [20.],

1 +oo
J Kl dx = Y AZ.
0 k=0
@ D’apres le préambule de la Partie D, pour tout x € I,

(Kiler) =ux(e)(x) = Ak - ex(x)

(puisque ey est un vecteur propre de ug associé a la va-
leur propre Ay). Comme la fonction ey est continue sur le
segment I, on en déduit que la fonction

[x = (ex|Ky)?]
est intégrable sur I et, par linéarité,

J']i(eka>2dx:

0 k=0 Kk

M-

1
?\ﬁJ e (x) dx
o Jo

Il
M-

2 2 - 2
Aellex|” = Z7\k-
k=0

k=0

- Finalement,

1 +oo
| IepakaPax= 3 ¥

0 k=n-+1
— 0

n—-+oo

en tant que reste d’une série convergente.
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22. On ajustifié a la question précédente que, pour tout
x € [0,1],

et Arer(x) =

uk(f)(x) = (K«[f)

<Kx\ek>.

Par conséquent, 1'expression

n

Z (ex|f) -ex(x)

est égale a

(x

n

> (elf) e ) = (Ke| f=palf)
k=0
= <Kx_pn(Kx)|f>

puisque I'endomorphisme Ig —p+, est auto-adjoint (en tant
que projection orthogonale sur F;).
a D’apres l'inégalité de Schwarz,

}UK( i

pour tout x € L.

@ Ces expressions étant [21.] toutes deux des fonctions
continues de x € [0, 1], on peut intégrer cette inégalité et
en déduire que

2
(el f) )] < [[Ke = pni[ 7111

n 2

Huk(ﬂ -3 ad

ek\f>

est majorée pour tout n € N par

(J; ”K"_"H(KX)HZO‘X) 1112,

On peut alors déduire de [21.] que

n 2

welf) = 3

lim ‘ (ex ) =0.
n—-+oo

23. Nous allons prouver que la série de fonctions
converge normalement sur I.

@ Pour tout k € N, la fonction ey est bornée [19.] et,
pour tout x € [0,1],

A (eI f) - ex(¥)] <l (el f) ] el

On a trouvé une borne indépendante de x, il reste a vérifier
que la série des bornes est convergente.
a D’apres l'inégalité de Schwarz,
VkeN,

| (eI ) [ < llexlIF] = [l

puisque la fonction ey est, par définition, un vecteur uni-
taire pour la norme euclidienne.
Par [19.], ||ex||, = V2 pour tout k € N et

Ak K t00 O(%)

Donc 1
°(z)

S Il Cerl )] el

est convergente. On a ainsi démontré que la série de fonc-
tions convergeait uniformément sur [0, 1].

a Comme l'intervalle I est un segment, la convergence
uniforme sur I implique la convergence dominée et donc
la convergence pour la norme euclidienne.

Par conséquent, la somme de cette série de fonctions
pour la convergence uniforme est aussi la somme de cette
série de fonctions pour la convergence en norme eucli-
dienne.

Autrement dit,

n
lim H E
n—-+oo

Akl | (e[ F) |- [lex| o B

et la série

ek\f =0.

On rappelle qu’en dimension infinie, une méme suite peut
avoir deux limites différentes lorsqu’elle converge pour deux
normes qui ne sont pas équivalentes.

Le fait que, ici, la convergence uniforme implique la conver-
gence en norme euclidienne, permet d’invoquer I'unicité de
la limite.

@ Comme la convergence uniforme implique la conver-
gence simple, on en déduit finalement que

+oo
= Z}\k <ek\f> . ek(x).
k=0

Vxelo1], uk(f)(x)

Si la convergence uniforme implique la convergence simple,
en général, la convergence en norme euclidienne n’implique
pas la convergence simple. On a donc établi ici un résultat
qui n’est pas évident.

24. On suit I'indication et on pose

K'(xy) = ) Aex(x)ex(y).
k=0

Il est clair que cette application K’ est symétrique. D’autre
part, les fonctions ey sont continues et bornées sur I [19.].
Par conséquent, les fonctions

Y (x,y) € I x

IxI —I1— R
(x,y) — x — ex(x)
(% y) —yr—ex(y)

sont continues sur I x I et

VkeN,V(xy)elx], |Acex(x)ex(y)| < 2.
On a trouvé un majorant indépendant de (x,y) € I x I
etla série ) 2Ay est convergente [19.], donc la fonction K’
est continue sur I x I en tant que somme d’une série de
fonctions continues qui converge normalement.

Les conditions de la Partie D étant remplies, nous al-

lons pouvoir appliquer le résultat établi en [13.].
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@ Soient f € E et x € [0, 1]. En tant que fonction de y, la
série
S Aeer(x)ex(y)f(y)
converge normalement sur le segment I car

VkeN,Vyel, [Acex(xex(y)f(y)] <2[fl, A«

et la série ) Ay est convergente. Par conséquent,

e

c’est-a-dire

dy = Z Axex(x J €x U)f(y) dy

wi (F)(x) = (KL IF) ZAk (ex|f) - ex(x).
: Par [23.],
uk (f)(x) = (Ki[f) Z7\k ex|f) -ex(x).

On a ainsi démontré que
Vel Vxel0o,1], ux(f)(x)=ux(f)(x)

et donc [13.] que K = K.

@ Donc

Y (x,y) € [0,1] x [0,1], K(x

Z ?\kek

25. D’apres la question précédente,

Z ?\kek

Or les fonctions ey sont continues sur le segment [0, 1] et
[19.]

Vxelo, 1], K(x

VkeN, Vxe 0,1, 0<Are(x) <2\

A nouveau, on a trouvé une borne indépendante de x et
qui est le terme général d'une série convergente. Donc la
série de fonctions Y AxeZ converge normalement sur le
segment I.

La fonction [x — K(x, x)] est donc intégrable sur I et

1 +oo
J K(x,x)dx:ZAkJ ek dx—Z?\k
0 k=0

puisque |lex|| = T pour tout k € N [19.].



