Intégrales

Justifier I'existence de
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et étudier le comportement de 1, lorsque n tend vers +oo.
*

On pose I =]0,+o0[ et, pour toutn € N,
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. Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur l’'ouvert I.
Pour n = 0, la fonction f;, tend vers 2 au voisinage de t = 0 et,
pour toutn > 1,
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Donc f,, est intégrable au voisinage de t = 0 pour tout n € N.
Pour n = 0, on a f,(t) ~ 2/t au voisinage de +o0 et, pour tout
n>l,
t" + o(th) 1
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Donc f,, est intégrable au voisinage de t = +o0 si, et seulement si, n > 2.
Bref : pour toutn > 2 (et seulement pour n > 2), la fonction f,, est
intégrable sur I.
@ Considérons la fonction f définie sur I par

| A osio<t <,

vtel, f(t) 0 sit>1.

La fonction f est continue sur ]0, 1[ et sur ]1, +o00[. Par ailleurs, elle admet
une limite finie a gauche en t = 1 (limite égale a 1) et une limite finie a
droite en t = 1 (limite nulle). Donc la fonction f est bien continue par
morceaux sur [.

@ Pour 0 <t<1,onsaitquet™et 2™ tendent vers 0 lorsque n tend

vers +oo, donc
1

li falt) = — = f(t).
LHm fa(t) 7 f(t)
Pourt=1,ona fy(t) =1 =1(t) pour tout n € N. Enfin, pourt > 1, on
sait que t™ et t°™ tendent vers +oo lorsque n tend vers +oo, donc
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La suite de fonctions (f;,)n>2 converge donc simplement sur I vers la
fonction f.
@ Considérons la fonction g définie sur I par

2 si0<t<],
vtel glt)= ‘//\t/j sit>1.

Cette fonction est évidemment continue sur les deux intervalles ouverts
10, 1{ et ]1, +ool. Par ailleurs, elle tend vers une limite finie & gauche en
t = 1 (limite égale a 2) et vers une limite finie a droite en t = 1 (limite
égale a 1). La fonction g est donc continue par morceaux sur 1.

Par comparaison avec les fonctions de Riemann (au voisinage de
t = 0 comme au voisinage de t = +00), la fonction g est intégrable sur
lI'intervalle 1.



a Pour 0 <t < 1,il est clair que
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Pourt>Tletn>2,0na0 < vt <t"etdonc
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On a donc établi que
Vnz2,vtel, 0<fn(t)<g(t)

oll le majorant est indépendant de n et intégrable sur I en tant que fonc-
tion de t.
La convergence est donc dominée. Par conséquent,
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