Intégrales

Pour tout entier n > 1, on définit la fonction f, sur [0, 1] en posant :

nynt pour0 <t <y,

Vte[oyﬂ) fﬂ(t):’ 1/ﬁ pou7’1/n<t§1.

Démontrer que la suite (fn)n>1 converge simplement sur (0, 1], mais ne
converge pas uniformément sur [0, 1].
Calculer de deux manieéres différentes la limite de

1
Ih = J' fn(t) dt
0

lorsque n tend vers +oo.
*

. Les deux définitions de f,, (/) coincident :
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donc la fonction f,, est bien définie sur [0, 1].

@ La fonction f,, est clairement continue sur [0, '/»[, ainsi que sur
1/n, 11. De plus, elle est clairement continue a gauche en x = 1/, et
continue a droite en x = 1/, donc elle est bien continue en x = /.
Par conséquent, la fonction f;, est continue sur le segment [0, 1].

L'intégrale I,, existe donc bien en tant qu’intégrale d"une fonction
continue sur un segment.
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REMARQUE.— La fonction f,, est clairement de classe €' sur les inter-
valles [0, V/n[ et ]1/n, 1]. Elle est également dérivable a gauche et a droite
en x = 1/, mais
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(fn)é(vn) =nyn tandis que (fn)(/i(]/n):

donc f,, n'est pas dérivable en x = /.
a Six =0, alors f(x) = 0 pour toutn > 1.
5i 0 < x < 1, alors il existe un entier ng =no(x) € N tel que
1
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vVn > nyg, X >
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et donc :

= W'
Par conséquent, la suite de fonctions (fn)n>1 converge simple-
ment sur [0, 1] vers la fonction f définie par

vVn 2 Mo, fn(x)

0 six=0,
Vel =1 0 Go<x <,
REMARQUE.— La fonction f est continue sur ]0, 1], mais elle n’est pas
continue par morceaux sur [0, 1], car elle n’a pas de limite a droite finie
au voisinage de 0 (elle tend vers +o0).

@ Comme toutes les fonctions f,, sont continues sur [0, 1], si la suite
de fonctions (fy, )n>1 convergeait uniformément sur [0, 1], 1a limite f de
cette suite serait également continue sur [0, 1], ce qui est faux comme on
vient de le constater.

Par conséquent, la suite de fonctions (fy )n>1 ne converge pas uni-
formément sur [0, 1].



@ On peut calculer explicitement I, : pour toutn > 1,

CAVT ) =2 g !
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@ Sinon, on peut remarquer que, pour toutn > 1,
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, 0K fu(x) < fu(Vn) =vn f(x)
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et que
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Par conséquent,
YVn>1,Vxel0,1], 0<fn(x)<f(x).

Or la fonction f est une fonction intégrable de référence sur 10, 1], donc
la convergence est dominée !
Par conséquent,

1 1
J fr(t) dt—)J f(t) dt =2[V1-v0] =2.
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REMARQUE.— La fonction f n’est pas continue par morceaux sur [0, 1]
et a fortiori n’est pas intégrable sur [0, 1]. Cependant, elle est bien conti-
nue sur |0, 1] et intégrable sur ]0, 1] : c’est méme, comme on 1'a dit, une
fonction de référence!

Cette remarque en passant pour indiquer que la théorie de 'inté-
gration qui est au programme est trop simplifiée pour ne pas présenter
quelques bizarreries...



