15
Matrices

Opérations algébriques sur une matrice

1. Pour une matrice A quelconque, calculer A.A, A + Al
AA+L

2. Que dire du produit de deux matrices triangulaires infé-
rieures? (resp. supérieures ?)

3. Trace

3.1 Quelles que soient les matrices A et B,

tr(AB) = tr(BA).

Cette formule est vraie dés que les deux produits AB et BA sont
définis — méme si les deux matrices ne sont pas carrées.

3.2 Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille,
T n n
B) = Z Z al',]‘bl',j.
i=1j=1
4, Quelles que soient les matrices carrées A et B,
(AB)T =BT.AT

Si A et B sont symétriques, le produit AB n’est pas nécessaire-
ment symétrique.

5. Pour toute matrice M € M, (K), il existe deux matrices
Se Su(R) et A € o, (R) telles que

M=S5+A.
Cette décomposition est unique et

M+MT
§=——,

6. On suppose que A € M, (K) est inversible.

6.1 Si A est symétrique, alors A 1est symétrique.
6.2 Si A est triangulaire supérieure, alors A~! est triangulaire
supérieure.
7. Calculs d’inverse
741 )
1 2 0\ -1 2 2
-2 1 1 = 1 -1 -1
3 0 -1 -3 6 5
7.2 )
2 1 2\ 1 0 -1
3 01 =[5 -2 -4
11 2 -3 1 3
7.3
11 1\" 1 2 3
3 -2 1 =11 1 2
-2 1 -1 -1 -3 -5
II

Matrice d’'une famille de vecteurs

8. Le rang d’une famille libre est égal a son cardinal.

9. Théoreme de la base incompléete

En combinant les deux théoremes suivants, on peut définir une
base de proche en proche.

9.1 = Augmentation d’une famille libre

Soit (e, ..., er), une famille libre. Alors la famille augmentée

(e1,...,er,€r11)

est libre si, et seulement si,

erpq & Vect(ey, ... er).

9.2 = Diminution d’une famille génératrice
Soit (eq,...,er,ep11), une famille génératrice du sous-espace F. Alors
la famille diminuée

(e1,.--,er)

est génératrice de F si, et seulement si,
ery1 € Vect(el, ..

).

Dans ce cas,

rgley, ... er,ep41) =1gler, ... er).
10. On pose
e1=(1,-12), e=(221), &a=(305).

101 Lafamille (g1, 5, €3) est une base de RS.
102 Construire des familles libres/génératrices de R a l’aide
des vecteurs suivants.
2¢1 +e5 = (4,0,5)
—281 +ée3 = (1 2, 1)
282 — &3 = (1,4 3)
(
(

—e+e3=(1,-24)

€1 — ey +e3=(2,-3,6)

3e; —2e3 = (0,6,—7)
3e1 — &2 = (1,-5,5) (
—&+e3=(21 ) (

2¢1 +3ex = (8,4,7)
2¢1 —ex+e3=(3,—4,7)

10.3  Variante : Calculer le rang d'une famille construite a1’aide
des vecteurs précédents.

III

Colonnes d’une matrice

11. Méthode

11.1 = Pour toute matrice colonne X, le produit AX est une combinai-
son linéaire des colonnes de la matrice A.

112 On peut donc déterminer des vecteurs du noyau de A en
trouvant des relations de liaison entre les colonnes de A.

121 S'il existe une matrice colonne X # 0 telle que AXy =0,
que dire de la matrice A?

122 Si AX = 0 pour toute matrice colonne X, que dire de la
matrice A?
13. Pour la matrice
2 1 4
A=|1 -1 -1},
-1 2 3

onaCy +2C, —C3=0.
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14. Pour la matrice

1 -2 4
A=[1 -1 3],
3 1 5

ona2C1 —Cz—C3 =0.
15. Pour la matrice

-1 1 3
A=|-5 -2 1],
4 1 —2
onaCy —2C+C3 =0.

v

Puissances d’'une matrice

16. Les matrices suivantes sont nilpotentes d’indice 2.
16.1

16.2

16.3

( 2 -1 2 ) ( 1 )
—4 2 4|=|-2]@ -1 2
—4 2 4 -2

17. Les matrices suivantes sont nilpotentes d’indice 3.

010 0 1
0 0 2 0 0
0 0 0 0 0

Par conséquent, pour toutn > 1,
1
) 2

(A+I)":1+nA+”(”T’ ,

(~I+A)" = (-1)"[1-nA+ @AZ].

O WN

18. Pour toute matrice colonne U, la matrice

uut

ur.u

est la projection orthogonale sur la droite IR - U et la matrice Q =
I — P est la projection orthogonale sur le plan U~.

18.1 Avec
1
u=1\| 21,
-1
on pose

5 =21 1 2 -1
A=|-2 2 2 et B=1| 2 4 =2].
1 2 5 -1 -2 1

OnaalorsB=UU",A=UT.U=6etA=AI— B, donc

A2=)A, B*=AB e AB=BA=0.

182 IdemavecU' = (1

5
A=|1
-2

(Ce qui revient a permuter les vecteurs de base.)
183 IdemavecU' =(1 1 -3),

10 -1 3 1 1 -3
A=|-1 10 3|, B=1|1 1 -3
3 3 2 -3 -3 9

mais cette fois A = UT.U = 11.

19. Formule du bin6me
Calculer les puissances de

-1 2 0 0
0 0 -1 0

20. Calculs par blocs

N U1 =
|
NNN
~
os]

Il

|
NH>—\
[ =
N —
N
%l\)
SN——

SON

O = O
N————

20.1  Calculer les puissances des matrices suivantes.
1 2 -1 1
01 0 -1
20.2  Calculer les puissances des matrices suivantes.
1 2 0 2 0 0
01 0 0 -1 1
00 -1 0 0 -1
A\
Polynémes annulateurs
211 Que dire des puissances d’"une matrice triangulaire ?
212 Que dire des polynémes annulateurs d"une matrice trian-

gulaire? (CN)
22. Le polynéme minimal de la matrice

1 2 -1
A=10 -1 2
0 0 2

est (X —1)(X +1)(X —2) = X3 —2X? — X + 2. L'inverse de A
est donc

(I4+2A—A?%) =

NI —

N —
~

23. Le polynéme minimal de la matrice

31 -1
A=1(10 1 1
0 0 1

est (X —1)%(X —3) = X3 —5X? +7X — 3. L'inverse de A est donc

1 -1 2
~(715A+A2)—%~(0 3 3).

Wl

0 0 3
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24. Le polynéme minimal de la matrice 26.6

-1 0 3 16 7 -1
A=|0 -1 2 A= 8 -1 -5
0 0 1 4 -5 -7

ImA=[-x+3y—2z=0] KerA=R-(1,-2,2)
est (X —1)(X +1) = X? — 1, donc A est son propre inverse.
26.7

VI (2 -3 10)
A= 8 8 10
Rang d’une matrice 0 -4 6

ImA=[-4x+y+52=0] KerA=R-(—11,64)

25. Matrices de rang 1
Donner un vecteur directeur de leur image et retrouver une équa- ¢ 5
tion cartésienne de leur noyau.

25.1 0 4 8
A= 2 -12 -16
-1 -3 -1 3 12 -12
A= -1 -3 -1 KerA=[x+3y+2z=0]
-5 —-15 -5 ImA=[3x+3y—2z=0] KerA=R-(—4,-21)
25.2 26-9
9 12 —6 -12 5 5
A=|10 0 O KerA=[-3x—4y+2z=0 A= -4 7 -1
0 0 0 -4 7 -1
ImA=[-y+z=0] KerA=1R-(54,8)
253
B 27. Dé le moins de calcul ibl 1
A= 9 3 _3 KerA=[3x—y+z=0] . Démontrer, avec le moins de calculs possibles, que les ma-
_ _ trices suivantes sont inversibles.
9 3 =3
27.1
6 —12 3
254 ( 20 -5 -19 )
-2 —6 10 4 2 u
A= -2 -6 10 KerA=[x+3y—5z=0] 7.5
-4 -12 20 5
—12 5
25.5 -1
-2 0 1 27.3
A= 0 00 KerA=[2x—-z=0] 711 74 -3
-4 0 2 6
—6
25.6
27.4
0 0 0 -3
-3 4 -1 KerA=[3x—4y+z=0] 3
6 -8 2 -2
27.5
26. Matrices de rang 2 143 -l
Donner une base de leur image; retrouver une équation carté- —6 3 3
sienne de leur image et un vecteur directeur de leur noyau. -2 -5 -2
26.1  Suitede [13]-Im A = [x — 5y — 3z = 0] 76
26.2  Suitede [14] -Im A = [4x — 7y +z = 0] 2 4 —6
26.3  Suitede [15]-Im A = [3x + 5y + 7z = 0] 4 16 —20
26.4 —4 2 0
-9 -1 0 27.7
A=| -3 -5 0 -20 -17 -1
8§ —10 0 8§ 12 -12
ImA=[5x—7y+3z=0  KerA=R-(0,0,1) 0 b3
27.8
26.5 ( 0 12 22 )
5 -8 5
0 6 2
— 1
A=| -6 15 4 6 162
10 -11 -2

ImA=[7x—5y—3z=0] KerA=R-(1,2,—6)
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VII

Changement de base

28. On considere la matrice
1 0 O
A=10 0 1].
0o -1 2
La matrice
1 00
P=(0 1 0
01 1

est inversible et

1 0
plap=1(0 1
0 0

29. On considere la matrice

29.1  Onsuppose qu'il existe une matrice inversible P telle que

1 0 0
plap=10 1 0].
0 0 «

Que vaut & ? En déduire que '’hypothése est absurde.
29.2  Démontrer qu’il existe une matrice inversible P telle que

X o
X o %

1
plap= (o0
0

|

mais qu’il n’existe pas de matrice inversible P telle que

1 0 %
PlAP=(0 1 «|.
0 0 =«
30. On consideére I'endomorphisme f de R3 représenté par la

matrice

1 -2 2
A=(2 -3 2
2 =21

dans la base canonique .

30.1  La droite Ker(f — I3) et le plan Ker(f + I3) sont supplé-

mentaires dans R3.

30.2  En choisissant un vecteur directeur u; de Ker(f — I3) et
une base (up, u3) de Ker(f + I3), on obtient une base

B = (u1,u, u3)

de R3. Quelle est la matrice de f dans cette base?

31 On considére I’endomorphisme f de R? représenté par la

matrice

3 -1 1
A=(2 0 2
1 -1 3

dans la base canonique %) = (ey, ey, €3).

311 Lesous-espace Ker(f — 2I) est un plan : donner une base

(u1,up) de ce plan.

312 Onposeuz =e;+ e +e3 = (1,1,1). Démontrer que
PB = (uy,ua,u3)

est une base de R3 et que Matz(f) est de la forme :

2 0 «

0 2 BJ.

0 0 2
(Expliciter « et B.)
32. Dans chacun des exemples suivants, la matrice P est in-
versible.

32.1  On considere

)

AN
/
I
_—w
| |
— Ul =
I
W=
\—/
)

Il
/
OO W
oN O
N O O
~

2.
-1 -3 1 — 0 0
pl| -3 3 -3 |p= 0 -2 0
1 -3 -1 0 0 6

3.
0 1 -4 -3 0 0
p1 1 -5 1 |pP= 0 4 0
-4 1 0 0 0 —6

4.
-1 -2 0 -3 0 0
Pl -2 1 -2 |pP= 0 -1 0
0 -2 -1 0 0 3

32.2  On considere

5.
7 -1 -1 6 0 0
plf -1 13 -5 |p=|0 9 o0
-1 -5 13 0 0 18

6.

1 1 1 12 0 0
pl 1 14 -4 |Pp= 09 0
1 -4 14 0 0 18

32.3  On considere

e

R
/o~
|
[
|
N W=

|
WN =
\—/
e

Il
/o~
OO =
O WO
N O O
v
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8.
—4 8§ -8 2 0 0
p1! 8 3 -1 |pP=|0 -12 0
-8 -1 3 0 0 12
9.
2 -1 1 1 0 O
plf -1 1 0 |pP=|0 30
1 0 1 0 0 O
VIII
Calculs par blocs
33. Si
0 By O
A=10 0 B],
0 0 0
alors
0 0 BB,
A2=10 0 O
00 0
et A3 =0.
34. La matrice

N

est inversible si, et seulement si, les blocs diagonaux A et C sont
inversibles. Dans ce cas,

1 [(ATY —A-1BC!
M ’( 0 c! ‘

35. Produit de Kronecker
Soit B, une matrice inversible.
35.1 La matrice

est inversible et

La matrice

B 2B
€= (23 33)
est donc inversible et

1 (-3B71 271
c _(2371 -B71)"

35.2 Variantes :

GY-( )



