16
Séries numériques

1. Vocabulaire
Savoir distinguer le terme général, la série, les sommes partielles,
la somme, les restes.

2. Séries de référence
Condition nécessaire et suffisante de convergence pour les :
2.1 séries de Riemann,

2.2 séries géométriques,

2.3 séries de Poisson.

3. Nature de ) j"?

4, Exemple de série divergente qui n’est pas grossiérement
divergente?

Théorémes de comparaison

5. Roéle du signe
Peut-on appliquer un théoréme de comparaison a une série dont
le terme général
1. estnégatif?
2. change de signe indéfiniment (par ex. une série alternée) ?
3. estcomplexe?

6. La série Y e~ V" est convergente car eV = o(n~P) pour
toutp > 2.

La régle de D’Alembert ne permet pas de démontrer que cette
série converge.

7. Piege

Les séries

Z(_nl) et Z(n_—il—)l

sont de méme nature car leur différence est absolument conver-
gente.

8. Pour tout n € NN, on pose u,; = (Zn”). La série ¥ ul” est
absolument convergente.

9. Nature des séries suivantes, en discutant sur le parametre
xcRy.

Yin(1+ )" zn(%"xn)

Z 1 Z efnx
2 2 _
n+n<x (n132) n 1
cos2mtnlx
)y 1372
10. On considere la série }_a,x" avec x € R et

v R
€N, :/ LAY
n an 0 1+t2

10.1 Pour toutx € R4, ona

5o

donc la série Y a,x" converge absolument pour 0 < x < 1.
g p

10.2  Pourtoutn € N,
1 1 n n+1 1
an>M>,/ F+t = ,
2 2Jo 1+t 2(n+1)

donc la série ) a,x" diverge pour tout x > 1. En particulier, elle
diverge grossierement pour x > 1.

11. On considere la somme

nx

2 xe~
S(x) = n; I

111 L'expression S(x) est définie pour tout x € R4.
11.2  Lasérie de terme général
xe ¥ 1
My=sup — = ——
xR, Inn enfnn

est divergente.

113 Pour tout A > 0, il existe une constante M > 0 telle que
—+o0
Y x €[0,4], ‘ Y xe K| < M.
k=n
Par conséquent,
+o0 —kx
xe M
Vxe oAl ‘ * ol 2
[ ] ,; mk | = fnn
=n
12. Soient ) u, et ) vy, deux séries de terme général stricte-

ment positif. On suppose que la série ) 1, est convergente et que

Un+1 Up41
e < e
Un Uy

a partir d’un certain rang. Alors la série ) v, est convergente.

II

Séries alternées

13. Nature de la série de terme général
(1" \_ (=) 1
U En( + n(n+1)> - +O(n2>
14. Les séries

(=1)"
LT iy

sont-elles de méme nature?

15. Pour tout n € IN*, on pose
(71)71 +o0
Uy = 7’13 et Rl’l = Z U

k=n+1

Démontrer que la série ) R, est absolument convergente.
16. Pour tout x € R4, la série

(=1)"n

)y n?+x

est convergente, mais pas absolument convergente.

17. Pour tout entier n > 2, on pose
n (_1)k
w=TT(1+ ).

Etudier la convergence de la suite (11, ) >
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18. Pour quelles valeurs de x € R, la série

le

LW

est-elle convergente ?

19. Nature de la série de terme général
1" 1
— i 2 g (
up = sin(7wy/(—1)" + n?) T sm(nrrJr — O(F)

20. La série de terme général

(n+1)7 gin ¢

Uy = / —dt
JN7 t
est convergente mais pas absolument convergente.
21. La série
Z (=1)"x

n? + x2
converge pour tout x € R et, pour tout entier n > 1,

& (—1)kx 1

VxeR, | < 7.
* ]; K2+ x2| = 2n

=n
22. Soient a et b, deux réels strictement positifs. En discutant
sur les valeurs de a et b, déterminer la nature de la série de terme
général

(=" 1
Uy = En(l ) —.
" T )t e
III
Comparaison avec une intégrale

23. Mlustrer la comparaison d’une somme et d’une intégrale

par une figure correctement légendée (cas croissant / cas décrois-
sant).

24. Peut-on comparer une somme et une intégrale dans le cas
ot la fonction f n’est pas positive?
25. Lorsque n tend vers +oo,
P 1
Su= Y o~
2
k=n+1 k n
Donc la série ) S;, est divergente.
26. Lorsque n tend vers +oo,
i 1 1
Si= Y — g~
2
k=n+1 1+k n
Donc la série ) S;, est divergente.
27. Par comparaison d'une somme et d"une intégrale,
=) 1 dt T
lim Z -5 = — =
n—eo = 1 +k Jo 14t 4

Peut-on en déduire une série dont la somme est 7/4?
28. La série } E“T” est divergente. Ordre de grandeur des
sommes partielles?

29. Série de Bertrand
La série ) ﬁ est divergente. Ordre de grandeur des sommes
partielles?

30. La fonction
+o0
X
S = —_—
=% o

est définie sur R. Elle tend vers 0 au voisinage de 0 et vers 7/ au
voisinage de +-oo.

v

Calculs de sommes

31. En admettant que

S
= n? 6’
démontrer que
1 2 1 2
Z_zzﬂ et que Z Pl

n pair n impair

32. Soit x € R.

321 Calculer la somme partielle
N
Z einx.
n=0
322  Soit ¢ € R. Calculer la somme partielle
N
Y cos(nx + ¢).
n=0
323  Ces sommes partielles convergent-elles ?
33. Séries géométriques

Soit g € C, différent de 1. Calculer les sommes suivantes (lors-
qu’elles sont définies).

q
Y. 9" =
n=1 1- q
+Z°° P
q =
n=No+1 1—q
1
L=
n pair 1—¢
q
L 1=
n 1mpa1r 1 - qz
9
qt = 3
n=1 (mod 3) 1—q
B g
7 =q"
n=Ny T—q
34. La série de terme général

up =fnn—2¢m(n+1)+fn(n+2)

est absolument convergente et sa somme est égale a — n 2. Equi—
valent du reste?

Questions, exercices & problémes

35. Développement décimal
Soit x € R.
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35.1 Pour tout entier n > 1, on pose

[10".x |

dn = o

La suite (d,),>1 converge vers x.
35.2 Pour tout entiern > 1,

Llodn+1J - dn.
353 Il existe une suite (g )r>1 d’entiers tels que
Vk>1, ¢ €[0,9]

et telle que

—+o0
€k
x=Y .
k
= 10
36. Pour tout entier n > 1, on pose
U
H, = — et Dy, =H,—{nn.
n kzzl k n n

Comme
D”+1 ~ Dn H*}Z 00 0(7)/

la suite (Dy),>1 est convergente.

37. En comparant la somme a une intégrale (généralisée),

1€ d li 1 En J4 k
,/0 ntdt = 1r£ — nE.
On en déduit que
mn! = ninn+ O(n).
n—-+0oo

Comparer avec la formule de Stirling :

n ~ 2mne "n".

n—-+4oo



