RMS 134 [1470]

Pour tout x € R, on pose
£(x) = [x) + (x— [x))%

Etudier la continuité de f.
Démontrer que f est strictement croissante sur R et que

vVxeR, f(x)<x.

Tracer le graphe de f.

On considere un réel a et la suite (xy )xen définie par la donnée de xo = a
et la relation de récurrence

Vke N, Xk+1 :f(Xk).

Etudier la monotonie et la convergence de la suite (X )xeN-

La fonction [x — |x]] est de classe ¥ sur R \ Z, donc la fonction f est
en particulier continue en chaque point de R \ Z.
@ Soitn € Z.Ona f(n) = n+ (n—n)? = n: chaque entier est un point fixe

def.

Lorsque x tend vers n par valeurs supérieures, alors |x| tend vers n et
x — | x| tend vers 0, donc f(x) tend vers n.

Lorsque x tend vers n par valeurs inférieures, alors | x| tend vers (n—1)
etx — |x] tend versn — (n — 1) = 1, donc f(x) tend vers

m—1)+1>=n.

La fonction f est donc continue en chaque point n € Z.

a  La fonction f est continue sur R.

Pour toutx € R, ona
0<x—|x] <1 donc 0< (x—[x])*<x—|x]
et par conséquent
flx) < [x]+ (x—[x]) =x.

@ Plus précisément, six ¢ 7, alors 0 < x— x| < 1. Donc (x—|x])?

et f(x) < x. Les entiers sont donc les seuls points fixes de f.

< (x—[x])

@ Considérons un entier n € Z et deuxréelsn < x <y <n+1.0nadonc

x| = [y) =net
0<x—m<y—m<1.

Par conséquent,
f)=n<n+x—mP?=Ffx)<n+y—m?2=~fy)<n+1="Ffn+1).

La fonction f est donc strictement croissante sur chaque segment [n,n + 1].
Elle est donc strictement croissante sur IR.
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Comme f(x) < x pour tout x € R, la suite (xi)ken est décroissante :
VkeN, xipr=f(xe) < xx.

@ Posonsn =|a].Onadoncn <xp<n+1.
Comme f est strictement croissante et que chaque entier est un point fixe
de f, on en déduit (par récurrence) que

VkeN, n<xx<n+l1.
@ La suite (xx)xen est donc décroissante et minorée :
VkeN, n<xp <xx<xpo<n+1.

Par conséquent, elle converge vers un réel { € [n,xq]. Comme la fonction f
est continue sur IR, la limite £ est un point fixe de f qui appartient au segment
[n,xo] C Myn+1L

Comme les entiers sont les seuls points fixes de f, on en déduit que la
suite (xx)xen converge versn = |xo].



