Planche I

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
I"énoncé et que vous sachiez précisément quels théorémes ou quelles méthodes il convient d’appliquer.

Exercice 1.1 1563

1.  On considere I'espace vectoriel E = R3[X].
1.1 Quelle est la dimension de E ? Donner une base
de E.

1.2 On considere I'ensemble H défini par

PeH < P(1)=0.

@ Démontrer que H est un sous-espace de E.

@ Quelle est sa dimension? Déterminer une base
de H.

@ Déterminer un sous-espace G de E tel que

E=GoH.

1.3 FEtant donnés deux polyndmes

A=a9+mX+aX*+a3X5,
B = by + b1 X + by X? + b3 X5,

on pose
3
<A|B> = Zakbk.
k=0

@ Démontrer que (- |-) estun produit scalaire sur
I'espace vectoriel E.

@ Soit P = X% + 1 X + . Exprimer les coordon-
nées de (X — 1)P relatives a la base canonique de E.

@ Indiquer une méthode permettant de trouver
une base orthogonale de H.

a Vérifier que la famille

By =(X—-1,2X>-X—-1,3X°-X>~-X—1)

est une base orthogonale de H pour ce produit sca-
laire. Cette base est-elle orthonormée ?

Exercice 1.2 1681

2. Pour tout entier n € IN, on pose

1
In:/ x"g(x) dx
0

ou
ex
v 0,1], == _.
re 1), g0 = oo
2.1 Justifier 'existence des intégrales I;;.
2.2 Démontrer qu’il existe un réel K > 0 tel que

Vxel01], |gx)| <K

@ En déduire que la suite (I,),en tend vers 0.
2.3 Démontrer qu’il existe une fonction G de classe
¢ sur [0,1] telle que

1
(n+1)I, = g —/ "G (x) du.
0

@ En déduire un équivalent de I, lorsque n tend
vers +oo.
@ La série ) I, est-elle convergente ?



Planche II

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
I"énoncé et que vous sachiez précisément quels théorémes ou quelles méthodes il convient d’appliquer.

1555

3.  On considére 'endomorphisme u € L(R?) re-
présenté dans la base canonique de R® par la matrice
A suivante.

Exercice I1.1

1 -2 -1
A=[-1 1 -1
-1 0 1
3.1  Calculer les matrices
A—2I3, (A—-2DL)* et (A+1).
3.2 En déduire que le sous-espace

F =Ker(u +1f)

est une droite vectorielle. Donner un vecteur direc-
teur de cette droite.
3.3 En déduire également que le sous-espace

G = Ker(u — 21g)?

est un plan vectoriel. Donner une équation carté-
sienne de ce plan.

3.4 Démontrer que F et G sont supplémentaires
dans R3.
3.5  Déterminer un réel a tel que

p=a-(u—2Ig)?

soit un projecteur. Identifier I'image et le noyau de ce
projecteur.

Exercice I1.2 1674

4, On considere la suite (u,),en définie par la
donnée de 1y = 1 et la relation de récurrence sui-
vante.

2n—+2

VneN, hre
" m+5

Uyl = Uy.

On pose également

n+1)3/2 Upi

Vn e N¥, vn:(
n Uy,

41  Démontrer que u, est un réel strictement positif
pour tout n € N.

4.2 Soita > 0. Démontrer que
a a 1
(14 55) b0 (R):
n +n—|—1 n—s-+00 n+o n?
4.3  Démontrer que
1
tnos, =, 0(52)
4.4  Quelle est la nature de la série )_¢nuv,?
4.5 En déduire qu’il existe un réel K tel que
lim /n(n%%u,) =K.
n——+o00
4.6 Que dire de la série }_u,?



Planche III

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
I"énoncé et que vous sachiez précisément quels théorémes ou quelles méthodes il convient d’appliquer.

Exercice III.1 1556

5. Soit E, un espace vectoriel de dimension finie.
On considére deux endomorphismes f et ¢ de E tels
que

ff=¢"=Ig et fog=-—gof.

51  Démontrer que
E = Ker(f —Ig)® Ker(f +1g).
5.2 Vérifier que

VxeKer(f—1Ig), g(x)eKer(f+1Ig).

@ Démontrer que l'application linéaire
g1 : Ker(f —1g) — Ker(f + Ig)
définie par
VxeKer(f—1g), gi(x)=g(x)

est injective.

@ Comparer les dimensions de Ker(f — Ir) et de
Ker(f +1g).
5.3  Démontrer que la dimension de E est paire.

Exercice III.2 1692

6. On considere la fonction G définie par

G ey
(x)—/l et

NB : On ne cherchera pas a calculer cette intégrale.
6.1  Démontrer (en citant précisément le théoreme
appliqué) que la fonction G est bien définie sur
10, +oo[, qu’elle est de classe € et qu’elle est stricte-
ment croissante.

Vx>0,

6.2  Démontrer que G est concave.
6.3  Démontrer que
x dt
Va1, ogc(x)g/ .y
1
6.4  Démontrer que
x dt
Vo<x<1l G(x)<e™ 7
6.5  Tracer I’allure du graphe de la fonction G.
7.  On considere I'équation différentielle suivante.
(E) Vx>0, xy'(x)+xy(x)—y(x)=0
7.1 Vérifier que I'équation différentielle (E) admet

une solution de la forme y(x) = x*.
7.2 Soient y et z, deux fonctions définies sur
|0, +-00[, liées par la relation suivante.
Vx>0, y(x) = xz(x)

Démontrer que y est une solution de 1'équation dif-
férentielle (E) si, et seulement si, z est solution d’une
équation différentielle (E’) qu’on précisera.

@ Indiquer comment résoudre I'équation (E’).



Planche IV

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
I"énoncé et que vous sachiez précisément quels théorémes ou quelles méthodes il convient d’appliquer.

Exercice IV.1 1679

8. Pour tout entier n € N, on définit la fonction £,
en posant

1

Vi€ Ry, REEEETTE

I (1)

8.1  Démontrer avec soin que chaque fonction h,, est
continue sur R.
82 Soitt € R;.

@ Déterminer la limite de ,(t) lorsque l'entier n
tend vers +oco. (Discuter sur la valeur de t.)

@ La suite (hn(t))n < est-elle monotone? (Si oui,
on précisera son sens de variation.)
8.3
que

Trouver une fonction g, continue sur R, telle

VneN, VteRy, |hi(t)] <g(t).

@ On note G, une primitive de g. Est-il possible de
choisir la fonction g de telle sorte que G admette une
limite finie au voisinage de +c0?

Exercice IV.2 1393
9. On considere la matrice
1 0 -1
A=10 1 0
-1 2 1
9.1 Ecrire les matrices A — I3 et A — 2I5. En déduire

que le produit
A(A —I3)(A —2I3)
est égal a la matrice nulle et que
A’ =3A% —2A.

9.2 Démontrer que, pour tout entier n € N¥, il
existe un unique couple (a,, B,) € R? tel que

A" = 0, A% + BLA.
9.3  On pose maintenant

1 1
P =2A— A% et PZ:EAz—EA.

Vérifier que

AP =P et AP, =2P
et en déduire que
VneN', A"=P +2"P.



Planche V

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
I"énoncé et que vous sachiez précisément quels théorémes ou quelles méthodes il convient d’appliquer.

Exercice V.1 1678

10.  Pour tout entier n € N, on pose

_ /” Arctant
142

10.1 Dessiner l'allure du graphe de la fonction
Arctan. On précisera les propriétés remarquables de
ce graphe.
10.2 Dans un premier temps, on ne demande pas de
calculer u,,.

@ Démontrer que la suite (1, ),en est bien définie.

@ Démontrer que la suite (Uy)nen est positive et
croissante.

@ Démontrer que la suite (1,),enN est convergente.
10.3 En calculant la valeur de u,, déterminer la li-
mite de la suite (u,)en-

Exercice V.2 1611

11.  On considere le polyndme

P=X—(2+)X*+3X+i-2.

11.1  Démontrer sans aucun calcul que le polynéme
P est scindé sur C.

11.2 Vérifier que le polyndme P admet une unique
racine réelle A.

11.3 Vérifier que le polynome P admet une unique
racine imaginaire pure ix.

11.4 Donner l'expression factorisée de P.

Exercice V.3 1548

12. On considere la matrice
11110
1 0 0 01
A=11 0 0 0 1
1 00 01
11110

et on note u, 'endomorphisme de R® représenté par
la matrice A dans la base canonique de R°.

12.1  Calculer le rang de u. En déduire une base de
Ker u.

12.2  On considere les vecteurs

e1=(1,0,0,0,1) et e =1(0,1,1,1,0).

Vérifier que %y = (€1, ¢2) est une base de Im u.
@ Calculer u(eq) et u(ez). En déduire qu'il existe un
endomorphisme 1y € L(Im ) défini par

Vxelmu,

et vérifier que la matrice de u relative a la base % est

égale a
1 3
2 0/)°

@ [’endomorphisme u est-il injectif? En déduire
que
R® = Keru & Im .



Planche VI

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
I"énoncé et que vous sachiez précisément quels théorémes ou quelles méthodes il convient d’appliquer.

Exercice VI.1 1389

13. On consideére

et B=

W R =
N — O DN
_ = =W
= W N =

13.1  Quel est le rang de A? Donner une base de
I'image de A.
13.2 Calculer le déterminant suivant.

@(x,y,2,t) =

S =
N = ODN
_ W
- N R

La colonne B appartient-elle a I'image de A?

Exercice VI.2 1634

14. Soit A € M,(R), une matrice non nulle. Pour
toute matrice M € 91, (R), on pose

¢(M) = (tr M) - A — M.

14.1 Démontrer que ¢ est linéaire.
14.2  On suppose que M € Ker ¢.

@ Démontrer qu’il existe un scalaire A € R tel que
M = AA.

@ Donner une condition nécessaire et suffisante
sur A pour que l'application ¢ soit injective.
14.3 Vérifier que

(po@)(M) = (trA—2) (M) + (1—trA)- M
pour toute matrice M € 91, (R). Comment cette rela-

tion permet-elle de retrouver le résultat de la question
précédente?

Exercice VI.3 1675

15. Pour 0 < x < 1, on pose
1 fnu
= du.
G(x) T

15.1 Démontrer que la fonction G est de classe ¢
sur |0, 1], en précisant I'expression de sa dérivée.

15.2 Démontrer que la fonction G est strictement
croissante et négative sur |0, 1].

15.3 Démontrer que

mu

VOo<u<l,
1+u

nu < <0.

En déduire que
Vo<x<1l —-1<—-xmx+x—-1<G(x)<0

puis que la fonction G tend vers une limite finie au
voisinage de 0.

16.  Pour tout entier n > 1, on pose
1 tn
a, = —— dt.
" o 1+t
16.1 Démontrer que la suite (a,),>1 est décroissante
et bornée.

16.2 Vérifier que

1 1 ,,1/n
Vn>1, an:—/ "

du.
n01+uu

16.3 Démontrer que
14
V=1, V0<u<l, 1+—<u/"<1
et en déduire que
1 1 yl/n
Vn=>l1, €n2+—</ du < /n2.
n 0o 14+u

16.4 Que dire de la série ) _a,?



Planche VII

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
I"énoncé et que vous sachiez précisément quels théorémes ou quelles méthodes il convient d’appliquer.

Exercice VII.1 1672

17.  On considere une fonction fy : R4+ — R, qu’on
suppose continue. Pour tout entier n € IN, on pose

VxeRy, fol(x)= /Oxfn(t) dt.

17.1 Démontrer que, pour tout entier n € N*, la
fonction f,, est de classe ¢ sur R .
17.2  On suppose dans cette question seulement que la
fonction fy est positive sur R.;. Démontrer que f, est
croissante et convexe.
17.3 On se restreint a l'intervalle [—1, 1].

@ Démontrer qu'il existe un réel K > 0 tel que

Vxe[-11], |folx)| <K

@ En déduire que

)] < kL

VneN,Vxel-1,1], oy

- FEtudier la nature de la série ¥ f,(x) en fonction
dex € [-1,1].

Exercice VII.2

18. Soit P € R[X], un polyndme scindé a racines
simples. Ses racines sont notées

g <ty <<y

avecn € N*.
18.1 Quel est le degré de P?

@ Que dire du coefficient dominant du polynéme
dérivé P'?
18.2 Citer précisément le Théoreme de Rolle.

@ En déduire que le polyndme dérivé P’ est égale-
ment scindé a racines simples.
18.3 Démontrer que les polynomes P et P’ sont pre-
miers entre eux.

18.4 En tant qu’éléments de R[X], les polynomes
PL=(X-1)(X>+1) et P,=(X+1)(X>+1)
ont-ils une racine commune? Sont-ils premiers entre

eux?



Planche VIII

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
I"énoncé et que vous sachiez précisément quels théorémes ou quelles méthodes il convient d’appliquer.

Exercice VIII. 1 1553

19.  On étudie les racines du polyndme
Dy=3X>—-X>-X—1.

19.1 Soitx € R. On suppose que |x| > 1. Démontrer

que Py(x) # 0.
19.2 Démontrer que le polynéme dérivé P admet
deux racines réelles distinctes, de signes opposés.
(NB : On ne demande pas de calculer ces racines.)
19.3 On note «a, la racine négative de Pé.

. Vérifier que 942 = 2 + 1.

@ En déduire que

-1 2
PQ((X) = Tlxz—ga—l < 0.

194 Tracer l'allure du graphe de la fonction
[t — Py(t)]. En déduire que Py admet exactement une
racine réelle x( et deux racines complexes x; et x. Dé-
montrer que x1x; > 0.

Exercice VIII.2 1657

20. Pour tout entier n > 1, on pose
—1)"
Ay = (\/ﬁ) et u, =In(1+a,).
20.1 Calculer un développement asymptotique de

Uy a o(1/x2) pres lorsque n tend vers +oo.
20.2 En déduire la nature de la série }_ u,,.
20.3 Calculer la limite de

n

Pn = H(l + ak)

k=2

lorsque n tend vers +oco. (On commencera par vérifier
que tous les facteurs sont strictement positifs.)



Planche IX

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
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Exercice IX.1 1604

21. On considére la matrice
6 30
M=|0 3 4
00 2
21.1 Ecrire les matrices M — 613, M — 313 et M — 21I5.

Déterminer une base du noyau de chacune de ces ma-
trices.

21.2 Démontrer sans aucun calcul que la matrice
1 -1 3
P=10 1 -4
0 0 1

est inversible. Calculer ensuite son inverse, puis le
produit
P~'MP.

21.3 Démontrer qu’il existe trois matrices A, B et C
(indépendantes du parametre n) telles que

VneN, M'=6"A+3"B+2"C.

NB : on ne demande pas de calculer explicitement les
matrices A, Bet C.

1650

Exercice IX.2

22. Pour tout entier n € IN, on note
I, = ]*"/2—{— nri, /> + nn[.
22.1  Démontrer que, pour tout entier n € N, il existe

un, et un seul, réel x,, € I, tel que
tanx, = x,.

22.2 Démontrer que x, ~ nr.

n—r+00
22.3  On pose maintenant

yn — Xn—7’l7'C.

@ Démontrer que y, = Arctanx, et que la suite
(Yn)nen converge vers /.
@ En déduire que

7T

tan(y, — 72) ~ yn— 5

n—r—+oo
a Justifier que

1

Vn>1, —
tan(x, — nrm)

tan (y, — 7/2) =

et en déduire que

T 1

o )
2 n—+oo TN

Yn



Planche X

Certains énoncés sont trop longs pour étre traités au cours de la préparation. ['attends que vous lisiez soigneusement la totalité de
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Exercice X.1 1626 Exercice X.2 1663

23.  Onconsidére 'endomorphisme f de E = R3®re- 24. Soient a < b, deux réels et f, une fonction de
présenté dans la base canonique de R> par la matrice classe ¢ sur [a,b] a valeurs réelles. On considére le

A suivante. polynome
1 2 2 po X=a)X=b)
A=[1 1 2. 2
2 _2 _3 24.1 Calculer I'intégrale

La base canonique de R? est r}otée (e1,e2,€3). /b ‘P(t)} dr.
23.1 Démontrer que la matrice a

1 1 =1 (NB : On pourra, par exemple, effectuer le change-

0 1 -2 ment de variable t = a+ (b —a)u.)

0o -2 2 24.2 Démontrer qu'il existe un réel M > 0 tel que
est inversible. (On ne demande pas de calculer son in- Vielab], |[f'(H)] <M
verse.)
23.2  Calculer A% et A3. En déduire que la famille 24.3  On suppose dans cette question que

(e1, fler), f2(en)) fla) = f(b) =0.

est une base de R>. @ En intégrant par parties, exprimer l'intégrale

23.3  On suppose connue la décomposition du vec-
teur f3(e1) dans cette base :

/ " 1 P(E) dt

2
k

fole) = kZ(‘,) ag - fr(e1)- en fonction de l'intégrale

b
Démontrer que / ) dr
2 (o) at.

Vx€eE f(x)=Y a-fx) @ En déduire que
k=0

/ﬂbf(f) dt‘ < (b I;PM.

En déduire que

A+ A2+ A+ 1 =0s.
24.4 On ne suppose plus que f(a) = f(b) = 0. Dé-

23.4 On considére un vecteur x € E, non nul. montrer que

Justifier 'existence de trois réels ug, u; et u; tels que

—a a —a)?
[l oo,

2
(ug,u1,uz) # (0,0,0) et x= Zuk -fk(el).
k=0

On suppose que f(x) = Ax pour un certain scalaire A.
Démontrer que

uy = —A1+MNuy et uy=—Au.

En déduire que 1 # 0.



Planche XI
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Exercice XI.1 1613

25. Soit n € N*, un entier non nul. On considere le
polyndme

Py =nX""2 — (n+2)X"" + (n+2)X —n.

25.1 Démontrer qu’il existe un entier r > 1, des
nombres complexes a1, .. ., 4;, des entiers naturels non
nuls my, ..., m, ainsi qu'un nombre a4y tels que

r
Py = a0 ] [(X —a)™.
k=1

@ Que vautag?
@ Démontrer que

r
[Ta = (1)
k=1

a En déduire que, sil’entier n est pair, alors il existe
un entier 1 < k < r tel que le nombre complexe a;, soit
un réel strictement négatif et ’entier m soit impair.
25.2  Appliquer la formule de Taylor au polynome P,
au point 1.

. En déduire que (X — 1)3 divise P,,.

: Calculer le reste de la division euclidienne de P,
par (X — 1)

Exercice XI.2 1658

26.  Soit f, une fonction de classe ¢ lde R, dans R.
On suppose que

lim xf'(x)=1.

X——+00

26.1 Démontrer qu’il existe un réel a > 0 tel que

1
Vx>a, f(x) >£.

26.2 En déduire qu’il existe deux nombres A € R et
B € R} tels que

Vx>a, f(x)>A+B/inx
puis que
Jimf(x) = oo
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Exercice XII.1 1550

27.  On considere 'endomorphisme u de E = R’
représenté dans la base canonique de E par la matrice
T suivante.

11111
00100
T=10 0100

00100
00100

27.1 Déterminer le rang de u et une base

Po = (€3, €4, €5)
de Ker u.
27.2 Démontrer que le couple

%1 = (81/€2> = ((1/0/0/0/0)/ (1/ 1/ 1/ 1/1))

est une base de Im u.
27.3 Vérifier que la famille

B = (81/ €2,83,€4, 85)

est une base de E. Déterminer la matrice de u relative
a cette base.
27.4 Démontrer que

R® = Keru & Im u.

27.5 On pose

11 1 1
U—<O 4> et P—<0 _1>.

Démontrer que P est inversible et calculer P~1UP.

Exercice XII.2 1677

28.  Pour tout entier n € IN*¥, on pose
sinnx
VxeRE, X)) = ——.
fulx) nx + x/x
28.1 On suppose que l'entier n € IN* est fixé.

@ Donner un équivalent de f,(x) au voisinage de
x =0.
@ Déterminer un réel « tel que

fn(X) Xﬁioo O<$>.

28.2 On suppose que le réel x € R, est fixé.

@ Déterminer, si elle existe, la limite de f,(x)
lorsque 7 tend vers +co.

# Peut-on trouver une fonction continue et bornée
g telle que

VneN, Vx>0, |fu(x)|<g(x) ?

@ Peut-on trouver une fonction g, continue sur R
et de limite nulle au voisinage de +oco telle que

VneN, Vx>0, |falx)]<g(x) ?

@ Peut-on trouver une fonction g, bornée sur R et
de limite nulle au voisinage de +coo telle que

VneN, Vx>0, |fu(x)|<g(x) ?



