Lycée Pierre CORNEILLE MP
ANNEE SCOLAIRE 2024/2025

Composition de Mathématiques
Le 11 septembre 2023 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

< | — Probléme <&

On note cot la fonction cotangente définie par

=

Démontrer que la fonction cot réalise une bijection de ]0, 772 sur RY .
2. Démontrer que, pour toutn € N et tout 0 € IR,

sin(2n+1)0 = Z

k=0

2n+1
2k

) (=1 ¥ cos?* @.sin 2t =2k g,

3. Endéduire que, pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique polynéme Py, a coefficients réels tel que

sin[(2n + 1)6]

VO el0,l,  Pn(cot?0) =

4. Donner en fonction de n le degré de P, son coefficient dominant, la somme de ses racines ainsi que le produit de
ses racines.

5. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, le polynéme P;, posseéde n racines réelles strictement positives
distinctes.

6.a. Démontrer que

1
V0 10,7, cot26<6—2<1+cotze.
6.b. En déduire que
2n—1n _«— 1 _m2n—1)n nm?
> 1 .
=1, 3zn+1 ]; 2S32n+12 T 2ng12

et conclure.
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R

<& Il — Probléme <

Dans tout le probleme, on identifiera les polynomes et les
fonctions polynomiales.

Ainsi, la notation R[X] désignera aussi bien I'espace vecto-
riel des polyndmes a coefficients réels qu’un sous-espace de
I'espace €>°(R) des applications indéfiniment dérivables de
R dans R.

1. Quel théoreme rend légitime l'identification des poly-
ndmes aux fonctions polynomiales?

Pour un entier n € IN, on suppose donnée une famille
(Xk)nggn = (XO) . -)Xn)

de nombres réels deux a deux distincts. On pose alors

X_ .
vo<ks<n, L= [] " e RIX
) Xk —Xi
o<isn
ik
ainsi que

n
Thi1 = H(X — Xk ).
k=0
On remarquera que ces notations peuvent conduire ad des
confusions : si les valeurs ou le nombre des x; changent, les
polynomes Ly et T 1 changent aussi.

Partie A. Interpolation polynomiale

Dans cette partie, 'entier n € N est fixé, ainsi que la famille
des réels (xi)ogign.
Quelles que soient les applications f et g dans €*>°(IR), on

pose
n

B(f,9) = ) flxi)g(xi).

i=0

2.a.  Démontrer que B est un produit scalaire sur le
sous-espace R, [X] des polynémes de degré inférieur a n.
Est-ce un produit scalaire sur 'espace R[X]?

2.b. Démontrer que la famille (L )o<k<n est une famille
orthonormée de R, [X] pour le produit scalaire B.

2.c. Endéduire que cette famille est une base de R, [X].

Pour toute fonction f € €°(IR), on note
n
Z(f) =) B(f,L)L;.
j=0
3.a. Démontrer que .Z est une application linéaire de
¢ (R) dans R, [X].

3.b.  Calculer B(f, L) pour tout 0 < j < n. En déduire
que

Vo<ksn, Z(f)(xad) = fxd).
3.c.  On suppose qu'un polynéme P € Ry [X] vérifie la
propriété

Vo<k<mn, Pl =f(x).

Démontrer que P = .Z(f).

D’apres ce qui précede, pour toute application f € € (R),
le polynome 2 (f) est I'unique polyndme de degré inférieur a
n qui prend les mémes valeurs que l'application f aux points
X0y ooy Xt

4. Dans cette question, on suppose que l'application f

est polynomiale : f € R[X].

4.a. Comparer f et .Z(f) lorsque le degré de f est infé-

rieur a n (soit : f € R [X]).

4.b. En déduire les valeurs des sommes

ZLk(t) et Zkak(t)
k=0 k=0

pour tout t € R.
4.c. Plus généralement, caractériser le polyndme
Z(XP) pour tout p € N.
5. Démontrer que l'application linéaire . est surjective.
6. Cas particulier

Dans cette question, on fait I'hypotheése que l'appli-
cation f € €>°(R) est paire; que le nombre entier n est
impair (n = 2p + 1 pour un entier p € N convenable) et
que les points d’interpolation xy vérifient la propriété sui-
vante :

VO<k<p,

Pour simplifier les calculs, on notera yx = f(x).

On notera L, I'unique polynome de R,[X] tel que
L(xx) = yx pour tout 0 < k < n (cf [3.c.]).
6.a. L'undes xy peut-il étre nul?
6.b. Comparer yn_x etyx pour 0 <k < p.
6.c. Démontrer qu’il existe un, et un seul, polynéme
P € R, [X] tel que

Xn—k = —Xk.

VOo<k<p, P(P)=ux

6.d. Exprimer le polyndme L en fonction du polynéme
P. En déduire que L est pair et que le degré de L est stric-
tement inférieur a n.

Partie B. Evaluation du polynéme interpolateur

Dans cette partie, le nombre et les valeurs des abscisses d’in-
terpolation peuvent varier.
Nous dirons qu’un polyndme P interpole la fonction f aux
points ao, ..., Am lorsque P est 'unique polynome de degré
inférieur a m tel que
vo<k<m, Plax)=f(ax).
Dans la premiere partie (cf [3.1), on a trouvé une expression
algébrique explicite du polyndme P = £ (f) qui interpole la
fonction f aux points xo, ..
L’objectif de cette partie est d’obtenir un algorithme efficace
pour évaluer P(t) pour tout t € R.

. Xn.

7.  On considére (n + 2) réels deux a deux distincts :

a, b, X1,X2y .00y Xnn-
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On suppose que le polynéme P interpole la fonction f aux
points

by, X1,X2, ...y Xn
et que le polynéome Q interpole la méme fonction f aux
points

Ay X1yX2yeeeyXn.

Démontrer que le polynéme

(X—a)P—(X-=b)Q
b—a

S =

interpole la fonction f aux points
a, b, X1,X2y .00y Xnn-

8. Dans cette question, on considere deux tableaux
numpy qu’on représente comme des listes de réels.

X = (X0,X1y. s Xn—1,Xn)

Y= (yO)---ayp)

8.a.  Par quels tableaux numpy peut-on représenter les
listes suivantes?

(X0, X1yX2yeveyXn_1) (X1yX2y v ey Xn_1yXn)

En déduire le tableau numpy qui représente la liste sui-
vante.
(X1 —X0yX2 = XTy+veyXn — Xn—1)

8.b. On se donne un entier k > 1. Par quel tableau
numpy peut-on représenter la liste suivante?

(Uxk = Yo, Yk+1 — Y1, Yk+2 — Y2,---)

En déduire le tableau numpy qui représente la liste sui-
vante.

X2 — X1

(X]-XQ X3 —X2 )
Yk —Yo Ykl —Y1 Ykr2—Y2

15" On précisera la condition nécessaire et suffisante sur n et p
pour que ces listes soient bien définies.

Soient xo, ..., Xn, des abscisses deux a deux distinctes et f,
une application a valeurs réelles, définie aux abscisses x;.
Pour tout x € R, on pose

To(X) =1

et, pour tout entier 1 <d <n+1,

Ta(x) = (x—=x0) -+ (x=xa-1) = [] (x—x).

0<k<d

On remarquera que Ta1(x) = (x —xq)Ta(x).

9. Démontrer que la famille (Tx)o<k<n est une base de
I'espace vectoriel Ry, [X].

Les différences divisées sont définies par récurrence :
€ Au rang 0, on note

Vie[0,n], folxi] = f(xi).
® Au rang 1, on pose

f(xi) —f(xi41)
f1lxi, xit1] = =
Xi — Xi41

folxi] — folxiy1]
X{i — Xi41

pour tout entier i € [0, (n — 1)].
© En supposant que fic[xi, ..., Xiyi] soit définie pour tout
indice i € [0, (n — k)1, la valeur de

frer1 X4, .0 y XA (k+1 )]
est, par définition, égale a

FrlXiy ooy Xigk] — FXig1y o ooy X 14k
Xi — Xk ’

10. Pour quels indices 1 'expression

frer1 Xy ooy X (k1))

est-elle définie?

11. Quelle est la derniere valeur calculée par I’algorithme
des différences divisées?

12. Soient (xi)ogign, une famille d’éléments deux a deux
distincts de I et L, le polynéme qui interpole une fonction
f en ces points.

12.a. Démontrer que le coefficient du terme de degré n
de Lestégal afn[xo,...,xnl.

12.b. Démontrer que, pour toutt € R,

L(t) = Z fi[xo, ..y xa] Tie (1),
k=0

13. On suppose que les points d’interpolation et les va-
leurs de f sont contenus dans deux listes.

X=(adosken Y= (fx)) gcpen

13.a. Ecrire (en langage Python) une fonction
Differences_Divisees(X, Y)

qui renvoie la liste
D = (f1lxol, f2[x0, x1]y -+ oy Frs1 X0y - o oy X))
13.b. Ecrire une fonction
Lagrange(X, D, t)

qui renvoie la valeur L(t).
13.c. Discuter I'efficacité de 1’algorithme.
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Solution | % Une série célébre

1. La fonction cot est définie et dérivable sur l'intervalle ]0, 7[ (en tant que quotient de fonctions dérivables) et sur
cet intervalle,

cot’(x) = —(1 4 cot? x) = < 0.

sin® x
Elle tend vers +oo au voisinage droit de 0 et vers 0 au voisinage de 7t/2. Par conséquent, la fonction cot réalise une
bijection (strictement décroissante) de |0, /[ sur 10, 1.
2. Pour tout entier naturel n et pour tout réel 6,

sin(2n 4+ 1) = Jm(e!n+100) — Jm((cos 0 + isin0)2"*).

D’apres la formule du bindme et en scindant la somme obtenue en deux parties selon la parité de I'indice,

2n+1

i(2n+1) Z (Zn + 1) cosP 0.sin?" =P g (12" P)
p=0
n
2 1
=1 Z < nz+ > 1™k cos?* . sin2n 12k g (p pairs)
k=0
= 2+
+ Z <2k N ]> 1™k cos?* 1 9. sin? (M1 g, (p impairs)
k=0

Par conséquent, pour toutn € N et tout 0 € IR,

= (41
sin(2n+1)6 = Z < > (—1)"* cos2k 0. sin(2n 1) -2k g,
k=0

3. Soient P,, et R,,, deux polyndmes tels que
V010,74,  Pn(cot®8) = Ry(cot?0).
D’apres 1., pour tout x € R*, il existe 0 < 0 < 7/2 tel que x = cot? 6, donc P,, et Qn, coincident sur R . Comme R* est

un ensemble infini, on en déduit que P,, = R,,. Il existe donc au plus un polynéme vérifiant la propriété voulue.
Lorsque 0 < 0 < 7, on divise I'identité du 2. par sin?™ ! @ (qui est strictement positif ') et on trouve

sin(2n +1)0 i <2n—|— 1> _cos?k 0

sin’™*' 9 = 2k sin’* 0

= Z <2n+ ]> ™ (cot? ).

Ainsi le polynome

i <2n+1) 1y (5)

répond a la question.
4. D’apres (%), le degré du polyndme P, est égal a n, son coefficient dominant a (
racines se déduit du coefficient de degré n — 1 et vaut

(=1 (2n+1\ 1 n+1\ (2n+1)2n)2n—1) n(2n-—1)
_2n+1(2(n—1))_2n+1( 3 )_ 1.23.(2n+1) 3

22:1) = 2n + 1. La somme de ses

Le produit des racines se déduit du coefficient constant et vaut

el (aneny
n+1 0 S 2n+41°

REMARQUE.— Il faut savoir retrouver la somme et le produit des racines d’un polynéme a la simple lecture de ses

coefficients : N N N
aH(X— ax) = aX™ + [—a(Z ock>]X“1 +-t {a(—])" H ock].
k=1 k=1

k=1

1. On ne divise pas par zéro, c’est mal.
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5. Ilestclair d’apres 1. que cot? réalise une bijection de ]0

ANALYSE.— Soit z, une racine strictement positive de P,

, W2l sur RY.

. Nl existe alors 0 < 0 < Z tel que z = cot? 0 et donc tel que

Pn(cot?8) = 0. Alors sin(2n +1)8 =0 d’apres 3., donc (2n + 1)6 est nécessairement un multiple entier de 7.

SYNTHESE.— Pour tout entier 1 < k < n, on pose

Oy =

Tous ces nombres appartiennent a l'intervalle ouvert ]0, 7>[ et sin[(2n + 1)8x| = 0 quel que soit 1 < k

k7t
n+1

< n. D’apres 3.,

les nombres réels cot? 0y, 1 < k < n, sont donc des racines strictement positives du polynéme P,,.

Comme cot? est injective sur ]0

, 5[, les n réels cot? 0y, 1 < k < n, sont deux a deux distincts.

REMARQUE.— Comme degP,, = n, on sait que P, posseéde au plus n racines distinctes dans C. Par conséquent, les

réels cot? 0y, 1 < k < n, sont les racines de P,,.

6.a. L’étude des variations de sin et de tan montre que tan©® > 0 > sin® > 0 pour tout 0 < 0 < 7t/2. Par conséquent,

Vo<B<Z = cot?o=

2’ tanZ0 02  sinZ0

< —= < =1+ cot? 0.

REMARQUE.— On peut aussi établir ces inégalités a 1’aide de la formule des accroissements finis.

6.b. On applique I'encadrement précédent a chacun des 0y définis a la question 5. et on somme ces encadrements.
Comme la somme des cot? 8 a été calculée en 4. (C’est la somme des racines de P,,), on en déduit que

2n—1 = L
Zcot 0y < Z@

k=1

D’apres 'expression des 0y (question 5.), on en déduit que

n
7.[2

(2n+1)2

pour tout entier naturel n >
on en déduit que

lim

Solution Il % Interpolation de Lagrange

1. Si Q est une partie infinie de IK, alors ’application

KX — «(Q,K)
P —P

qui associe 'application polynomiale P:0—Kau poly-
nome P € K[X] est injective.

Autrement dit, pour chaque application polynomiale
f € o/(Q,K), il existe un, et un seul, polynéme P tel que
P = f et cette unicité permet d’identifier la fonction f au
polynéme P.

Partie A.

2.a. Il est clair que B est une application de €>°(R) x
¢ (R) dans R; que cette application est bilinéaire et sy-
métrique et que, pour tout f € €*°(IR),

Interpolation polynomiale

n

= f(xi) =0

i=0

B(f, f)
(puisque les f(xi) sont des réels — pas des complexes!).
Enfin, si B(f,f) = 0, alors

vogigsn, f(x)=0

n
<n+Zcot26k:n+

n(2 —1 1
k=1

> 1. Les termes extrémes de cet encadrement tendent tous deux vers 712 /6. Par encadrement,

n2n—1)

k=1 3

m? n2n—1)
Sns12 {“* 3 }

ol
n—+oo kK2 6
k=1

puisqu'une somme de réels positifs est nulle si, et seule-
ment si, tous les termes sont nuls.

@ Sif € Rn([X], alors f est un polyndme de degré infé-
rieur & n qui admet au moins (n + 1) racines distinctes (les
xi), donc f est le polyndme nul et cela permet de conclure :
I'application B est bien un produit scalaire sur R [X].

a Sif e R[X], alors f est divisible par le polynéme Ty, 1,
mais nécessairement nulle : B(Tn 1, Tny1) = 0 alors que
Tni1 # 0. Dans ce cas, 'application B n’est pas un produit
scalaire.

2.b. Tout d’abord, les polynémes Ly sont bien définis :
comme les abscisses x; sont deux a deux distinctes, le dé-
nominateur ne contient aucun facteur nul.

Ensuite, en tant que produit de n facteurs de degré 1,
chaque Ly est un polynéme de degré n, donc (Lk)ogk<n
est bien une famille de vecteurs de R, [X].

@ Nous allons maintenant calculer les Ly (x;), avant de
calculer les produits scalaires.
@ Sij =k, alors

I] =%,

XK — X
ogign kT M

itk

L (x;) =
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Sij # k, alors

i — X
I_k(Xj) = H =2 "t =0.
ogisn

i#k

Xk —X{

En effet, comme j # k et que 1 prend toutes les valeurs a
I'exception de k, I'indice prend la valeur j et dans ce cas, le
facteur (x; — x;) est nul.

Ainsi,

VO<i,j<n, Li(xj) =0

@ On en déduit que, quels que soient 0 < k, € < n,
n
B(Ly,Le) = Z 85,105,0 = dx.e
j=0

(seul reste le terme pour j = k).

La famille (Li)o<k<n est donc une famille orthonor-
mée de R, [X].
2.c.  On a déja remarqué (a la question précédente) que
(Lx)ogkgn était une famille de R, [X].

On sait que toute famille orthonormée est libre.

Enfin, on sait que la dimension dimRn[X] = n + 1
est égale au cardinal de la famille (Ly)o<k<n- Cela prouve
que la famille orthonormée est en fait une base orthonor-
mée de R, [X].
3.a. Pour tout f € ¥°°(R), par définition, .Z(f) est
une combinaison linéaire des polynomes Ly, donc [2.c.]
Z(f) € RaIX].

D’autre part, 'application . est linéaire par linéarité
a gauche de B.

™M=

Z(M+g)= ) [AB(f,Lx) +B(g, Lk)] - Lk

-
o

Z(f)+Z(9)

3.b. On calcule d’abord les produits scalaires B(f, Ly)
avant de simplifier 'expression de .Z(f) (xx).
@ Pour toutentier 0 <k < n,

B(f,Lx) = ) flx;j)Lk(x;)

[2.b.]

M 1M

f(Xj)éjyk

o

I
- -

Xk).

- Toujours par [2.b.], pour tout entier 0 < k < n,

L(f)(xk) = f(xj)Lj(xx)  (les indices ont changé)

f(Xj )5]"]( = f(Xk).

M- IM-

Il
)

j
3.c. D’apres la question précédente,

vosks<mn, (P—2Z(f)(x) = flxx) —flx) =0.

Par ailleurs, comme P et .Z(f) sont des polyndmes de de-
gré inférieur a n, alors P — .Z(f) appartient a R, ([X] et
comme ce polyndme admet au moins (n + 1) racines dis-
tinctes (les xx), il s’agit du polynéme nul. Ainsi,

P=2(f).

4.a. Sif e Rn[X], alors f et Z(f) sont deux polyndmes

de R [X] tels que
Vo<k<n, Z(f)(x)=flxk).

On déduit de [3.c.] que .Z(f) = f.
4.b. Ilestclair que 1 € R,[X]. D’apres [4.a.],

Z)=1.

Or, pour tout t € IR,
Y L) =Y 1Lt 2z
k=0 k=0

et donc

VteR, Y Le(t)=1.

k=0

a De méme, d’apres [3.b.],

VteR, Y xle(t) =2(X)(t)
k=0

Sin > 1, alors X € Rn[X]. On déduit alors de [4.a.] que
Z(X) = X etdonc que

n
VteR, Z xiLi(t) = t.
k=0

a Sin =0, on peut calculer directement :
n
Z xkLi(t) =x0Lo(t) = xo
k=0

puisque Ly = 1 (un produit sans aucun facteur est, par
convention, égal a 1).

REMARQUE.— On trouvera une explication théorique de
ce résultat au [4.c.].

4.c. Dapres[4.al],

YOo<p<n, ZL(XP)=XP.
@ On suppose maintenant que p > n, donc
Rn[X] 2 Z(XP) # XP ¢ Rn[X].
Comme .Z(XP) € R, [X], on peut déduire de [4.a.] que
L(L(XP)) =Z(XP)

et donc que
ZL(ZL(XP)—=XP) =0.

D’apreés [3.c.], le polynome
ZL(XP)—XP
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admet X, ..., xn pour racines. Comme ces réels sont deux
a deux distincts, il existe un polynoéme Q € R[X] tel que

XP — Z(XP) = (X—=x0) -+ (X—=xn)Q.
Autrement dit,
XP =Th1Q+ Z(XP).

Comme deg Tri11 =n+1>n > deg.Z(XP), on reconnait
ici la division euclidienne de XP par T, 11 et Z(XP) est le
reste de cette division euclidienne.

@ On peut ainsi conclure de maniere générale : pour
toute fonction polynomiale P (quel que soit son degré), le
polyndme interpolateur .Z(P) est le reste de la division eu-
clidienne de P par le polyndéme Ty, ;1.

@ (Retour au [4.b.]) Sin = 0, il s’agit de calculer la divi-
sion euclidienne de X par (X —xo).

On sait que, pour tout polynéme P, la division eucli-
dienne de P par (X —x¢) s’écrit

P =(X—x0).Q + P(x0).

En particulier pour P = X,

Vtel, Z xi Lk (t) = %o,
k=0

ce que confirme le calcul mené a la question précédente.
5. Par définition [3.a.], I'application .Z est linéaire de
%*°(R) dans R [X].
D’apres [4.a.],
Vfe Ru[X], f=2(f)elm>Z

donc . est bien surjective.
6. Lenombre de points d’interpolation est pair :

n+1=2p+2
et ces abscisses ne sont a priori pas ordonnées.

X1 Tn—-3 Tn—4 T4 X3 Tn—1

T T2 0 Tn—2 To

6.a. Six = 0, alors il faut que xn—x = —xx = 0.
Comme les x; sont deux a deux distincts, il faut donc que
(n —k) = ket donc que n = 2k.

Or, par hypothese, l'entier n est impair, donc les xy
sont différents de 0.
6.b. Par parité de f,

vVOo<k< Py Yn—kx = f(xnfk) = f(_xk) = f(xk) = Yk-

6.c. S'il existe deux entiers 0 < k, £ < p tels que
Xﬁ = X%)
alors xj. = +xg, c’est-a-dire
Xi = X¢ ou

Xk = Xn—¢.

Comme les x; sont deux a deux distincts, on en déduit que
k={fouquek=n—L

Mais 0 < k, £ < p, dong, dans le second cas,
k=n—(=2p+1)—L>=p+1>p,

ce qui est contradictoire.

On a ainsi démontré que (x{)o<k<p est une famille de
réels deux a deux distincts. D’apres [3.], quelle que soit
la famille (yx)o<kgp, il existe un, et un seul, polyndéme
P € R, [X] tel que

Vo<k<p, P() =y

6.d. Comme P cc R [X], il existe des réels ay, ..

tels que
P
P= Z aka.
k=0

o Qp

On pose alors

P

P
Q=P(X*) =) aX))*=) aX?  €RyplX]
k=0 0

et comme n = 2 4 1, on en déduit que ce polynome Q
appartient bien a R, [X].
& Par[6.c.],

VO<k<p, Qxi)=Pxi)=vy.

Par ailleurs, toujours pour 0 < k < p,

Qxn—x) = Q(—xx) = P((—x)?) =P(x) = yx ' =

Lorsque k varie de 0 a p (en croissant), I'indice (n—k) varie
(en décroissant)ydenan—p=(2p+1)—p=p+1.
On a donc démontré que

Vo<k<mn, Qlx)=yk.

a On déduitde [3.]que L = Z(P) = Q.

a La formule développée de Q nous montre que L est
bien un polyndéme pair et que le degré de L est inférieur a
2p et donc strictement inférieur an = 2p + 1.

Partie B. Evaluation du polynéme interpolateur

7. . Comme les (n + 1) abscisses b, x1, ..., X, sont
deux a deux distinctes, le polynéme interpolateur P existe
bien et son degré est inférieur a n [3.].

De méme, le polynéme interpolateur Q existe bien
(son degré est inférieur a n).

On en déduit que

deg(X—a)P<n+1 etque deg(X—-b)Q<n+1,

doncdegS <n+1.
@ [l est clair que

(a —a)P(a) — (a—1b)Q(a)
b—a

S(a) = = Q(a)

(b —a)P(b) — (b —b)Q(b)
b—a

Mais f coincide avec P en b et avec Q en a, donc

S(b) =

= P(b).

S(a) =f(a) et S(b)=~(b).



MP Composition du 11 septembre 2023

Les deux polynomes P et Q coincident avec f aux abs-
cisses x (1 < k < n), donc

(xx — a)P(xi) — (x — b)Qxx)

S(xx) = —
o= a)f(xx) = (x = b)F(xx)
= b = f(Xk).
—a

@ Comme S et f coincident aux (n-+2) abscisses a, b, x1,
..., Xn etque deg S < n+1, on peut conclure avec [3.c.] : le
polyndme S est le polynéme interpolateur de f aux points
a, b, X1, ..., Xn.

8.a. Bienvenue dans le monde merveilleux des tranches!
@ La liste (xo,...,Xn_1) contient tous les éléments sauf
le dernier et la liste (x1,...,xn) contient tous les éléments a

partir de l'indice 1. Traduction numpy :

X[:-11 = (X0y X1y X2y« e ey Xn—1)
X[1:] = (X1,X2y+ ooy X1y Xn)

@ [’addition et la soustraction agissent sur les tableaux
numpy comme sur les vecteurs de R%. Donc
X[1:1-X[:-11 = (X1 — X0y, X2 — X1y veyXn — Xn—1)-

8.b. . Le dernier élément de la liste

(Yx —Yo,Yk+1 — Y1, Yk+2 — Y2,--.)
est de la forme y, — ym avec
p—m)=k—-0=(k+1)-1=(k+2)—-2=---
donc m = p — k. On considere donc ici la liste

(yk_yO)---)yp —yp—k) = (yka---ayp) - (UO)---)ypfk)-

Au second membre,
— La premiere liste contient tous les éléments a partir
de l'indice k
— et la deuxieéme liste contient tous les éléments sauf
les k derniers.
Donc

(Uk —Yo,---»Yp —Yp—k) = Y[:-k]1-Y[k:].

@ Avec deux tableaux numpy de méme taille

on peut effectuer le produit terme a terme
AxB = (apbgy...,Ambm)

et, seulement si tous les by sont différents de 0, le quotient
terme a terme

A/B:(

o a_L)
bo’ " b
On dispose ici de la liste

X[1:1-X[:-11 = (X1 — X0y vvyXn — Xn_1)

et de la liste
YIk:1-Y[:-k] = (Y —Yo,---r»Yp — Yp—k)-
Ces deux listes ont méme taille si, et seulement si,
n—1=p—k

et, dans ce cas, la liste

(Xl — X0
Uk—yo’m

est représentée par

Xp—(k=1) — prk)
’ Yp = Yp—x

(X[1:1-X[:-11)/(Y[k:1-Y[:-k1).
9. Ilestclair que

vo<k<sn, degTi=k

donc la famille (Tx)o<k<n est une base de Ry [X] (échelon-
née en degré).
10. Le premier indice, i, doit étre au moins égal a 0 et le
dernier indice, i + (k + 1), doit étre au plus égal a n, donc
I'expression

it [Xi) cee aXi+(k+1)]

est définie pour tout indice
ie[0,n—(k+1)]=1[0n—K[

11. On a justifié a la question précédente qu’il y avait
(n — k) valeurs possibles pour fy1.

On commence avec n + 1 valeurs pour fy (il s’agit de
I’échantillon des valeurs de la fonction f), puis seulement
n valeurs pour f; (ce sont les taux d’accroissement)... Il
n’y a donc aucune valeur pour k = n et la derniére valeur
calculée correspond donc a 'unique valeur de fy, : il s’agit
de

frlxoy ..y Xnl.

12.a. Nous allons procéder par récurrence sur n!
Initialisation.
Pour n = 0, on interpole sur un point xo. D’apres
[4.b.],
L =f(xo) = folxol.

Itération.

On suppose que, pour un certain entier n € N, en
interpolant sur (n + 1) points xo, ..., xn, le coefficient du
terme de degré n de Z(f) est égal a fn [x0,...,Xn].

NB : on sous-entend ici que les points d’interpolation
peuvent étre choisis de maniere absolument quelconque
(la seule restriction étant qu’ils doivent étre deux a deux
distincts).

Interpolons maintenant sur (n + 2) points arbitraire-
ment choisis (deux a deux distincts néanmoins) :

X0y ooy Xny X1

et appliquons le résultat du [7.] : on note P et Q, les deux

polyndémes qui interpolent f aux (n + 1) points
b=%0,X1...,Xn € X1,...,Xn, Q@ = Xn41

respectivement. En appliquant ’hypothese de récurrence
a ces deux polyndmes,
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— le coefficient du terme de degré n de P est égal a
fnlxoy ..oy Xnl,

— le coefficient du terme de degré n de Q est égal a

frlxiy...

)Xn+1]-

D’apres [7.], le polyndme L qui interpole f aux (n + 2)
points b =xg, ..., Xn, @ = Xn 41 est égal a

(X —=xn41)P = (X—=%0)Q
X0 — Xn+1

donc le coefficient du terme de degré (n + 1) de L est égal

a

X0y ey Xn) — X1y oy Xna1]
X0 — Xn 41 ’
c’est-a-dire a
frr1Xoy.veyXna1l

REMARQUE.— On a pris i = 0 et k = n dans la relation de
récurrence qui définit les différences divisées.
12.b. On procéde a nouveau par récurrence sur n € N.

Contrairement a la précédente démonstration par ré-
currence, 'hypothése de récurrence ne porte pas sur toutes
les familles (xk)o<k<n de (n+1) abscisses deux a deux dis-
tinctes, une seule famille suffit!

On considére donc une suite (xy Jren d’abscisses deux
a deux distinctes et, pour tout n € N, on note L, le poly-
nome de R, [X] qui interpole f aux (n + 1) premiéres abs-
CisSses Xq, ..., Xn.

Initialisation.

Pour n = 0, en interpolant en un seul point xo, on a
vu a la question précédente que

VteR, Lo(t)="f(xo) = folxol

et donc que

t) = Z fielxoy ..oy xa] Tie (1),
k=0

Itération.
On suppose que, pour un certain entier n € N,

Vtel, La(t Z XO) y Xk Tk( )

On considére alors le polynéme

P = LTL+1 — fn+] [XO) .. .,Xn+]]Tn+] .

Comme L1 et Thq1 sont tous les deux des polyndmes
dont le degré est inférieur a (n + 1), on sait déja que
P € Rn+1X]. De plus, d’apres [12.a.], le coefficient du
terme de degré (n + 1) de L, 1 est égal a

fT\.+] [XQ, .. -)XTL+1]

et le polyndme T, 11 est unitaire de degré (n 4+ 1) —¢a se
voit clairement sur la définition —, donc le coefficient du
terme de degré (n + 1) de P est nul et par conséquent

P € R, [X].

Pour0 <k < n,

P(xx) = L1 () — 1 [xoy o oy Xng 1] Trer (i)

= f(xi) — 0 = f(xx)

car L,,41 interpole f aux points xo, ..., Xn41 et ces xj sont
racines évidentes de T, 11 (attention, x» 11 n’est pas racine
de TTL—H )

Bref : P € R, [X] interpole f aux points xo, ..
dongc, par hypothése de récurrence,

n
P= Z fk[Xo, . .,Xk]Tk.
k=0

On en déduit que

., Xn et

n+1

Lny1 = Z frelxoy - v oy X Tk

et la démonstration est complete.
13.a. Le principe est simple : on calcule successivement
les listes

Fo = (folxol, folx1l, ..., folxn]) € R™!
F] - (f1 [XO)X1])---)f] [Xn—hxn]) e Rﬂ

Xn,]],fn,] [X1)- . -)XT\.]) S RZ

DeR

Fn,] - (fnfl [XO) ooy
Fro= (frlxoy X1y vy Xn

et on récupere le premier élément de chaque liste.

def differences_divisees(X, Y):

N = len(X) # N = n+1
F=Y[:] # F_O
D = [F[0]]

for k in range(1, N):
# F_k en fonction de F_{k-1}
F = (F[:-1]1-F[1:1)/(X[:-k]-X[k:1)
D.append (F[0])

return np.array(D)

13.b. La somme se calcule de proche en proche avec la
relation suivante.

d+1

ka +ka

Pour limiter au minimum le nombre de calculs effectués,
il faut se rappeler la relation

=fapr1l. JTap(t

Tar1(t) = (t —xa)Talt).

def Lagrange(X, D, t):
L, Tk = D[0], 1
for k, fk in enumerate(D[1:]):
Tk *= (t-X[k])
L += fkxTk
return L
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13.c. Pour calculer

L(t) = Z filxoy « « s il Tie(t)
k=0

une fois que la liste des fi[xo, ..., xi] est calculée, il reste a
calculer

— les Tk (t) : n différences (t —xx) et n produits (avec

la formule de récurrence;

— les n produits fx[xo,...,xi]Tk(t) (pour k = 0, il

n’est pas nécessaire de calculer le produit!)

— lasomme de (n + 1) termes.

Autrement dit, chaque évaluation de L(t) cotite O(n) mul-
tiplications (on ne compte pas les additions, qui sont sen-
siblement moins cotiteuses que les multiplications).

Auparavant, il faut calculer les fi[xo,...,x]. Pour
cela, on calcule successivement

— laliste Fy : 2n différences et n quotients;

— laliste F, : 2(n—1) différences et (n—1) quotients;

— ... laliste Fx41 : 2(n—Xk) différences et (n — k) quo-

tients;

— ... laliste Fy, : deux différences et un quotient.

Le cofit global pour le calcul de la liste D est donc O(n?)
multiplications.

Mais il faut étre bien conscient que le calcul de D est
fait une fois pour toutes. Pour évaluer N fois le polyndme
L (en N valeurs de t), le nombre de multiplications a effec-
tuer sera donc de I'ordre de

O(N.n) + O(n?).

- 5i on utilise naivement la formule théorique :

L(t) = ) ykLk(t),
k=0

il faut effectuer n multiplications (et n additions) apres
avoir évalué les Ly (t).

Pour évaluer Ly (t), on peut calculer d’abord le déno-
minateur (qui ne dépend pas de t) et évaluer le numéra-
teur (pour chaque valeur de t) : chaque numérateur re-
quiert environ n multiplications et comme il y a (n + 1)
numérateurs a évaluer, il faut environ n? multiplications
pour chaque évaluation de L(t).

Autrement dit, pour évaluer N valeurs de L, le
nombre de multiplications a effectuer sera de l'ordre de

O(N.n?).

@ En conclusion, pour évaluer une valeur de L(t), I'al-
gorithme naif vaut bien 1’algorithme des différences divi-
sées. En revanche, si on veut tracer le graphe de L et qu'on
cherche a calculer un "grand" nombre N de valeurs de L,
I'algorithme naif n’est vraiment pas un bon choix!
L'interpolation polynomiale consiste a trouver une fonc-
tion polynomiale qui prend des valeurs données en des
points donnés.

Si les données sont des points du graphe d’une fonc-
tion f:

VOo<k<n, (1, Yk) = (xk, Fxk))

on peut légitimement se demander si le polynome inter-
polateur L constitue aussi une bonne approximation de f.
C’est souvent le cas, mais pas toujours! L'étude théo-
rique est un peu délicate, mais on peut I'aborder dans le
cadre du programme.
De maniere plus élémentaire, on peut multiplier les
tentatives avec une fonction telle que

1

vx e [0,1], -—
x € [0,1] T

f(x) =

et des abscisses xy choisies au hasard dans [0, 1].
La plupart du temps, on obtient une figure comme
celle-ci.

10.0

7.5 1

5.0 1

2.5 1

0.0 T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8

Les gros points verts sont les données, c’est-a-dire les
points d’interpolation; les points rouges sont situés sur le
graphe de la fonction f et la courbe bleue est le graphe du
polyndme interpolateur.

Mais parfois (environ une fois sur vingt ou trente), on
obtient une figure ot1 le polynéme interpolateur s’éloigne
nettement de la fonction f.

10.0

7.5 4

5.0 -

2.5 1

0.0

10.0

7.5 A

5.0

2.5 1

0.0
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10.0

7.5 1

5.0 1

2.5 A

0.0

10.0

7.5 4

5.0

2.5 1

0.0




