Chapitre 3 - Normes —

L’espace vectoriel E des fonctions continues de [0, 1] dans R est muni de la
norme définie par
[flloo = sup [f(t)].
telo,1]
Pour toute fonction f € E, on considere I'application T(f) définie par

1
Vxelo,1], T(f)(x) :J (x +t)f(t) dt.
0

Démontrer que T est un endomorphisme de E. Cet endomorphisme est-il
surjectif ? injectif ?

Démontrer que T est continu.
Pour toute fonction f € E et tout réel x € [0, 1], I'application
[t — (x + t)f(t)]
est continue sur le segment [0, 1], donc l'intégrale T(f)(x) est bien définie.
Par linéarité de l'intégrale,

1 1
T(f)(x) = J tf(t) dt + XJ f(t) dt,

0 0

ce qui prouve que T(f) est une fonction affine et en particulier une application

continue de [0, 1] dans R.:
Vf € E, T(f) € E.

Il est clair que T est linéaire (linéarité de l'intégrale), donc T est bien un endo-
morphisme de E.

a Comme T(f) est une fonction affine et que toute fonction continue sur
[0, 1] nest pas une fonction affine, il est clair que T n’est pas surjectif.

@ Comme E est un espace vectoriel de dimension infinie et que Im T est un

espace de dimension finie (I'espace des fonctions affines est un plan vectoriel
etIm T est contenue dans ce plan), I'endomorphisme T ne peut pas étre injectif.

# On peut vérifier qu'il existe une fonction polynomiale de degré 2 :
Vtelo,1], f(t)=t>+at+b
telle que
1 1
J f(t) dt = J tf(t)dt =0

0 0
et donc telle que T(f) = Og.
Deux maniéres possibles :
— on détermine a et b en posant, puis en résolvant un systéme de deux équa-
tions linéaires;
— on considere le produit scalaire défini par

1
(hlg) =JO g(Oh(D) dt

et on applique I'algorithme de Gram-Schmidt a la famille libre

(t— td])ogdgr

@ Soit f € E. Pour tout x € [0, 1], par inégalité triangulaire (pour les réels,
puis pour les intégrales),

1 1
IT(H(x)] < J tf(t) dt’+|x| J f(t) dt‘
0

0

1 1
< JO |tf(t)] dt + L |f(t)] dt.



Or la borne supérieure est un majorant, donc
vie 0,1, [f(t)| < |Iflle et [tF)] <t [Iflly < [If]lo
Ainsi
¥x €01, [T < 2/Ifo-

On a un majorant indépendant du parametre x € [0, 1], on peut donc passer
au sup :

Viek, T, <2l
ce qui prouve que l’application linéaire T est continue et que |||T||| < 2.

# La norme subordonnée de T est strictement inférieure a 2! On peut en effet
reprendre le calcul précédent en majorant plus finement : comme

Vteo,1], [|tf(t)] <t [Ifllu,

on obtient

1
3
J tc1t+|x|>||foo < 51l
0

T(F) (0] < (

ce qui prouve que |||Tl]| < 3/2.
En considérant la fonction constante fo = [t — 1], on a bien stir ||fo||, =1 et

Vxel0,1], T(fo)(x) :x+1 >0

N

donc ;
IT(fo)][ = T(F)(1) = 3-

Et c’est ainsi que |||T||| = 3/2.



