Chapitre 5 - Espaces euclidiens, premiére partie — [61.3]

# Exercice classique, qui suit le méme modele que ses voisins :
— on définit un espace vectoriel de dimension finie (généralement 3 ou 4);
— on munit cet espace vectoriel d’un produit scalaire inspiré par I'énoncé;
— on interpréte la question posée comme la recherche du minimum de

Ifo—ll”

lorsque g parcourt un sous-espace G de E;
— grice a la structure euclidienne de E, il suffit d'identifier le projeté orthogo-
nal 7t(fo) de fo sur le sous-espace G pour conclure :

min [fo - g||* = [d(fo, G)]* = (folfo —m(fo)) .

En général, il faut s’abstenir de chercher une base orthonormée du sev G (méme quand
dim G = 2!). Il est préférable de déterminer m(fy) en utilisant la caractérisation
usuelle du projeté orthogonal [33, 34] :

n(fo) €G,  fo—m(fo) € G*
en explicitant une matrice de Gram.

@ On considere le sous-espace vectoriel E de ¢°([0, 1], R) engendré par les
trois fonctions

fo:{tH\/‘E}, go=[t—1] et g;=I[t—t].

Quelles que soient les fonctions u et v dans E, on pose

1
(ulv) :L W) ]dit.

L'application (-|-) estbien un produit scalaire.
» Si h est continue sur le segment [0, 1], alors la fonction

h(t) ]
V1—t

est continue sur l'intervalle semi-ouvert [0, 1[ et comme h est bornée (en tant
que fonction continue sur un segment),

(Dh=|:t'—)

h(t) _ O( 1 )
VI—tt=1 YTt/
La fonction de référence est intégrable au voisinage de 1, cela prouve que @y
est intégrable sur [0, 1{ et donc que 'intégrale généralisée

! dt
Jo h(t) 1-—1t

est convergente.
Ainsi, (-|-) estbien une application de E x E dans RR.

» Toutes les intégrales considérées étant convergentes, il est clair que (-|-)
est une forme bilinéaire, symétrique et positive.

» On considére maintenant une fonction h € E telle que (h|h) =0, c’est-a-

dire :
dt
h2(t)——— = 0.
Jo ( )\/1 —t



On integre ici une fonction continue et positive
B
1—t

sur un intervalle de longueur strictement positive (0 < 1) et I'intégrale est, par
hypothese, nulle. D’apres le Théoréme de nullité de I'intégrale,

vtelo1][,

On en déduit que
Vtelo,1[, h(t) =0.

Mais comme h est continue en t = 1, on en déduit aussi que

h(1) =lim h(t) =0

t?1
et donc que
Vtelo,], h(t) =0.

On a ainsi démontré que h = Og et donc que (-|-) est bien un produit scalaire
sur E.
 Lorsque les parametres a et b parcourent R?, la fonction

[t— a+ bt]

parcourt I’hyperplan G = Vect(go, g1) de E. Il s’agit donc ici de calculer

min o — g

et pour cela, nous allons calculer le projeté orthogonal 7t(fy) de o sur G.

» Le vecteur 7t(fp) appartient a G si, et seulement si, il existe deux réels a et b
tels que
ni(fo) = ago + bgs. 1)

Le vecteur fo — 71(fo) est orthogonal a G = Vect(go, g1) si, et seulement si,
(fo—m(fo)|go) = (fo—mnl(fo)|g1) =0,

c’est-a-dire [en tenant compte de (1) et en développant les produits scalaires]

{a<90|90> +b(g1lgo)
a(golgr) +b(gilgr)

(folgo)
(folgr). @)

# ]l s’agit donc de résoudre un systeme linéaire de deux équations a deux incon-
nues (a et b), mais il faut auparavant calculer quelques produits scalaires :

(golgo), (golgr) = (g1lgo), (folgo), (folgr).

C’est la partie fastidieuse de I'exercice!

» Tout d’abord,

1
<90\90>ZL :2[—\/1—t];:2.

» Enposantu =1 —t,

Totdt ! 4
(90|91>=J ZZJ (1—u2)du:g
0

et




Il est intéressant de remarquer (pour la fin de I'exercice) que

1
(folfo) = | 2= = tgolan) =5

» Enposantv = /t/(1 —1),

+oo 2 dv
(f =2 —
e R
_ J’ dv 5 J’ o dy
0 1 + Vz 0 (] + Vz )2 )
En intégrant par parties,
_ J oo dv J’ oo 2vdv

1. — — Rl S
0 T+v2 V2

et il reste alors

oo dy T
(folgo) —JO T2 2

# 1l faut retenir cette méthode : pour calculer une telle intégrale, il faut intégrer
par parties une intégrale dont on connait la valeur — c’est contre-intuitif!

» Avec le méme changement de variable,
1 400 2 +oo 2
t 2v- dv 2v- dv
<f°|9‘>_Jt\/1—tdt L H+vﬂz_L (T+v2)%

L’avant-derniére intégrale a déja été calculée et la derniere intégrale s’obtient
elle aussi en intégrant par parties :

T[_JMO] dv _J*"O 2-2vdv
- ), O )y VT aeE
On en déduit que
3
(folgr) =4

» Il s’agit donc de résoudre le systeme suivant.

2a + 3b=
3 ta + 16b =
L'unique solution de ce systeme est

o= (5 15)

a Le minimum cherché est, d’apres le cours,

@Y wa

(folfo —m(fo)) = (folfo—ago—bgr)
= (folfo) —a(folgo) —b(folgr)

et on trouve, d’apres ce qui précede :

4 6912
[d(fo, 6] = (folfo—me(fa)) =3 — ==

# Bonne nouvelle! 1l n’y a pas d’autre intégrale a calculer !
Comparer aussi avec la formule naive :

[d(fo, G)]* = [|fo — mlfo)|?

= (folfo) +a*(golgo) +b*(g1lgr)
—20<f0‘90> —2b<f0|g1> +2ab<go\g1>

qui est bien plus pénible a traiter.



