Lycée Pierre CORNEILLE MP
ANNEE SCOLAIRE 2024/2025

Composition de Mathématiques
Le 6 novembre 2024 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

Rappels de cours
On aura 'occasion d’appliquer plusieurs fois ces deux théoréemes — et il faudra le faire avec soin (en vérifiant, dans
'ordre, toutes les conditions d’application).

Intégration par parties

Soient f et g, deux fonctions de classe & sur Uintervalle ou-
vert Ja, b[. On suppose que

1. l'intégrale généralisée

b
J f(t)g’(t) dt
a

est convergente;

2. que le produit f(t)g(t) tend vers un réel £, lorsque t tend
vers a

3. et vers un réel Ly, lorsque t tend vers b.

Alors l'intégrale généralisée

b
J f'(t)g(t) dt

a
est convergente et

b

b
J f(t)g' (1) dt = (¢ — L) —J £(t)g(t) dt.

a a

Convergence dominée
On considere un intervalle 1 tel que

l[a,b] C I Cla,bl

et une suite (vn )Jnen de fonctions intégrables sur 1. On sup-
pose que

1. pour tout t € 1, la suite de terme général vy, (t) converge
vers un réel noté v(t);

2. que la fonction v : 1 — R ainsi définie est continue par
morceaux sur l'intervalle 1

3. et qu’il existe une fonction © : I — R, intégrable sur 1
et telle que

Vte,VneN, |v(t)] <O(t).
(Ce majorant doit étre indépendant du parametre n.)
Alors la fonction v est intégrable sur 1 et

b b
lim J va(t)dt = J v(t) dt.
n—-+oo a a
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R

< | — Probléme <&

dans R.

On note E, l'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1]
E=%°([0,1,R)

Partie A. Questions de cours

11 est nécessaire de traiter ces deux questions avant d’aborder
la suite du probleme.

1. Soit A € R. Déterminer les fonctions y € €%([0, 1], R)
telles que

y0)=y' (M =0 et ¥Vxel0,1], Ay”(x)+y(x)=0.

5 On distinguera les cas A = 0, A < O et A > 0.

2. Soient a € [0,1] et h, une fonction continue par mor-
ceaux sur [0,1]. Donner une condition suffisante sur h
pour que la fonction

H= [x — J h(t) dt]
soit de classe €' sur [0, 1]. Préciser la dérivée de H dans ce
cas.

Partie B.
3.a.

Une transformation intégrale
Soit xo € [0, 1]. Tracer le graphe de la fonction

[t — min(xo, )]

pour t € [0, 1].
3.b. Tracer le graphe de la fonction

1
lx — J min(x,t) dt}

0

pour x € [0, 1]. On précisera les tangentesenx = O et x = 1.

Pour toute fonction f € E, on définit une nouvelle fonction
T(f) en posant

1

Vxelo1], T(f)x)= J min(x, t) f(t) dt.

0

4.a. Démontrer que T(f) est bien définie, puis que T(f)
est de classe €' sur [0,1] en précisant l'expression de
[T(f)]’(x) etles valeurs de T(f)(0) et de [T(f)]’(1).

4.b. Démontrer que T(f) est de classe €% et que

Vx e l[0,1], [T(H)]"(x) = —f(x).
5.  On a défini plus haut une application
T:E—E

qui est clairement linéaire.

Cet endomorphisme T est-il surjectif ? injectif ?
6. Onnote A, I'ensemble des applications G de classe €
de [0, 1] dans R telles que

G(0)=G'(1) =0.

6.a. Démontrer que A est un sous-espace de E.

6.b. Soit G € A, une fonction affine. Que dire de G?
6.c. Soit G € A. Calculer T(G").

6.d. EndéduirequeImT = A.

Partie C. Etude spectrale

Un réel N est une valeur propre de T lorsqu’il existe au
moins une fonction f € E non identiquement nulle telle
que

T(f) = Af. (%)

Le sous-espace propre associé a A\ est alors le noyau de
(T — Alg), cest-a-dire I'ensemble des fonctions f € E qui
vérifient la propriété (%).

7. Déterminer les valeurs propres de T ainsi que les
sous-espaces propres associés.

On munit 'espace E de la norme |-|| ., définie par

Vel |fl,=

sup [f(x)|.

x€[0,1]

(On ne demande pas de justifier que cette application est bien
une norme sur E.)
La norme subordonnée a la norme ||-|| , est notée [||-[||.

8. Dans cette question seulement, on suppose que 1’'endo-
morphisme T est continu. Démontrer que |[[T]|| > [A] pour
toute valeur propre A de T.

1 On comparera || T(fo)l|, et ||[foll,, pour un vecteur propre
fo € E associé a A.

9.a. Soit f € E. Démontrer que
1

9.b. En déduire que 'endomorphisme T est continu et
que ([Tl < 2.

10. Démontrer que ||[T]|| = /2.

< Il — Probleme <&

Partie A. Questions de cours

1. Donner (sans justification) un équivalent de {nt au
voisinage de t = 1.
2. Soit «, un réel strictement positif.

2.a. Donner (sans justification) le développement limité
al'ordre 2 au voisinage de h =0 de (1 + h)*.

2.b. En déduire un équivalent de 1 — t* lorsque t tend
vers 1.

3. Donner (sans justification) une condition sur le réel 3
pour que l'intégrale

converge.
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Pour tout entier p € N, on considere la fonction \p,, définie
par

VOo<t<l1, Pp(t)=—-tPint

ainsi que les fonctions Y\, définies par
P
Vo<t<l, Wpo(t)=D> wi(t)
k=0

et la fonction Y définie par

—Int
VO<t<l, W) =_——1
1—t
4.a. DPour toutp € N, démontrer que 1, est intégrable
sur )0, 1[.

4.b. Démontrer que

1

1
VPGN, Jowp(t)dt:m.

4.c. Démontrer que V¥ est intégrable sur ]0, 1] et que

1 +o0o 1
J Yt)dt=) EYRiE

0 —

Partie B. Convergence d’une suite

Pour tout entier n > 2, on pose

1_t1/n

v0<t<]) W.

fn(t) =

et . y
1—t'/m

Yn = L (1T—gi+i/m dt

L’objectif de ce probléme est de prouver que la suite (yn)n>2
converge vers 0, puis de calculer un équivalent de y.

5. Justifier la convergence de l'intégrale v, pour tout
n=>2.

6.a. Sachant que e* < 1 pour tout u < 0, comparer les
intégrales
w uw
J etds et J 1ds
0 0
pour u < 0.

6.b. Au moyen d’une nouvelle intégration, en déduire
que

u2
1+u<e”<1+u+7.
7. Démontrer que, pour tout réel 0 < t < 1 et pour tout

entier n > 2,

Vu<0,

int (n’t 1 (nt
_ —tV -
2 <1-—t < .

8. Démontrer que, pour tout entier n > 2,

—{nt

1, 0<f(t) < 50—373-
Vel Il 0t < 5y

9. En déduire que la suite (yn)n>2 converge vers 0.

Partie C. Calcul d’un équivalent

Quels que soient les entiersm > 2 et p > 1, on pose

nPt
VO<t<l, @nplt)= a—yim

10. Démontrer que les fonctions ¢, ;, sont intégrables sur
10, 1], quels que soient les entiersn > 2 etp > 1.

11. En appliquant le Théoréme de convergence dominée,
déterminer la limite de

1
J Pn,p (t) dt
0

lorsque n tend vers +oo.
12. Démontrer que, pour tout entier n > 2,

1 1
t t t
[l enalt) gy o[ om0
o mn 2n o M
13. Démontrer que
il
o e B n
& 1l — Probléme &

polynome que 'application polynomiale de R dans R qui lui

‘ Dans ce sujet, un vecteur de R[X] désignera aussi bien un
est associée.

Partie A. Une famille de polynémes

On considere 'application w : R — R définie par

vVxeR, w(x) =e"

Pour tout entier n € N, on note Hy, l'application de R dans
R définie par

VxR, Hn(x)= (1" wm(x)

oit w\™) désigne, comme d’habitude, la dérivée n-ieme de w.
On rappelle que, par convention, w'®) = w et donc que

VxeR, Holx)=T1.

1. Calculer les expressions Hy (x), Ha(x) et Hz(x).

2.a. Démontrer la relation suivante.

vneN, VxeR, Hpp1(x) = 2xHy (x) — HY (%)

n

2.b. Déduire de cette relation que H,, est un polyndéme
de degré n et de méme parité que n, quel que soit I'en-
tier n € N. On précisera le coefficient dominant de H,,.
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Partie B. Une structure euclidienne

Etant données deux applications polynomiales f et g, on pose

+o0

(tlg) = | fixlgtoe ™ ax.

et enfin ||f|| =/ (f|f).

3. Démontrer que l'intégrale généralisée (f|g) est con-
vergente, quels que soient f et g dans R[X].

4. Démontrer que l'application (f,g) — (f|g) est un
produit scalaire sur R[X].

5.a. Démontrer la relation suivante a l'aide d’"une inté-
gration par parties.

YneN  VPeRX, (P'|Hn1)=(P|Hyn).

5.b. En déduire que

VnEN*,VPGRnfl[X]) <P‘Hn>:0

5.c.  Démontrer que la famille (Hy)xen est une base or-
thogonale de R[X] pour le produit scalaire (-|-).

6. Soitn € N.

6.a. Démontrer que ||Hq||* = (H{ [Ho).

6.b. Exprimer |[Hy|| en fonction de n et de ||Ho||.

Partie C. Un endomorphisme auto-adjoint

On notera 1d, l'identité sur R[X].
On note u, © et ¥, les applications de R[X] dans RI[X] défi-
nies par

VPe IR[X], u(P) = —P” £ 2XP' + P,
®(P) =2XP — P/,

Y(P) =P

Ainsi, par exemple,

@ (P)(x) = 2xP(x) — P'(x)

pour tout P € R[X] et tout x € R.

7. Démontrer que u est un endomorphisme de R[X] et
vérifier que, pour tout entier n € N, le sous-espace R, [X]
est stable par w.

8.a. Ftablir que

DPoV=u—Id etque Yod=u+Id.

8.b. En déduire que
Uo® —dou=20.

9. SoientA € R et P € R[X] tels que u(P) = AP. Démon-
trer que
u((D(P)) =(A+2)D(P).

10. Démontrer que, pour tout entier k € IN, le polyndéme
Hy est un vecteur propre de u et déterminer la valeur
propre associée.

11. Soient P et Q, deux vecteurs de R[X].

11.a. Démontrer que

(P'1Q") = (u(P)=PIQ).
11.b. En déduire que

(uP)IQ) = (PIu(Q)).

R
*

IV — Probléme <&

On considere un segment [a, b] (avec a < b), une fonction
f de classe € sur [a, b] et une fonction g continue par mor-
ceaux sur [a, b]. Il existe donc une subdivision

a=x < <---<cxn=">
et des fonctions go, ..., gn—1 telles que
Vo<k<n, Vo <t<oggr, gi(t)=glt),

chaque fonction gy étant continue sur le segment [y, otc41].
Pour tout x € [a, b], on pose

et pour tout 0 < k < n, on note Gy, la primitive de gy telle
que Gk(ock) = G((Xk).

1. Pourquoi la fonction G est-elle bien définie sur [a, b]?
2. Démontrer que, pour tout 0 < k < n, la fonction G est
de classe € sur l'intervalle ouvert Jo, ot 1.
3. Comment justifier I'existence des fonctions Gy ?
4. Soit0<k<n.
4.a. Démontrer que

Vx € loa, 1], G(x) = Gy(x).
4.b. Démontrer que la fonction Gy est de classe €1 sur
le segment [0y, Xi41].
4.c. La fonction G est-elle de classe ¢! sur le segment
lote, e 112
5. Démontrer que, pour tout0 <k <mn,

et = [oe)s - [ gl du

(293
299 K

6. En déduire que
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Solution | % Opérateur a noyau

Partie A.
1. Pour A = 0, la seule solution est évidemment la fonc-
tion nulle.

@ Pour A < 0, on pose w = 1/,/=x > 0 et I"équation de-
vient

Questions de cours

Vxel0,1], y”(x)—w?y(x)=0.

La solution générale est de la forme
y(x) = Achwx + Bsh wx
et les contraintes se traduisent par
y(0)=A =0 etpar y'(1)=Bwchw =0

donc A = B = 0 (puisque w > 0 etchw > 0).
A nouveau, la seule solution est la fonction nulle.

Pour tenir compte des conditions aux limites imposées, il est
beaucoup plus agréable d’écrire la solution générale comme
on l'a fait plutét que sous la forme (équivalente!) tradition-
nelle

y(x) = ae®™ + be .

@ Pour A > 0, on pose w = '/yx > 0 et 'équation de-
vient

Vxelo1], y”(x)+ wy(x) =0.

La solution générale est cette fois de la forme
y(x) = A cos wx + Bsin wx
et les contraintes se traduisent cette fois par
y(0)=A =0 etpar y'(1) =Bwcosw =0.

Cette fois, deux cas se présentent.
Premier cas. Si cos w # 0, alors A = B = 0 et, une fois de
plus, la seule solution est la fonction nulle.
Second cas. Si cos w = 0, alors A = 0 et B est quelconque.
Comme w > 0, la condition cos w = 0 équivaut a

T
w == +km

JkeN, >

@ Conclusion générale.
Ou bien il existe un entier k € IN tel que

A 1
(/2 4 km)?

et dans ce cas, y est une solution du probleme posé si, et
seulement si, il existe un réel B tel que

Vxel0,1], yx)= Bsin(E + kn)x.
2
Ou bien la fonction nulle est la seule solution du probléeme
posé.
2. D’apres le Théoreme fondamental, si h est continue

sur [0, 1], alors H est une primitive de h : dans ce cas, H est
de classe € sur [0,1] et H' = h.

Partie B.

3.a. Pour 0 <t < xo, la fonction prend la valeur t; pour
xo < t <1, elle prend la valeur x,.

Une transformation intégrale

(1—x0)

X0

0l Xo 1

3.b. Il s’agit de calculer l'aire d"un trapeze : c’est le pro-
duit de la moyenne des bases par la hauteur.
1 2
1 —
J min(xg, t) dt = 7_‘_“ xo) X0 ZXO—X—O
0 2 2

On reconnait un polyndéme du second degré dont le co-
efficient dominant est négatif : le graphe est celui d'une
parabole tournée vers le bas.

La tangente a 1’origine est clairement la droite d’équa-
tiony = x.

Les racines sont 0 et 2, donc 1'abscisse de I'axe de sy-
métrie est T (milieu des racines). Par conséquent, la tan-
gente en x = 1 est horizontale (tangente au sommet de la
parabole).

/7% S

0 1

4.a. Pour tout x € [0,1], la fonction [t — min(x,t)] et
la fonction f sont continues sur [0, 1], donc la fonction in-
tégrande est continue sur le segment [0, 1] et 'intégrale
T(f)(x) est bien définie. La fonction T(f) est donc bien dé-
finie sur [0, 1].

@ D’apres la relation de Chasles, pour tout x € [0, 1],

1

T(f)(x) = JX tf(t) dt +XJ f(t) dt.

0 X

Les fonctions f et [t — tf(t)] sont continues sur [0, 1], donc
les fonctions

X 1
[x — J tf(t) dt} et lx — J f(t) dt]
0 X

sont des primitives de [t — tf(t)] et de —f respectivement
(Théoréeme fondamental). La fonction T(f) est donc de
classe ¢! sur [0, 1] et, pour tout x € [0, 1],

f(t) dt + x[—f(x)]

]l est alors clair que T(f)(0) = [T(f)]’(1) =0.
4.b. D’apres l'expression de la dérivée [T(f)]’ trouvée
a la question précédente et le Théoreme fondamental, la
fonction [T(f)]” est de classe €' et sa dérivée est —f.
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Autrement dit, T(f) est de classe € et

Vxel[0,1], [T(N]"(x) =—f(x).
5. On vient de démontrer que T(f) est de classe €2.
Comme il existe des fonctions continues qui ne sont pas
de classe ¢, cela prouve que T n’est pas surjective.
@ Si T(f) est la fonction nulle, alors [4.b.]
Vxe[0,1], f(x)=—[T(H]"(x)=0.
Le noyau de T est donc réduit a la fonction nulle et I'appli-

cation T est injective.
6.a. Lapplication de ([0, 1], R) dans R? définie par

(G — (G(0),G’'(1))]

est clairement linéaire et son noyau est A. Par conséquent,
A est un sous-espace de %?%([0,1]) et a fortiori un sous-
espace de E.

6.b. Si G est une fonction affine, alors

Vxe0,1], G(x)=G(0)+xG'(1).
Par conséquent, si G € A, alors G est la fonction nulle.
6.c. SiGe A, alors G” € E et[4.a.] T(G”) est une fonc-
tion de classe ¢ dont la dérivée seconde est —G”. Par
conséquent, T(G”) + G est une fonction de classe %2 dont
la dérivée seconde est nulle : c’est donc une fonction affine.
Or T(G"”) € A d’apres [4.a.] et G € A par hypothese.
Comme A est un sous-espace de E d’apres [6.a.], la fonc-
tion T(G”) + G est une fonction affine qui appartienta A,
donc [6.b.] c’est la fonction nulle.
En conclusion, T(G”) = —G pour tout G € A.
6.d. Onl'a mentionné a la question précédente, on sait
depuis [4.a.] que I'image de T est contenue dans le sous-
espace A.
@ Réciproquement, d’apreés la question précédente,

VGeA, —G"cE et G=T(—-G"),
donc I'image de T contient A.

@ Par double inclusion, I'image de E est égale a A.

Partie C. Etude spectrale
7. SiT(f) = Af, alors [4.b.]

Vx e l[0,1], Af"(x)=I[T(f)]"(x) =—Ff(x)
mais aussi (Af)(0) = (Af)’(1) = 0 par [4.b.] également.

@ Si A = 0, alors f est nécessairement la fonction nulle
[1.], donc 0 n’est pas valeur propre de T.

@ Pour A # 0, une fonction f est un vecteur propre de
T si, et seulement si, elle n’est pas identiquement nulle et
vérifie 'équation différentielle

Vxelo, 1], Ay”(x)+yx)=0
et les conditions aux limites y(0) = y’(1) = 0.
On déduit alors de [1.] que les valeurs propres de T

sont les réels 1

M= (2 1 k)2

pour tout k € N et le sous-espace propre associé a Ay est
la droite vectorielle dirigée par la fonction

fr = [x — sin(% +kn)x} .

8. Sifp € E est un vecteur propre de T associé a A, alors
T(fo) = Afy, donc

AL [[foll = [|T(fo)|| < TN [Ifoll-

Or |[fo|| > 0 (puisque fo # Og), donc
A< (T
9.a. Soitx € [0,1]. Pour tout t € [0, 1],
[FO] < Il
et comme min(x,t) > 0,
Vtelo,1], ]min(x,t)f(t)‘ < min(x, t)|/f|| -
Par inégalité triangulaire et positivité de l'intégration,
1

nmungL\mmﬁumnm

1
< j min (x, 1) ], dt
0

1
< 5l (par [3.b.1)
9.b. On a trouvé un majorant indépendant du para-
metre x, on peut donc passer a la borne supérieure et en
déduire que
1
vEeE [Tl < gl

Cet encadrement prouve que l'application linéaire T est
continue et que [[[T[|| < /2.

Pour une application non linéaire, cet encadrement reste in-
téressant mais il ne prouve pas la continuité! Il est donc im-
portant de rappeler ici que 'application T est bien linéaire.

10. On reprend la majoration du [9.a.] et on cherche les
cas d’égalité.
Soit fo = [t — 1] € E. D’apres [3.b.],

1
7o)l = T(Fo)(1) = 5

On a donc trouvé un vecteur non nul fy € E tel que

alors que |[[fol, = 1.

1
[0} |0 = 3lollcs

ce qui prouve que [[T]|| > 1/2.
D’apres la question précédente, |||T]|| = /2.

D’aprés [7.] et [8.], 0n a

1 4
~ =T Aol = —.
> T > (Aol )

Ainsi, la norme d'une application linéaire continue peut étre
strictement supérieure a son rayon spectral.
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Solution I % Une suite d'intégrales

Partie A.

1. Int~ (t—1)lorsquettend vers 1.
2.a.

Questions de cours

0+h)* = 14+ang 2=V
h—0 2

2.b. Onposet=1+h:dapresla question précédente,

h? + o(h?)

1—(1T+h)¥ ~ —ah
h—0
donc
1—t% ~ ol —1).

t—1

Todt
Jo (1—1)P

converge si, et seulement si, p < 1.
4.a. Pour tout p € N, la fonction 1, est continue sur
I'intervalle ouvert ]0, 1[.

De plus, elle tend vers 0 (= limite finie) au voisinage
de 1 (= borne finie), donc elle est intégrable au voisinage
de 1.

Enfin, comme tP est bornée au voisinage de t =0,

bp(t) = Oltnt)

t—

3. Lintégrale

et comme {n est intégrable au voisinage de 0, on en déduit
par comparaison que 1, est intégrable au voisinage de 0.

Pourp € N*, la fonction \py, tend vers 0 au voisinage de 0, ce
qui prouve I'intégrabilité au voisinage de O (méme propriété
qu’au voisinage de 1).

En revanche, la fonction \po tend vers +oco au voisinage de
0, il faut trouver un autre argument (I'intégrabilité de {n,
fonction de référence, au voisinage de 0).

Les fonctions 1, sont donc intégrables sur |0, 1[ pour
toutp € .
4.b. Soitp € N. Les deux fonctions [t — tP*'] et {n sont
de classe € sur l'intervalle ouvert ]0, 1.

Comme p + 1 > 0, le produit tP*' {nt tend vers 0
lorsque t tend vers 0 (croissances comparées).

Par ailleurs, il est clair que tP*'{nt tend vers 0
lorsque t tend vers 1 (il n’y a pas de forme indéterminée).

Enfin, on sait que \,, est intégrable sur ]0, 1[, donc l'in-
tégrale généralisée

1
J (p+ 1tP.intdt
0

est convergente et il est clair que

1 ] 1
J tp“-—dt:J tP dt
0 t 0

est convergente (p € N).
D’apres la formule d’intégration par parties,

1

1
J (p+1)tp.€ntdt=(0—0)—J' P+l -1dt
0 0 t
! —1
=—J tPdt = —.
0 p+1

On en déduit que

1

1
VPEN, Jolbp(t)dt:m.

4.c.
. La fonction ¥ est continue sur l'intervalle ouvert 1.

On travaille sur I'intervalle ouvert I =]0, 1[.

Lorsque t tend vers 0, ona ¥(t) ~ — {nt et on sait que
{n est intégrable au voisinage de 0 (fonction de référence),
donc V¥ est intégrable au voisinage de 0.

Lorsque t tend vers 1, d’apres [1.],

—(t—1)

Tt

Y(t) ~

donc V¥ est intégrable au voisinage de 1 (limite finie en une
borne finie).
Ainsi, la fonction ¥ est bien intégrable sur 'intervalle
I=1]0,1[
@ D’apres la question précédente, pour tout p € N, la
fonction ¥}, est intégrable sur I en tant que combinaison
linéaire de fonctions intégrables sur I.

@ D’apres la formule de la somme géométrique,

_ —(1—tP ) int

tel Yo(t) =
Viel, Yp(t) T—
et il est alors clair que
Vtel,  lim (1) = — 2 _
’ leJroo P o ]—t o

@ ]l est également clair que la fonction ¥ est continue
sur L.

@ Fixons maintenantt € Ietp € N.On a
Yo ()] = (1 =P D [¥()] < [W(b)].

On a trouvé un majorant indépendant du parametre p et
on a déja démontré que ce majorant était intégrable sur 1.

Nous pouvons donc appliquer le Théoreme de
convergence dominée, qui prouve que la suite de terme
général

1 Pl P 1
_ _+P — -
J \yp(t)dthJ t Entdt_Z(p+])2

0 k=0

converge vers

Autrement dit,
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Partie B. Convergence d’une suite

5. Soitn > 2. Alors « = 1/, < 1/ < 1 et la fonction f;,
est clairement continue sur l'intervalle [0, 1[. D’apres [2.b.],
lorsque t tend vers 1,

(/) —1) 1

1
fn(t) ~ (1—1)1+1/n = n (1—t)/n"

Comme B = /4 < 1, on déduit de [3.] et du théoreme de
comparaison que la fonction f,, est intégrable au voisinage
del.

Les fonctions f,, sont donc intégrables sur [0, 1{ pour
tout n > 2 et les intégrales généralisées v, sont bien défi-
nies pour toutn > 2.

6.a. Commeu < 0,lesbornes de l'intégrale sont ici dans
I’ordre décroissant. Comme

Vu<s <0, e’ <1,

on en déduit que

Autrement dit,
Yu<0, e*—1>u
6.b. Onreprend la méme méthode : on a établi que

Yu<s<0, 1+s<e’

et en intégrant (les bornes étant cette fois encore dans
l'ordre décroissant), on en déduit que

uw uw

Yu <0, J e’ ds

1+sds>J
0

0

c’est-a-dire

et finalement

u
T+u<e*<T+u+—.

<
Vu<0, 5

7. Pourte€]0,1[,onalnt < 0eton peut appliquer l'en-
cadrement précédent au réel

_tnt

u <0

pour obtenir

nt
1+ — <ex
n

On en déduit I'encadrement voulu de

Int
T—t"/™=1—exp—.
exp —

8. Pourt € ]0,1[, onat'/™ € [0,1], donc fn(t) > 0
puisque le numérateur et le dénominateur sont tous les
deux positifs.

Pour majorer simplement un quotient de réels positifs, il suf-
fit de majorer le numérateur et de minorer le dénominateur.

a D’apres [7.], le numérateur de fr, (t) est majoré par

—{nt —Int
<
n 2

(puisque n > 2 et —fnt > 0). D’autre part, le numérateur
de f,(t) est une fonction croissante de n :

(1—¢)1+1/n :exp[(1 + %) tn(1 —t)},

<0

donc

Vn>2,vo<t<l, (1—t)'V/n>1—11)32.

Ainsi, pour t € 10, 1[etn > 2,

—Int
1 <talt) € 57—~
Vte 0,1, 0<fu(t) 002

9. D’apres [5.], les fonctions f,, sont intégrables sur 1'in-
tervalle I = ]0, 1[ pour tout n > 2.
@ Pour tout t € [, la suite de terme général

1—t'/m
fn(t) = (1—t)+1/n
converge vers 0. (En effet, le numérateur tend vers 1—-1 =0
et le dénominateur tend vers (1 —t)! > 0.)
- La fonction [t — 0] est bien sGr continue sur l'inter-
valle 1.
: Enfin, on a trouvé [8.] une fonction

@{tw —nt ],

2(1—1t)3/2
indépendante du parametre n > 2, telle que

Vn>2,vVtel, |[fa(t)]<O(t).
a ]I reste a vérifier que cette fonction © est bien inté-

grable sur L.

Tout d’abord, il est clair que © est une fonction conti-
nue sur L.

Ensuite,

O(t) ~ —Int,
t—0

donc O est intégrable au voisinage de 0.

Enfin,
1

N
donc, d’apres [3.], la fonction © est intégrable au voisinage
(gauche) de 1.

@ Comme la fonction dominante © est intégrable sur I,

on peut appliquer le Théoréme de convergence dominée
et en déduire que

ot)

1
lim yn:J 0dt=0.

n—-+oo 0
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Partie C.

10. Tout d’abord, chaque fonction ¢, , est continue sur
I'intervalle ]0, 1.

Calcul d’un équivalent

| Dans ce qui suit, les deux entiers n et p sont fixés.

@ Lorsque t tend vers 0, on a @n,p(t) ~ {nP t. Par crois-
sances comparées de {nt et de t, on sait que

Pt = o(%)

Or [t — 1/ est intégrable au voisinage de t = 0 (fonction
de référence), donc, par comparaison, la fonction ¢, est
intégrable au voisinage de t = 0.

@ Lorsque t tend vers 1, on déduit de [1.] que

Vp =1,

(t—1)P

(1P -
@np(t) ~ (1) +i/n -

(1—tt/m

Comme p > 1, le facteur (—1)P (1 — )P~ est borné (com-
pris entre —1 et 1), donc

onp(t) = O (W)-

Commen > 2,0ona '/ < 12 < 1eton déduit de [3.] que
@n,p estintégrable au voisinage de 1.
@ Ainsi, chaque fonction ¢, est intégrable sur ]0, 1[.
11. Dans cette question, I’entier p est fixé, supérieur a 1.
@ D’apres la question précédente, pour tout n > 2, la
fonction ¢, p, est intégrable sur l'intervalle I =]0, 11.
@ Pour tout t € I, la suite de terme général ¢ (1)
converge vers
Pt
T—t
I1 est clair que cette fonction v, est continue sur I.
- ]l est aussi clair que

Vp(t) =

|¢n t|P

Vn>2 Vtel, m»

|@n,p(t)] <

ce majorant étant indépendant du parametre n. Il reste
donc a démontrer que cette fonction majorante, que nous
noterons O, est elle aussi intégrable sur I'intervalle I.
a ]I est clair que © est continue sur l'intervalle ouvert

I=10,1L

Elle est intégrable au voisinage de t = 0 et au voisi-
nage de t = 1 pour les mémes raisons que @, , (cf [10.]).

Donc la fonction dominante © est intégrable sur ]0, 1]
et on peut appliquer le Théoréme de convergence domi-
née.

En conclusion, pour tout entier p > 1,

1 1
. {nP t
ngrpm L Pn,pl(t)dt = Jo T dt.

En particulier, pour p =1,

lim
n—-+oo

1 2
—7T
nq(t)dt = —
L(p,ﬂ) c

d’apres [4.c.].

12. On reprend l’encadrement du [7.] et on divise par
(1 —1t)"+1/™ > 0 pour obtenir

Pn,1 (t)

t t
n 2n? n

quel que soit t € ]0, 1[. Les fonctions fy, @n,1 et @n 2 sont
intégrables sur ]0, 1[ (par [5.] et [10.]), donc on peut inté-
grer terme a terme cet encadrement et en déduire que

_J] @n,1(t)

0 n

13. D’apreés [11.],

! Pn,1 (t)

(pTl,Z(t) d dt.
n

2n?

t<Yn<—J
0

1
tim [ a1 (0)dt =6 20,

n—-+oo 0

1 1.2
. n°t
HEI-POO Jo Pn,2(t)dt = L r— dt € R,
donc : )
_J M dt ~ 7t_
o n n—+oo 6T
et :
1L D RN |
JO 2n? dt nH_JrooO(nz) _O<n)'

L’encadrement de [12.] nous donne donc
- Ere(r)
¥n n—too 6N e n
ou, si on préfere,
)

~ -
Yn o e 6n

Solution Il % Polyndmes de Hermite

Partie A.

1. On calcule successivement w’(x), w”(x) et w3 (x)
(les calculs doivent figurer sur la copie) et on en déduit
que

Une famille de polynémes

H; =2X, H,=4X?>—2, H;z=28X>—12X.

2.a. Onpartde la définition de Hn
Ha(x) = (=1)"e " w™ (x)
et on dérive ce produit : pour toutn € N ettoutx € R,

H/ (x) = (—1)“e"2 [ZXW(H)(X) +w(“+”(x)}
= 2xHn (x) — (=)™ T w1 (x)

= 2xHn (x) = Hn 1 (x).

2.b. D’apres les calculs précédents, on conjecture que
Hy, est un polyndme de degré n dont le coefficient do-
minant est égal a 2™ : cette conjecture est validée pour
0<n<3.

De méme, on voit bien que H,, est de méme parité que
npour0 <n<3.

HR : On suppose que notre conjecture est vraie et que
H,, est de méme parité que n pour un entier n > 3.
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@ D’apres la relation de récurrence [2.a.],
Hupr =2X2" XM 4 ) = (-++)

(ot les - - - indiquent des termes dont le degré est stricte-
ment inférieur a n) et par conséquent

o = 200X 4

(ot les - - - indiquent cette fois des termes dont le degré est
inférieur a n). Cela prouve que degHn 1 =n+1et quele
coefficient dominant de Hy 11 est égal a T

@ D’autre part, comme le facteur 2X est un polynéme
impair, le produit 2XH,, est de parité opposée a celle de
I'entier n.

De plus, comme H,, est de méme parité que n (par
HR), le polyndome dérivé H/ est de parité opposée a celle
den.

Par différence, Hn1 = 2XH,, — H;, est de parité op-
posée a celle de n, donc de méme parité que (n + 1).

@ Le résultat souhaité est ainsi démontré par récurrence
pour toutn € N.

Partie B. Une structure euclidienne

3. Soient f et g dans R[X] : le produit f- g - w est évidem-
ment une application continue sur R et il existe un entier
d € N tel que

car

vneN, xre " = exp[—x* + ntnfx] — 0
X—T o0

par croissances comparées de x* et de {n .

L'application f - g - w est donc intégrable aux voisi-
nages de +oo et donc intégrable sur R, ce qui prouve que
I'intégrale généralisée (f|g) est convergente.

4. Onadémontré [3.] que (-|-) était une application de
R[X] x R[X] dans RR.

L'application (-|-) est évidemment bilinéaire et sy-
métrique sur R[X] x R[X].

Pour tout f € RI[X], il est clair que (f|f) > 0 (inté-
grale d'une fonction positive).

Enfin, si (f|f) = 0, alors f?-w est une fonction conti-
nue et positive sur R dont l'intégrale est nulle. Par consé-
quent,

VxeR, f*(x)w(x)=0

et comme w(x) > 0 pour tout x € R, on en déduit que
VxeR, f(x)=0.

Ainsi, (-|-) estune forme bilinéaire symétrique et définie
positive, ¢’est-a-dire un produit scalaire, sur R[X].
5.a. Par définition du produit scalaire et de H,_1,

+oo 5 N
(P'|Hp 1) :J P/(x) (=)™ TeX w D (x)e ™ dx

Nous allons maintenant intégrer par parties.
w1l est clair que les deux fonctions P et w(™~1) sont de
classe €1 sur ]—o0, +00 et, comme on I'a justifié au [3.],

lirf P(x)-w™ D (x) =0.

On sait déja [3.] que les deux intégrales généralisées

(P'|Hn_1) et (P|Hyn)

sont convergentes, la formule d’intégration par parties ne
nous apprend rien a ce sujet.

D’apres la formule d’intégration par parties,
+o0

(P'|Hp 1) =(0—0) — (—1)™! J P(x)w™ (x) dx

= (P[H,).
puisque, par définition de Hy,,
Vx€eR, Px)-w™(x)=(=1)"P(x)Hn(x)w(x).
5.b. On déduit du résultat précédent que
vo<k<mn, (P[H,) = (P®™|H, )
et donc en particulier que
(PIHn) = (P™[Ho).

SidegP < n, alors P = 0etdonc (P|H,) =0.
Ainsi, pour tout entiern > 1,

VPeRn (X, (P|Hn) =0.

5.c.  Onsait [2.b.] que (Hy)xen est une famille échelon-
née en degré :

VkeN, deg Hy =Xk,

donc (Hy)ken est une base de IR[X].
@ Sojent 0 <1 <j < n. Comme i< jetqueietjsont
entiers, alorsi < j — 1 et donc

Hi (S ]RI[X] C IR]'_] [X]

D’apres la question précédente, (H;i|H;) = 0.
Labase (Hy)xen est donc orthogonale pour le produit
scalaire (-]-).

6.a. D’apres[5.b.],
VPEeRIXl, (P[Hn) = (P Ho).
En particulier,

Hall> = (Hn [ Hn) = (HY [ Ho).

6.b. Par [2.b.], le degré du polyndme H,, est égal a n,

donc H;“) est constant; le coefficient dominant de H,, est
égala 2™, donc

HM =2 n! =2"n!- H,

n

et finalement

[Hall = v2™.nl{[Hol.
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Partie C.

7. 1l est clair que, quel que soit le polynome P € R[X],
I'expression u(P) est un polyndme. On vérifie sans peine
que u est bien linéaire.
L’application u est donc un endomorphisme de IR[X].
@ SidegP < n,alors

Un endomorphisme auto-adjoint

deg(XP') =1+degP’ <1+ (degP—1)=degP <n

et deg(P”) < degP —2 < n, donc degu(P) < n.

Le sous-espace R [X] est donc stable par u, quel que
soitn € N.
8.a. Comme ¥ (P)="P’, alors

®(¥Y(P)) = ®(P') =2XP' —P" =u(P) — P
= (u—1d)(P).
De méme, comme ®(P) = 2XP — P/, alors

Y(D(P)) = W(2XP —P’) = 2P +-2XP’ —P” = P 4+ u(P)
= (1d +u)(P).

Comme ces relations sont vraies pour tout P € R[X], on en
déduit que

OoV¥V=u—Id etque Yo® =u+Id.
8.b. D’apres la question précédente,

u=Id+0oc¥=Y¥Yo®—-1d.

En composant a droite par @ la premiére expression de u
et a gauche par @ la seconde expression, on en déduit que

UD=D+DoYVYoD et Pou=DPoVYod -0

et donc (par différence) que
uod® —d®ou=20.
9. Siu(P)=A-P,on déduit de la relation précédente que

uw(®(P)) = ®(u(P)) +20(P)
= O(AP)+20(P) = (A+2) - O(P)

par linéarité de @.
10. Commengons par observer que Hyi # 0 pour tout
k e N.

Par définition, un vecteur propre est distinct du vecteur nul.
Cette remarque liminaire nous permet de ne pas revenir sur
ce point dans la suite.

Comme deg Hp = 0, il est clair que ®(Ho) = Ho. Donc
Ho est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1.

HR : supposons que, pour un entier k € N, le poly-
noéme Hy soit un vecteur propre de u associé a la valeur
propre 2k + 1.

Par définition de @ et [2.a.], on a Hx 1 = O(Hy) et,
d’apres [9.],

W(Hip 1) =u(@(Hy)) = [(2k + 1) + 2] D (Hy)
= (2k+3)Hk+1)

ce qui prouve que Hy 1 est un vecteur propre de u associé
a la valeur propre (2k + 3).

On a donc démontré par récurrence que, pour tout
k € N, le polynéme Hy est un vecteur propre de u associé
a(Zk+1).
11.a. Par définition,
+oo

(P'1Q") = J P/(x)e ™ Q'(x) dx.

—00

Nous allons intégrer par parties.

:a Les fonctions f = [x — P’(x)e_"z] et g = Q sont évi-
demment de classe ¢! sur R.

@ D’apres [3.], les deux produits f’.g et f.g’ sont inté-
grables sur R (produit de la fonction w par une fonction
polynomiale).

a D’apres [3.],

lim f(x).g(x) =0.

x—+oo

On déduit donc de la formule d’intégration par par-
ties que

et comme

on en déduit que

(P1Q") = (u(P)=P[Q).

11.b. D’apres la question précédente,

(uP)1Q) = (PIQ) + (P'IQ").
En intervertissant P et Q,
(Plu(Q)) = (w(Q)[P)
(QIP) + (Q'IP")
(PIQ) + (P'IQ") = (u(P)IQ)

ot on a utilisé deux fois (x) la symétrie du produit scalaire.

[+

Solution IV % Intégration par parties
généralisée

1. Pour tout x € [a, b], le segment [a, x] est contenu dans
[a, b], donc la fonction g est continue par morceaux sur le
segment [a, x] et 'intégrale

est donc bien définie.
2. Soit ax € Jax, ox1[. D'apres la relation de Chasles,

) g(t) dt.

Ak

G(x) = G(ay) +J
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Par hypothese, la fonction g est continue sur l'intervalle
Joe, o111, donc la fonction

on [ a4l

est une primitive de g sur Jay, ai+1[ (Théoreme fonda-
mental). Sur cet intervalle ouvert, la fonction G est donc
la somme d’une constante et d’une fonction de classe
%", donc G est de classe €' sur chaque intervalle ouvert
Jotey oty [

3. Chacune des fonctions gy est continue sur 'intervalle
[otky ot 1-1), donc (Théoréme fondamental a nouveau) la

fonction N

[x — Glo) + J gk (t) dt]

Xk
est la primitive de gy sur [ax, ox1] qui prend la valeur
G(ax) au point x = oy,.

4.a. D’apres[3.], pour tout x € [ot, 1],

X

gk (t) dt.

X

Grelx) = Glan) +J

L'intervalle ouvert ] o, x[ est contenu dans l'intervalle ou-
vert |y, ote11[ et, par construction,

Ve ok, ol gr(t) = g(t)
donc
Vx € o, o], j gk(t)dt=J glt) dt,
o a% (283

si bien que, pour tout x € [ot, oty 1],

X

Gie(x) = (o) +J g(t) dt = G(x)

K
(relation de Chasles a nouveau).
4.b. En tant que primitive d’une fonction continue sur
[k, ot 1], la fonction Gy est de classe €' sur [0, 1] et

Gy (t) = gk(t).

4.c. Onajustifié plus haut [2.] que la fonction G était de
classe ¢ sur l'intervalle ouvert |y, oty 1[.

Pour 0 < k < n, la fonction g admet une limite a
gauche (finie) g(e, ) et une limite a droite (finie) g(o ) en
X = a. A priori, ces deux limites sont distinctes et dans ce
cas, G est dérivable a gauche et a droite en x = «y avec

Gyloa) = glog,) # glog)) = G4 (owe),

donc G n’est pas dérivable en x = .

De méme, pour 0 < k < n — 1, la fonction g n’est
a priori pas continue en x = ax1, donc G est dérivable
a gauche et a droite en x = a1 sans étre dérivable en
X = ax4+1 (deux demi-tangentes distinctes).

Vte (o, xxrl,

Questions subtiles, mais les réponses ne sont pas contradic-
toires si on connait rigoureusement le cours.

Par [4.a.], les fonctions G et Gy coincident sur le segment
[ty otie1] et comme Gy n'est définie que sur ce segment
(tout comme gy), la fonction Gy est la restriction de G a
[o, ot 1]

Pour Gy, qui n’est donc définie que sur [y, 011, la dériva-
bilité en o équivaut donc a la dérivabilité a droite (puisque
Gy n'est pas définie a gauche de ou) et la dérivabilité en
Xy41 équivaut a la dérivabilité a gauche en oucy1 (puisque
Gy n'est pas définie a droite de oty 1).

En revanche, G est définie a gauche de o (sauf si k = 0) et
a droite de o1 (sauf sik =n — 1), donc — c’est le cours
— G est dérivable en oy si, et seulement si, G est dérivable i
gauche et a droite en xy et si les nombres dérivés a gauche et
a droite sont égaux. Dans le cas contraire, 'existence de deux
demi-tangentes différentes fait apparaitre un point anguleux
en x = oy sur le graphe de G.

5. Parl[4.a.],
J e dt:J G dt.

Comme f et Gy sont de classe ' sur le segment
[k, ore4-1], on peut intégrer par parties :

[ rwenat= froeww) s - et

puisque G, = gx [4.b.].
6. D’apres la relation de Chasles,

n—1 Xk —+1
Jb f/(t)G(t) dt = ZJ £/(t)G(t) dt

a k=0 " %k

ot chaque terme a été étudié au [5.].

@ D’apres [4.a.], pour tout 0 < k <mn,
Grlon) = Glou) et Gyloy1) = Gloks1)

donc

n—1 n—1

D [FOGKM)] T =D [fGm)] o

X X
k=0 k=0

= [f(G)] "
— [f(1)G(1)]°

o
@ D’autre part, pour tout 0 < k <mn,

J'“k+l
Xk

(méme raisonnement qu’au [4.a.]), si bien que

(télescopage)

T ) g(t) dt

Xk

f(t)g(t) dt = J

n—1 X +1 n—1 X +1
> J ft)gi(t) dt =) J f(t)g(t) dt
k=0 v %K k=0 v %k

- r" f(t)g(t) dt

X0

(télescopage)

b
= J f(t)g(t) dt.

a

@ On déduit donc de [5.] que

Dans le cours, la formule d'intégration par parties est établie
en supposant que les fonctions f et g sont de classe € sur
le segment [a, bl. Nous venons de voir qu’il suffit que f et g
soient continues sur [a, b] et de classe ¢! par morceaux sur
[a, b].



