INTEGRALES

Exercice 1 Exercice 7

1. Sila fonction f est paire ou impaire, alors elle est in- Lorsque a tend vers +oo,
tégrable au voisinage de —oo si, et seulement si, elle est
intégrable au voisinage de +oc.

1
2. Sif est paire et intégrable sur IR, alors J dx ~
" 4 1 {a—x)V1—-x%2 a
J f(t) dt:ZJ f(t) dt. .
oo 0 Exercice 8
3. Sif estimpaire et intégrable sur IR, alors 1. Pour toutn > 2, lorsque x tend vers +oo,
“+oo
f(t) dt=0. oo ,—t? —x2
J—oo J en dt:o(en71>
.t X
4.
oo tdt
o T1e2+44 = 2. Pourtoutn € N et toutx >0,
Exercice 2 J*OO et di— e Cntl J'+°° et dt.
1. N tn 2xn+T 2 n+2
“+o00 e t
o T+t En particulier, lorsque x tend vers +oo,
2. N
* Int ~mina +o00 —x
vaso | opas gt | era~t
X 2x
Exercice 3
Exercice 9
1. Poura<b,
1. L'intégrale
Jb dt 3 J’ du &
aVo—tit—a JavT—uz 1 dt
f(x :J
2. Pourtousa< b, (x) 0 V/(x2+t)(1 +12)

b a2
J vV(b—=x)(x—a)dx = w. est définie pour tout x > 0.

2. Auvoisinage de +o0,
Exercice 4

Exercice 5 3. Auvoisinage de 0,

Pour toute fonction f continue sur [—1, 1],

1
dt
fix)=| —+0(1
1 f(x) 7T 7-[/2 . ( ) JO /7)(2 —|—t2 ( )
————dx=| f(cost)dt= f(sint) dt.
1 V1 —x2 0 —r/2
donc f(x) ~ —{nx.
Exercice 6
Démontrer que Exercice 10
1 too o x “ox Lorsque x tend vers 0,
t—1 -
J —dt:J €T gx=tn2
o Int 0 X
+oo
cost d 1
enposantt =e *. . t~ X
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Exercice 11

Exercice 17

1. Pour tout x > 0, on pose
+oo ,—t
F(x) = J S dt.
X t

Alors F(x) = o(e™™) au voisinage de +oo et F(x) ~ —fnx
au voisinage de 0.
2. Lafonction F est intégrable sur ]0, +oo[ et

+o00
J F(x)dx =1
0

en intégrant par parties.
3. Auvoisinage de +oo,

o)

4. Pour tout x > 0, on pose

“+oo efxt
= dt.
o(x) L :

F(x) =

Alors @(x) = e"ZF(xz), donc @(x) ~ —2e*" Inx au voisi-
nage de O et

w09~ o)

x4

au voisinage de +-oco.

Exercice 12

Lorsque x tend vers +oo,

X

A

J Arctant dt ~ T nx.
o t 2

Exercice 13

Lorsque x tend vers +oo,

[T sa=o(y).

Exercice 14

Si f est intégrable sur [0, +o00[, alors

1
J‘ f(nt) dt
o 1+t

Exercice 15

Lorsque n tend vers +oo0,

J’ +to° Arctan t/,,
o t4t3 2n’

Exercice 16

Par convexité de la fonction exp,

+o0

J(Hi)ne*tdtzj e tdt=1.
n—-+oo 0 n 0

lim

oo+ dt +00 too e +o0 1
J et—]:ZJ te dt:Z?

0 k=170 n=1
Exercice 18
Pour tout x € R,
T sin(xt) < x
dt = —_—.
L et—1 ; n? 4 x?
Exercice 19
+00 too -I
Z J (—*e *dt =tn=
k=10 2

Exercice 20

1. Lafonction F définie par

+oo efxt
F(x) = J dt
0 X+t

Vx>0,

est décroissante et positive sur R et tend vers 0 au voisi-
nage de +oco.
2. Comme
5 “+oo e U
Vx>0, F(x)=e" J — du,
u

x2
la fonction F est une solution de 1’équation différentielle

2

xy(x) —y'(x) =~

Vx>0,

3. De plus F(x) ~ 1/2 lorsque x tend vers +oo et F(x) ~
—2{nx lorsque x tend vers 0.

Exercice 21

Pour tout n € N, on pose

(n+1)7m
I, = J sin(t?) dt.
Jmm

1. Démontrer que la suite (I )nen tend vers 0.

2. Effectuer le changement de variable u = t2.

3. Aumoyen d'un changement de variable affine, élimi-
ner 'entier n des bornes de l'intégrale.

4. En déduire la nature de la série >_L,,.

Exercice 22

Etudier la convergence des intégrales généralisées
suivantes.
1.

1
J nt dt
0 v/(1—1)3

“+o0
J (t+2)— Vt2+4t+1dt

0
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Exercice 23

1. Démontrer la convergence de

1 J—
I:J' g
o Int

2. Vérifier que

+o0o ,—x _ ,—2x 2¢
I:J de:limj
0 X

e—0 J¢

e—X

dx.

X

3. En déduire la valeur de 1.

Exercice 24

Justifier la convergence de l'intégrale

I:J‘ tn(1—x2)

. 2 dx

et calculer sa valeur au moyen d'une intégration par par-
ties.

Exercice 25

Justifier ’existence de
14+t

“+o0o
I :J L
" o Vt+tn

et étudier le comportement de I,, lorsque n tend vers +oo.

Exercice 26

Pour tout entier n > 1, on définit la fonction f,, sur
[0, 1] en posant :

nynt pour0<t< T/,

vtelo,1], fn(t)‘ Vst pour Vn<t< 1.

1. Démontrer que la suite (fy )n>1 converge simplement

sur [0, 1], mais ne converge pas uniformément sur [0, 1].
2. Calculer de deux manieres différentes la limite de

lorsque n tend vers +oo.

Exercice 27

On considere deux suites réelles bornées (an)nen et
(bn)nen et on suppose qu'il existe un segment [c, d] (avec
c < d) tel que

lim
n—-+oo

vVt e lc,dl, an cosnt + b, sinnt = 0.

1. Démontrer que, pour tout n € N, il existe un réel ¢,
tel que

Vtele,d, ancosnt+b,sinnt=4/a? + b2 cos(nt+e,).

2. Calculer

d
L= |
c

[an cosnt + by, sinnt] 2 4t

et en déduire que

. (a% +b3)(d—c)

n—+oo 2
3. Démontrer que les deux suites (an)nen €t (bn)nen
convergent vers 0.
132 - 610

Soit A, une partie de IN. On considere la fonction f dé-
finie par

Exercice 28

XTI.

n!

VxeR, flx)=)

neA
et on suppose que

£(x) ¢

X—+00 XZ ’

1. Soit I, une partie finie de A. Calculer

+oo  n,—x
xe
| o

!
ner?0 n
et en déduire que A est une partie finie.

2. Que peut-on en conclure?

132 - 617

Soit f, une fonction continue et bornée sur R.;. Dé-
montrer que

“+oo
n—+oo JO

Exercice 29

nf(x) B

1+ n2x2 b ﬂf(O)'

lim

132 - 628

Soit a > 0. On considere une fonction g, continue sur
[0, a] et telle que g(0) # 0, et la fonction F définie par

Exercice 30

a

VxeR, Fx)= J g(t)e ™' dt.
0
Démontrer que
9(0)
F(X) x—+o00 X ’
Exercice 31 132 - 1166
Démontrer 1’existence de l'intégrale
+oo 1
J 1 —tArctan — dt
0 t
puis calculer sa valeur.
Exercice 32 132 - 1167
On pose
/2 /2
I:J' fnsinx dx et ]:J fn cos x dx.
0 0

1. Justifier 'existence des intégrales I et J.
2. Vérifierquel =].
3. Calculer I+ J. En déduire la valeur de 1.
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Exercice 33 132 - 1219

Pour tout entier n € N*, on pose

I, = J:oo eVt dt, Uy = (1 + \/]ﬁ)n

etv, = eV,

1. Démontrer que la série ) v, converge.
On notera dans la suite :

+o00
Rn,: z:' V.

k=n-+1

VneN,

2.  Démontrer que l'intégrale I, est bien définie. Calculer

X
J ue " du
0

pour tout x € R et en déduire que
VneN I,=2(1++vn)e V™

3. Démontrer que
YneN* I, <Ry <l

En déduire un équivalent de Ry, lorsque n tend vers +oo.
4. Démontrer que la série > uy converge. En posant

+oo
Th.: § Uk,

k=n+1

vVneN,

démontrer que T,, ~ Rn/ /e lorsque n tend vers +oco.

Exercice 34 132 - 1225

On rappelle que

vVneN,

(étude de la fonction I') et que

n..n

n! ~ 2mme "n".

n—+00

1. Etudier les variations de S(x) = (1+x)e™ pourx > 1.
En déduire que

VneN Vx> 1,

2. Démontrer que

lim rw (1+ 1)ne—t dt = 0.

n—++u>VG{

3. Démontrer que

X2 3
Vx>—1, n(1+x) <X—7+?
4. En déduire que
Vn n +00
lim J (1 + L) e V™ dx = J e /2 dx.
notoo | Vn o

5. En effectuant le changement de variable u = (t —

n)/y/n dans l'intégrale I,,, démontrer que

lim
n—+o00

N

En déduire la valeur de l'intégrale

[ () e au— v

+oo
J e /2 dx.

—0o0



INTEGRALES (SOLUTIONS)

Solution 1

On consideére le changement de variable affine ¢ : R — R défini par
VteR, ot)=-t.

@ Soient f, une fonction continue (par morceaux) sur R et I, un intervalle contenu dans R. Par définition, la fonction
f est intégrable sur I si, et seulement si, la fonction |f| est intégrable sur I.
— Si f est paire, alors
VteR, [f(—t)|=]|f(t)]

— Si f est impaire, alors
VteR, [f(—t)]=]|—ft)]=][f(t)]

Dans les deux cas, la fonction f est intégrable sur I si, et seulement si, la fonction (f o ¢) est intégrable sur I.
a D’apres le théoreme de changement de variable affine, la fonction f est intégrable sur l'intervalle I = ]a, b si, et
seulement si, la fonction
g=foo
est intégrable sur 'intervalle | = ]—b, —al.
1. Supposons que f soit intégrable au voisinage de +oo : par définition, il existe un réel A tel que f soit intégrable sur
] =1A, +ool.
Que la fonction f soit paire ou impaire, la fonction f o ¢ est alors intégrable sur ] = JA, +oo[, donc la fonction f est
intégrable sur ] = ]—oco, —A[ et donc intégrable au voisinage de —oo.
a Réciproquement, si f est intégrable au voisinage de —oo, alors il existe un réel B tel que f soit intégrable sur | =
]—o0, BI.
Que f soit paire ou impaire, la fonction f o ¢ est alors intégrable sur ] = ]—oo, B[, donc la fonction f est intégrable
sur I = |—B, ool et donc intégrable au voisinage de +oo.

# Comme les deux parties de cette démonstration sont tres similaires, on peut se dispenser de rédiger complétement la deuxiéme
partie (cependant, dans ce cas, il faut mentionner I'analogie).

# Comme d’habitude, pour démontrer qu'une fonction est intégrable, on ne manipule aucune intégrale, seulement des fonc-
tions positives ! (De maniére analogue, pour prouver qu’une série est absolument convergente, on n'étudie que son terme général,
on ne calcule aucune somme partielle et encore moins de somme.)

2. Sif estintégrable sur R, alors elle est intégrable sur les sous-intervalles ]—oo, 0] et sur [0, +ool et :

roo f(t)dt = JOOO f(t)dt+ J:Oo f(t) dt.

—0o0

Le changement de variable affine ¢ réalise une bijection de ] = ]—o00, 0] sur I = [0, +00[ et, si f est paire, alors :

0 0
| rwae=| reva (parité de )
0
:—L (fo @)(t)e’(t) dt (o/(t) = —1)
0
:_J f(u) du (u= (1)
+o0
“+o0
:J f(u) du
0

Par conséquent,
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3. De méme, sif est intégrable sur R et impaire, alors

0 0
J f(t)dt = —J f(—t) dt (imparité de f)
0
:L (Fo@)(t)e’(t) dt (@'(t) = 1)
0
:J f(u) du (u=o(t)
e
= —J' f(u) du
0

Par conséquent,

4. La fonction définie par

W=1aya
est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R, donc la fonction f est définie et continue sur
]—o0, ool
Le numérateur est impair, le dénominateur est pair, donc le quotient f est une fonction impaire.

Lorsque t tend vers +oo,
t 1
donc la fonction f est intégrable au voisinage de +oco. D’apres [1], la fonction f est aussi intégrable au voisinage de —oco
et donc intégrable sur R.

D’apres [3],

Solution 2

1. La fonction f définie sur I =10, +oco[ par
flu) = nu
T 14u?

est une fonction continue sur L. Elle est intégrable au voisinage de 0, puisque f(u) ~ {nu. Elle est intégrable au voisinage
de +oo, puisque
Vo 1+ul
i/ ~—
-0 ~lu

hu Ju 1
flw ° (u\/ﬂ ) )
Le changement de variable ¢ défini par
Vtel, u=9(t)=-

est une bijection de classe ¢ de I sur L.
Comme f est intégrable sur I, alors

(fo@)(t)-@'(t) =

est intégrable sur I (ce qui ne nous apprend rien!) et

+oo 0
L (fo@)() - @’(t) dt :j flw) du.

Autrement dit,

et par conséquent,
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L’aire verte et l'aire rouge se compensent exactement!

2. On considere maintenant la fonction continue g définie par

¢
VYuelo,+ool, g(u)= _huw

et le changement de variable affine 1\ défini par

Vxel, u=1(t)=at,
qui réalise une bijection de I sur I.
La fonction (de t) définie par

Vo In(at) _l(ﬁnt—i—(’,na)_@ (Znia 1
(gow)(t).lp(t)_aaZJr(at)z_a 72« " adire

est intégrable sur I en tant que somme de deux fonctions intégrables. D’apres le théoreme de changement de variable,
la fonction g est elle aussi intégrable sur I et, comme les deux termes de cette somme sont intégrables, on peut invoquer
la linéarité de I'intégrale :

+oo +o0
L g(w) du =j (gow)(t) - (1) dt

0

1 [tee na ([t dt fna ([t dt
= f(t)dt + — = —_—
aL (t) dt + a J L 1+12

o 1+1t2 a

r dt dt = [Arctan t]x Arctan
—_— = = xX
o 1+12 0

(puisque Arctan 0 = 0) et, en faisant tendre x vers +o00, on en déduit que

oo dt m
L e i3

et on obtient enfin que

tna

T fnt T
_nt g Tne
J 2 a

0 Clz +t2
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Voici comment on peut créer (a peu pres) la figure qui illustre le calcul.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# En général, les coloristes donnent les 3 composantes RVB
# en nombres entiers (entre 0 et 255) la ou Python attend
# un triplet de réels compris entre 0.0 et 1.0.
def rvb(rouge, vert, bleu):

return (rouge/255.0, vert/255.0, bleu/255.0)

Pour 1'inspiration :
http://www.chromaticstore.com/outils
puis : "Lancer l’application" et "Nuancier"
http://www.agence-casanova.fr/professionnel/
identitaire/pantone.html
Et aprés on ajuste selon son godt...

H oW R R KRR

# On définit la fonction f (automatiquement
# vectorialisée, puisqu’on utilise le log de numpy).
def f(x):

return np.log(x)/ (1+x**2)

On crée un échantillon d’abscisses

= np.linspace(0.05,10)

On prend 1’image de cet échantillon par f (tout

1'intérét de la vectorialisation apparait ici)

= f(x)

On trace la courbe

plt.plot(x,y, "black’)

# On colore les aires selon la position par rapport

# a 1'axe des abscisses

plt.fill_between(x, y, where=y>=0,\
facecolor=rvb (150, 224, 150))

plt.fill_between(x, y, where=y<=0,\

facecolor=rvb(234, 107, 123),

interpolate=True)

H < H H X #

# Et on affiche
plt.show()

Solution 3

Les deux intégrales se simplifient a I’aide d'un méme changement de variable affine qui transporte I'intervalle | = ]a, b[
sur l'intervalle I = ]—1, 1[.
On cherche donc une fonction affine ¢ telle que

ela)=—1 et @(b)=1.

D’apres la théorie des polynomes interpolateurs de Lagrange,

olt) = pla) T +o(b) g o = LD =0
_ 2t—(a+b)
T

# Pourquoi chercher I'expression de @ quand le cours nous donne la formule ? 1l nous reste a la simplifier.

En particulier,
2

> 0.
b—a

VteR, o¢'(t)=
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De plus, ¥(t) = 1T — @(t) est une fonction affine telle que P(a) = 2 et P(b) =0 et x(t) =1 + @(t) est une fonction affine
telle que x(a) =0 et x(b) =2, donc
b—t t—a
Par conséquent,
b—t)(t—a
1= 92() = (1 - () (1 + pl) =4 U0

# ['espere avoir convaincu les masses de I'utilité pratique des polynomes interpolateurs de Lagrange (au moins pour le cas du
premier degré).

1. La fonction

[

est intégrable sur l'intervalle I = |—1, 1[ (fonction de référence) et

1
J dx = Arcsin 1 — Arcsin(—1) = 7.
-1 1— Xz

@ D’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction définie par
b—a 2 1

T 2/b—U(t—a) b—a Jb-0(-a

est intégrable sur ] et comme ¢’ est une fonction positive,

(foe)(t).e'(t)

J' (fop)(t).e'(t)dt = J f(x) dx.
J I

Jb dt _J‘ dx
avVo—t(t—a) JovT—x2

# Une rédaction claire ne suit pas la chronologie des calculs!
Initialement, on considere l'intégrale sur ]a,b[ d'une fonction g(t). Cette intégrale nous pousse a introduire une nouvelle
variable

Autrement dit,

2t—(a+b)
X=—"
b—a
et c’est ce changement de variable qui nous conduit a définir une nouvelle fonction f(x) (sur un nouvel intervalle) telle que

Vtelabl, g(t)=(foe)(t).e'(t).

Dans un souci de clarté, il vaut mieux commencer la démonstration en introduisant cette fonction f(x) et revenir progressive-
ment a la fonction g(t).

2. La fonction
f= [x = V1= xz}

est continue sur le segment I = [—1, 1], donc elle est intégrable sur cet intervalle.
On applique le Théoreme de changement de variable a la fonction affine ¢ définie plus haut : la fonction définie

par
2yb—tt—a) 2
- — .

b—a

g(t) = (foe)(t).o'(t)

est intégrable sur | = [a, b] et comme ¢’ est une fonction positive,

J} g(t)dt = J'I f(x) dx.

# Pour une fois, une partie du Théoreme ne sert strictement a rien : la fonction g est continue sur le segment [a, b, donc elle est
évidemment intégrable sur cet intervalle. On n’a pas attendu le Théoréeme pour le savoir !
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Autrement dit,

1
4Jb (b—t)(t—a)dt:L V1 —x2dx.

(b—a)?

@ Les amateurs de calculs de primitives (tous les vices sont dans la nature) se précipitent sur un nouveau changement
de variable.
La fonction P = [0 — cos 0] est une bijection de classe ¢ ! (et décroissante) du segment [0, 71] sur le segment [—1, 1].
La fonction définie par

(f o) (0).'(0)] = /1 — cos? 0.]—sin 6]

= sin” 0 (car0 < O < metsin® > 0)

est (évidemment!) intégrable sur le segment [0, 71] et
| rowerw@rao=| v
[0,7] [(—=1,1]

Par conséquent,

1 7T
J \/1fx2dx:l[ sin? 0 do.
1 0

#o La décroissance de @ nous a incité i conserver la valeur absolue sur @', ce qui nous permet de conserver les bornes de l'intégrale
dans I'ordre croissant. (C’est une commodité, pas une nécessité. La seule nécessité est de ne pas faire de faute de signe.)

Il reste a linéariser :
1 —cos20

VO eR, sin?0= 5

pour trouver la valeur de I'intégrale :
1
U
V1—x2dx ==
L] x2 dx >

et donc
)2

Jb Vo —t)(t—a)dt = ”“’%

a Les géometres s'épargneront ce dernier changement de variable. En effet, 1’aire sous la courbe d’équation y =
V1 —x2 correspond a l’aire comprise entre ’axe des abscisses et la courbe d’équation x? + y% = 1: c’est 'aire d'un
demi-cercle de rayon 1, soit 7/>.

4 Les vrais géometres auront remarqué des le début qu’on calculait I'aire d’un demi-disque de diametre [a, b], soit

(05

Solution 4

On sait que la fonction f = [x — e est intégrable sur l'intervalle ]—oo, +oo[ (fonction de référence). De plus, il s’agit
d’une fonction paire, donc
+oo N +oo 5
J e X dx= ZJ e ™ dx.

0

—0o0
Méme si la fonction f est continue sur [0, +-00[, on peut considérer qu’il s’agit ici d'une intégrale sur l'intervalle I =
10, +ool.
La fonction ¢ = [t — v/t] est de classe €' et réalise une bijection (croissante) de ] = ]0,+oo[ sur I = ]0, +ool.
D’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction

(fo@)(t).@'(t) =e VI". =

est intégrable sur | et de plus, comme ¢’ est une fonction positive,

et 2
— dt = J e * dx.
J.] Vit I



Intégrales 11

#o La remarque sur le signe de @' (t) sert a justifier I'absence de valeur absolue.

Par conséquent,
+o0 5 +oo eft
| etax—2] f-ae

—o0 0 W
Solution 5
Soit f, une fonction continue sur le segment Iy = [—1, 1]. La fonction g définie par
J V1 —x?

est donc continue sur l'intervalle ouvert I =]—1,1[.

@ La fonction @ = [0 — cos 0] réalise une bijection (décroissante) de classe 4" de 'intervalle ouvert ] = 10, 7t[ sur
I'intervalle I. D’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction g est intégrable sur I si, et seulement si, la
fonction

f(cos 0) .
0).Jo'(0)| = ———— - |—sin®
(9o @)(0).lo"(6)] ——7 | |
= f(sci(;see) -sin 6 = f(cos 0) (car sin® > Osur])

est intégrable sur J. Or la composée [0 — f(cos 8)] est continue sur le segment Jo = [0, 71]

]0 — Io — R
0 — cos® —— f(cosB)

donc elle est intégrable sur ] C Jo, ce qui prouve que g(x) est intégrable sur I.
De plus,

J (g0 ©)(0)¢'(6)] dO =J g(x) dx
] I

c’est-a-dire (en plagant les bornes dans 'ordre croissant)

1 7T
J fx) dx = J f(cos©) de.
—1 ] —Xz 0

@ De méme, la fonction { = [0 — sin 0] réalise une bijection (croissante cette fois) de classe ¢! de l'intervalle ouvert
K = ]—72, 73] sur l'intervalle I. D’apres le Théoréme de changement de variable, la fonction g est intégrable sur I si, et
seulement si, la fonction

f(sin®
(92O (0)] = —LD - eoso)
—sin
f(sin©
= (ngge) -cos @ = f(sin 0) (car cos 6 > 0 sur K)

est intégrable sur K. Or la composée [0 — f(sin 0)] est continue sur le segment Ko = [—7/2, /2]

Ko — Io — R
0 —— sin® —— f(sin0)

donc elle est intégrable sur K C Ky, ce qui prouve (a nouveau!) que g(x) est intégrable sur 1.
De plus,

J (g0 1) (8)."(60) de:J 9(x) dx
K 1

(sans valeur absolue car, cette fois, P’ (6) > 0) et donc

f f(x) dx—r/z f(sin0) do
1 V1I—x2 —n/2 .
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Solution 6

La fonction

Int

est évidemment continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1. Lorsque t tend vers 0,
f(t) ~ — — 0.
(t) nt

Lorsque t tend vers 1,

(t—1) (t—1)
m[1—(1—-t)] —(t—1)
La fonction f admet donc un prolongement continu sur le segment [0, 1] (en posant f(0) = 0 et f(1) = —1), donc elle est
intégrable sur ]0, 1[.

f(t) = — —1.

#o Seul le prolongement de f est intégrable sur le segment [0,1], car f elle-méme n’est pas définie sur le segment [0, 1], mais
seulement sur 'ouvert 10, 1.

@ Lafonction ¢ = [x — t = e~ *] réalise une bijection de classe ¢ de l'intervalle ]0, 1[ sur 'intervalle ]0, +co[. Comme
f(t) est intégrable sur ]0, 1, le Théoreme du changement de variable nous assure que

fop(x) @'(x)= (e )= ——

est intégrable sur ]0, +-oco[ et que

0 +oo ,—x _ ,—2x
I:J' focp(x)-(p'(x)dXZJ' ¢ T i

+oo

@ Puisque la fonction

e % — e*ZX
X
est intégrable sur ]0, +oc0[, on sait que
+oo ,—x —2x +0oo ,—x —2x
e X—e . e X—e
J —dx = lim J - dx.
0 X £—0 € X
Comme les deux fonctions
e X e*ZX
X — et X —
X X

sont intégrables sur [e, +-o00[ (continues sur cet intervalle et o(e™™) au voisinage de +00), on peut invoquer la linéarité de

l'intégrale :
+oo ,—x —2x +oo ,—x +oo ,—2x
e X—e e e
Ve>0, J 7dx:J dX—J dx.
€ X € X € X

Le changement de variable AFFINE y = 2x dans la derniére intégrale nous donne :

+oo ,—x _ ,—2x 400 ,—x +oo ,—y 2 —x
J de:l[ ¢ dx—J e—dy:J eX dx.

€ X € €

@ Pour tout € > 0 et tout x € [, 2¢],

En intégrant sur [, 2¢], on en déduit que

et, par encadrement, que [ = {n 2.
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# Variante 1.
La fonction [x — (e™™ — 1)/x] est continue sur 10, ool et tend vers —1 au voisinage de O, donc elle est intégrable au voisinage
de 0. Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que

2¢ —X __ 2¢e —X __ & —X __
J ¢ 1dx:J ¢ ]dx—J ¢ ]dx 0—-0=0.
e X 0 X 0 X £e—0

Par conséquent, en vertu de I’ Astuce taupinale,
2e _—x 2¢ 2e —x
e dx e x—1
J dx = J — 4+ J dx
X X

:€n2+J € dx tn2+0.

€ X e—0

On prendra soin de ne jamais invoquer la linéarité pour des intégrales divergentes !

# Variante 2.
La fonction g = [x — e */x] est continue sur 10,+oco[ et g(x) ~ 1/x au voisinage de 0. Comme la fonction [x — 1/] est
continue et positive mais pas intégrable au voisinage de 0, on en déduit que

1 —x 1
J € dx ~ J g:fﬂne

e X =0 J, X

(Théoreme d’intégration des ordres de grandeurs, version divergente).
Mais cela nous conduit i

2¢ —X
J eX dx = [fn2¢ —fne+ o(tne)] = o(tne),

€

ce qui ne nous permet pas de conclure!

Solution 7

Comme a tend vers +oo, on peut supposer que a > 1. Par conséquent, la fonction intégrande définie par

1
flx) = ——F«—
&) (a—x)V1—x2
est continue sur l'intervalle |—1, 1[.
De plus,
1 K
f(x) ~ =
x==132(a+1VT+x (x—x0)*
avecxp = —1 et a =12 < 1, donc f est intégrable au voisinage de —1.
De méme,
!
£ 1 K

X . V2(a—1)vVT—x B (xo —x)*

avecxp = l et « = /2 < 1, donc f est intégrable au voisinage de 1.
Ainsi, la fonction f est intégrable sur ]—1, 1[.

@ Poura>1,

1 1 1
< <
a+1 a—x a-—1

vxel-1,1[,

et comme V1 —x? > 0, on en déduit que

1 1 1 1
v -1,1 — < f(X)  —— —Y—.
xel=Lih 5 VTI—x2 <o VT—x2 *)
Comme la fonction Arcsin est de classe €' sur l'intervalle ouvert ]—1, 1[ et continue sur le segment [—1, 1], l'intégrale
généralisée
J‘ ! dx
—1 1—x2

est convergente et égale a Arcsin 1 — Arcsin(—1) = 7.
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# On vient d’'appliquer ici la version généralisée du Théoréme fondamental. Si on entre dans les détails, on commence par
remarquer que

B
dx
V-1<A<B<I J ———— = Arcsin B — Arcsin A
B PNRVA

(version classique du Théoreme fondamental, appliquée a une fonction de classe €' sur1—1, 1) avant d’en déduire que
q ppiq q

1
dx
———— = Arcsin 1 — Arcsin(—1
J71 m (=1)

en faisant tendre A vers —1 et B vers 1, la continuité de la fonction Arcsin intervenant dans le second membre.

# On peut aussi remarquer, mais ¢a ne sert a rien ici, que la convergence de cette intégrale généralisée prouve que la fonction

x

1
m]

est intégrable sur 1—1, 1. En effet, cette fonction étant positive, la convergence de I'intégrale équivaut i la convergence absolue de
U'intégrale.

On peut donc intégrer I'encadrement () et obtenir

1
Va>1, 7<J f(x) dx <
a -1

On en déduit en particulier que

1
J fx)dx ~ Z.
1 a—+oo A
Solution 8
1. Pour tout entier n € N, la fonction f;, définie par
et
Vt>0, fn(t)= o

est clairement continue sur |0, +oo[ et f,, (t) = O(e™ ') au voisinage de +o0, donc la fonction f,, est intégrable sur [x, +oo[
pour tout x > 0.

- On fixe dorénavant un entier n > 2.
tZ

Comme la fonction [t — e } est décroissante sur R, on a

Vit>x, 0<fu(t) < e D

Comme n > 2, le majorant est une fonction (de la variable t) intégrable sur [x, +-oc0[ :

+o00 , [T dt efxz
< <e ® _—
0< L fo(t)dt<e L T o e
On en déduit enfin que
+oo —x2
e

L fo(t) dt = (o(xn_1 ) @)

lorsque x tend vers 4-oc0. (Comme n est fixé, le facteur (n — 1) qui figure au dénominateur doit étre traité comme une
constante.)

#y Comme fy, est intégrable au voisinage de +oo, on sait [10.3] que I'intégrale
+oo
J fn(t) dt
x

tend vers 0 lorsque x tend vers +oo. L'ordre de grandeur (2) est plus précis.

# On peut faire encore plus précis car 'encadrement (1) est tout juste digne d’un stagiaire.
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Le Maitre verra, lui, l'encadrement suivant :

tn+1 < xn+1

+oo ] +oo 7t2 efx
ogj fn(t) dt < o L te olt:zXn+1

et par conséquent que, pour tout entier n € IN (et pas seulement n > 2),
+o0 e,XZ
x

lorsque x tend vers +oo.

15

®)

2. Nous allons intégrer par parties pour trouver un ordre de grandeur plus précis (méthode archi-classique). Pour

0 < x <y, onremarque que

Y e t? 1 (Y 2tet
J o dt=3 J T At

x

et on en déduit que

Y et —e 1y (Y —(m4+1) —et
L o dt= [Ztnﬂ]x*L ST

Comme les fonctions f,, et f4» sont intégrables au voisinage de +o0, on peut faire tendre y vers +oo pour obtenir :
2

+oo ,—t2 —x? oo ,—t
e e n+1 e
Vx>0 J € qi— - J dt.
) X tn ZXnJr] 2 N tn+2

On déduit alors de (3) (avec n «+— n + 2) que
2 2

+oo ,—t —x —X —X —x
e e e e e
J tn dt = It +O(X(n+2)+1> T oyl + O<Xn+3>’

X

estimation digne d'un Grand maitre (comparer avec (3)...).
@ On en déduit en particulier (pour n = 0) que

+o00 —x?
€
J eV dt ~
X 2x

lorsque x tend vers +oo.

(4)

()

Mais ce n’est pas tout! Les deux intégrales de (4) sont du méme type : on peut donc itérer le procédé. On en déduit

(pour n =0, 2, 4 puis 6) que

+o00 —x? 1 +oo ,—t?
J eitzdt:e _*J( ert
X 2x 2 ), t

e e Xt 1.3 (te et
2x 43 + ﬁj t4
e e N 3¢ 135 J*OO et dt
- 2x 4x3 8>  2.2-2). t
e B e’ 3e B 15¢—% +O<6_XZ)
2x 4x3 8x5 16x7 7 )

dt

X

Le Grand maitre n’arréte de calculer que par faute de place!
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Solution 9

1. Pour tout x > 0, la fonction
1

V(x2 +12)(1+12)

est continue sur le segment [0, 1], donc elle est intégrable sur cet intervalle. La fonction f est donc bien définie sur R .
2. Par linéarité de l'intégrale,

LRI T
X Jo V1412 Clo\x V) VT x o \/]_HL)Z VIt

Or, pour tout u > 0, en multipliant par la quantité conjuguée,

Qo= |t—

o<l s <2 *)
S VT+u THuTFu+1) 2
puisque le dénominateur est manifestement supérieur a 2.
#y On peut aussi déduire I'inégalité (x) du Théoréme fondamental :
1 [ S IJ‘“ dz <lu
Vidu Vi+u VI+0 2)o (1+2)3/2 72

puisque, pour tout 0 <z < u,

dai 1 1 1
dz\\V1+z/) 2 (1+2)32 2
# On peut également la voir comme une inégalité de convexité : la fonction

[

est convexe sur R, car

Yuz0 dz( : >:4( :

>0
du? \\/T+u 14+ u)5/2
et comme
! 1 + o(u)
=] — = o
T+u 2
lorsque u tend vers 0, on en déduit que
1
Yu >0, ) .
T+u 2

(une fonction convexe est minorée par sa tangente).

Comme l'intégration conserve les inégalités (les bornes sont ici dans I'ordre croissant), on en déduit que, pour tout

x >0,
1" dt 1 (" t2dt
oe [ 2 e L[ B
x Jo V1 +t2 () X3 Jo 21+ 12

et donc que

pour x — +oo, ce qu'il fallait démontrer.
@ On en déduit en particulier que

au voisinage de 400, avec

1

dt

K; = = Argsh1=—{n(v2—1).
1 Jo T+1t2 & ( )
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#y Cette derniére remarque s’adresse a ceux qui, méprisant le Programme Officiel, connaissent la dérivée de la fonction Arg sh.

3. On procede bien entendu de la méme maniere. Pour tout x > 0,

Todt ! 1 dt
[ o -[ (i |
0o VX2 +1t2 0 VI+2) VX2 + 12

D’apres I'encadrement (x),

1 t?
vtelo,1], 0<1— < =
V1i4+t2 2

et par conséquent,

—+

( 1 ) 1 t?
o< (11— < <=
VI+t2 ) VX2 +2  2Vx2+12 2

puisque vx2 +t2 > V0 + t2 = t pour tout t € [0, 1].
L'intégration conserve les inégalités, donc

1 1
dt t
0< J < J
o VT2 2
pour tout x > 0, ce qui prouve que la différence
1
dt
J ﬁ - f(X),
o vxs+1t
considérée comme une fonction de x, reste bornée sur R, et en particulier que
1
dt
f(x) :J —+0(1)
0o VX2 +1t2

lorsque x — 0.
Pour tout x > 0, le changement de variable affine u = t/ et la relation de Chasles donnent

J‘ dt J'/" du J‘ du +J‘/X du
o vVxI+tZ Jo VT+uZ JovT+uZ i VT+uZ
—_———
Cte
Lorsque x tend vers 07, I'expression '/x tend vers +oo et lorsque u tend vers +oo,
1 1
VituZ uw
Or [u — /] est une fonction positive et non intégrable au voisinage de +oo, donc

/x qu /% du
J 7~J Uy
1 V14u?

1ou
lorsque x tend vers 0. On en déduit que
f(x) = [Cte — tnx + o(tnx)] + O(1)
et donc que
f(x) ~ —fnx
lorsque x tend vers +oo.
# La encore, si on connait la dérivée d’Arg sh,

/x qu 1 1
e T+ —)~—tnx.
Jo V14+u? n( + + x2> nx

On est quand méme plus efficace quand on est plus savant...
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Solution 10

La fonction f définie par

est continue sur l'intervalle ouvert I = ]0, +o0[. De plus,

flt) t—j—oo o (tlz))

donc f est intégrable au voisinage de +oo. Par conséquent, 1'intégrale généralisée

+oo t
Flx) = J 5 dt

est bien définie pour tout x > 0.
@ Comme

1
f(t) = cost 2 g(t) o aveca=22>1,

la fonction f n’est pas intégrable au voisinage de 0.
La fonction de référence g est positive, intégrable au voisinage de +oo mais non intégrable au voisinage de 0, le
Théoreme d’intégration des ordres de grandeur nous assure que

J+Oof(t) dt ~ J+Oog(t) dt =1

x x—0 Jy X

Solution 11

1. On doit bien stir commencer par justifier 'existence de 1'intégrale généralisée F(x).
@ La fonction f définie par
Vt>0, f(t)= e%t
est évidemment continue sur ]0, +oo[ et au voisinage de +o0,
f(t) =ole™"),

donc f est intégrable sur 'intervalle [x, +oo[ pour tout x > 0.
# Au voisinage de 0, on a f(t) ~ 1/, donc f est intégrable sur tous les intervalles [x,+oo[ (avec x > 0) sans étre pour autant

intégrable sur 10, +ool. Cela mérite qu’on s’en souvienne...

Etude au voisinage de +oco
La fonction [t — e '] est une fonction positive et intégrable au voisinage de +oco0. Comme f(t) = o(e™*) au voisinage
de +o0, alors on déduit du Théoreme d’intégration des relations de comparaison que

F(x) = roo f(t) dt O (Jﬂo et dt).

X x

Or, pour tout x > 0,

donc
F(x) = o(e ™). (6)

X—+00

#y Comme f est intégrable au voisinage de +oo, on pouvait affirmer directement que

+oo
J f(t)dt —— 0

—
x X—+00

(il s’agit du "reste” d’une intégrale convergente) mais on a obtenu ici un résultat bien plus précis.
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Etude au voisinage de 0
La fonction [t — 1/] est une fonction continue, positive et NON intégrable au voisinage de 0. Comme f(t) ~ 1/ au
voisinage de 0, alors on déduit du Théoréme d’intégration des relations de comparaison que

1 1
J f(t)dt ~ J $:f€nx.

x—0

x x

Comme f est intégrable sur [1, 400, on déduit de la relation de Chasles que

+oo

1
F(x):J f(t) dt+J f(t)dt = —Inx+ o(lnx)+ O(1) ~ —Inx. (7)

1 x—0

=Cte

# On a dit plus haut que f était positive, intégrable au voisinage de -+oo, mais pas intégrable au voisinage de 0. On aurait pu en
déduire directement que

+o00 +o00
J f(t) dt = J f(t) dt —g Too

X X

En appliqguant un théoreme d’intégration des relations de comparaison, on a obtenu ici un résultat bien plus précis (bis).

2. Comme la fonction f (définie plus haut) est continue sur l'intervalle ]0, +-oco[ et qu’elle est intégrable au voisinage
de +o0, la fonction F est en fait une fonction de classe €' sur 0, +oo], primitive de —f (généralisation du Théoreme
fondamental).

Plus précisément, la fonction F est la primitive de —f sur I'intervalle ]0, +-o0o[ qui tend vers 0 au voisinage de +oc.

# Rappelons que deux primitives d'une fonction g sur un intervalle I different d'une constante.
Par conséquent, la fonction —f admet au plus une primitive sur 10, 4+oo[ qui tend vers 0 au voisinage de +oo et, comme on I'a
justifié plus haut, la fonction F est cette primitive.
De méme, la fonction —f admet au plus une primitive sur 10, +oo[ qui tend vers 0 au voisinage de 0. Mais comme la fonction
f est positive et qu’elle n'est pas intégrable au voisinage de 0, toutes ses primitives tendent vers 4+oo au voisinage de 0.

D’apreés les ordres de grandeur (6) et (7), la fonction F est intégrable au voisinage de 0 et au voisinage de +oo. Par
conséquent, la fonction F est bien intégrable sur |0, +oo[. Donc l'intégrale généralisée

J:oo F(x) dx

est convergente et, par définition,

Jﬂo F(x)dx = lim Jb F(x) dx.

a—0
0 b—o+oo” @

@ Comme F est de classe ¢!, nous pouvons intégrer par parties : quels que soient0 < a < b,

b b
J F(x) dx = [XF(X)]Z —J xF/(x) dx

a a
b

= bF(b) — aF(a) —|—J xf(x) dx.

a

Or xf(x) = e™* est intégrable sur ]0, +-oo[ et d’autre part, d’apres (6) et (7) :

bF(b) = o(be ®)—0
b—+oo b—+o0
et

aF(a) ~ —afna——0.
a—0 a—0

En faisant tendre a vers 0 et b vers 400, on en déduit que

+oo +oo
J F(x)dx:O—O—l—J e *dx
0 0

c’est-a-dire

+o00
J F(x)dx =1.
0
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3. Onintegre a nouveau par parties en dérivant la fraction (et donc en intégrant ’exponentielle).
Quels que soient 0 < x < y fixés,

La fonction f, définie par
Vt>0, faft)=—

est évidemment continue sur ]0, +oo[ et f2(t) = o(e™*) au voisinage de +oco, donc f; est intégrable sur [x, +oo[ pour tout
x > 0. On peut donc faire tendre y vers 400 et en déduire que

—X 400 ,—t
¢ J € 4t ®)

VX>O, F(X):T* 2

@ Il nous reste a estimer la derniere intégrale a ’aide d"un encadrement simple.

# La méthode qui suit est archi-classique.

11 est clair que
et et
vVt>x, OgtTng' )

Les trois fonctions de cet encadrement étant intégrables au voisinage de 400, on en déduit que

“+oo e—t “+oo e—t 1 “+oo . e X
VX>O, Ong ?dtgjx Xz dt:xiz‘[x e dt: Xz (10)
Cet encadrement montre que
+oo eft e X

"5 ao(s)

lorsque x tend vers +oo. On déduit alors de (8) que

e ™ e ™

F(X)x_fioo < +—C)( ") ). (12)

# 1l faut acquérir un peu d’expérience (c’est-a-dire faire pas mal de calculs) avant d’arriver spontanément i I'encadrement (9).
L’encadrement suivant serait tout aussi juste :

Vt>x, 0< <

2 g2

mais donnerait aprés intégration :

+oo ,—t +oo

Vx>0, ogj e—zdt<J
t

e*X dt _ e*X

t2 X

x x

ce qui serait infiniment moins utile que (10), puisqu’on pourrait seulement en déduire que

Fd 5.9 (e:)

4. Soit x > 0. La fonction affine {(t) = x(t + x) réalise une bijection (croissante) de J = [0, +oo[ sur I = [x?,+o0] et

efxt 2 efx(ter]

EX- -
x+t x(t+ x)

vtel, x=e (W) - /(1)

On a démontré a la premiére question que f(u) était intégrable sur l'intervalle I, le Théoréme de changement de variable
nous assure alors que
efxt
t—
[ X+ t}
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est bien intégrable sur l'intervalle | et que, de plus,

“+o00 5 5 +oo
| ettt o= e | o a
c’est-a-dire )

Vx>0, @(x)=e F(x?).

@ On déduit alors de (7) et du Théoréme de composition des limites que

lim Lz) =1
x—0 —In(x2)

(puisque x? tend vers 0 lorsque x tend vers 0). Par conséquent,

F(x?) ~ —2inx

x—0
et donc )
@(x) ~ —2e* Inx.
x—0
@ De maniére analogue, comme x? tend vers +oco lorsque x tend vers +oo, on déduit du développement asymptotique
(12) que

Fix?) < ()

xrioo %2

Par conséquent,
1 1
o, = st o(w)

Solution 12

La fonction f définie par

ft) — Arcl’ian t

est continue sur l'intervalle ouvert I = ]0,+ool. De plus, f(t) tend vers 1 lorsque t tend vers 0 (forme indéterminée
usuelle), donc f est intégrable au voisinage de 0 et I'intégrale généralisée

est convergente pour tout x > 0.
@ Lorsque t tend vers +oo,
1
T2t
et comme '/t n’est pas intégrable au voisinage de +oo, la fonction f n’est pas intégrable au voisinage de +oo.
Cela dit, la fonction de référence g est positive et continue sur [1,+oo[. Le Théoreme d’intégration des ordres de
grandeur appliqué sur l'intervalle I = [1, +oco[ nous assure donc que

1
f(t) = Arctant - e g(t)

fo(t)dt ~ rg(t)dt:fmx.

1 X—+00 1 2

On a ainsi démontré que

fo(t)dt—F(l)—i—rf(t)dt — F1)+ gmxw(enx)}.

o ; x—-+00

Comme F(1) est une constante réelle et que {nx tend vers 400 lorsque x tend vers 400, on en déduit enfin que

* Arctant T
— — dt ~ = -fnx.
0 t X—+00 2

#v ]l est impossible d’appliquer le Théoréme sur "intervalle 10, 4+ool car la fonction de référence g n’est pas intégrable au voisinage
de 0. II était donc nécessaire d’appliquer la relation de Chasles pour rester sur des intervalles oit g était intégrable.
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Solution 13

Pour tout x € R, la fonction

efxzt
t— —
1+143

est continue sur [0,+oo[ et est O(1/i3) au voisinage de 400, donc elle est intégrable sur [0, +oco[. Par conséquent, la
fonction f définie par
—+00 efxzt
f(x) = J dt

o 1413
est définie sur R. (Il est clair que cette fonction est paire.)
@ Pourx #0,

2
e X't 2

—x“t
Vt>0, 0<71th3 <e

et le majorant est une fonction intégrable sur [0, +oco[ (fonction de référence, dont l'intégrale sur [0, +oo[ est connue).
Comme l'intégration conserve les inégalités,

+oo ,—x2t +oo
0<J Ldtgj e tdr— -
o 1413 0 x2

et donc
Vx>0, 0<x*f(x) <1

ce qui prouve bien que

lorsque x tend vers +oo.

#v En particulier, on a prouvé que f tendait vers 0 au voisinage de +oo.

# D’apres ce qui précede, on a aussi f(x) = O(1/x2) lorsque x — 0. Cependant, cette nouvelle relation est dénuée d’intérét car la
fonction de référence 1/ est infiniment grande au voisinage de 0 tandis que la fonction f est bornée sur R :

et 1
V(X,t)ERXR+, O<]+t3<W

et donc
= f(0).

Solution 14

Pour t > 0, lorsque I'entier n tend vers 400, le produit nt tend vers +oo et le produit
nf(nt)

est une forme indéterminée (a priori, une fonction intégrable au voisinage de +0o n’a pas de limite au voisinage de +o0).
On n’a donc aucun espoir d’appliquer le Théoreme de convergence dominée a ces intégrales.
@ Nous posons donc, pour tout entier n > 1,

X =nt dx =ndt

pour obtenir
T f(nt) " f(x)
7 dt — -7
“L T+t Jo T+ (x/n)

Nouvelle difficulté : I'intervalle d’intégration semble varier avec 1, ce qui empéche d’appliquer le Théoréme de conver-
gence dominée.
@ Nous posons donc
f(x)

VneN* Vxel0,4+o00[, fn(X)Zm'l[O,nJ(x)-
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Comme f est intégrable sur I = [0, +-00], elle est (par définition) continue par morceaux sur I et les fonctions f, sont
donc elles aussi continues par morceaux sur I.

# Cette astuce doit étre utilisée systématiquement pour rendre l'intervalle d'intégration indépendant du parametre n.

De plus,
TLpony(x)
14 (x/n)
est le produit d’une fonction intégrable (f) et d’une fonction continue par morceaux et bornée, donc les fonctions f;, sont
bien intégrables sur I et

Tn (X) = f(X)

1 +oo
Vyn>1, nJ f(Lt)dtzj fn(x) dx.

@ Pour tout x € I, il existe un rang no € N tel que
X < Ny

et donc tel que
Vyn>ng, x<mn.

On a donc |

vVn > Mo, fn(x) = f(X) ’ 1+ (X/n) n—-+oo

f(x)

(y compris pour x = 0!). La suite de fonctions (f,, )n>1 converge donc simplement sur I vers la fonction f.

@ Enfin, il est clair que
1

RET
Le majorant est indépendant de n et intégrable sur I (par hypothese). Nous pouvons donc appliquer le Théoreme de
convergence dominée et en déduire que

Yyn>1, Vxelp, |fn(x)| < ‘f(x)| ‘f(x)|.

1 oo
lim nJ Wdt—J+ f(x) dx.

n—-+oo 0 1 +t 0
# Sil'intégrale jgm f(x) dx n’est pas nulle, on a en fait démontré que
1 +o0
J it g~ lJ £(x) dx.

Si cette intégrale est nulle, on a démontré que

1
L ];(L-Ft’z dt n—too O(%)

Le Théoreme de convergence dominée peut donc servir a déterminer des ordres de grandeur et pas seulement des limites...

Solution 15

# Le Théoreme de convergence dominée ne donne qu’une limite. Pour lui faire calculer un ordre de grandeur, il faut le détourner

de son usage normal.

On considere l'intervalle I = ]0, +-o00[ et les fonctions f,, définies par

_ mArctan Yn

Yyne N, Vtel frn(t) T O

a Intégrabilité — Soit n > 1, fixé.
» Il est clair que les fonctions f, sont continues sur l'intervalle ouvert I.

» Lorsque t tend vers 0,
t 1 t
fat) mn-— ——= ~-=1
n(t) not+td ot 7
donc la fonction f,, tend vers une limite finie au voisinage de 0 : elle est donc intégrable au voisinage de 0 (puisqu’elle
admet un prolongement continu sur l'intervalle semi-fermé [0, +o0]).
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» Lorsque t tend vers +oo,

f“(t)Nng't3]+t :O(t%)’

donc la fonction f;, est intégrable au voisinage de +oco (comparaison a une fonction puissance).
Ainsi, chaque fonction f;, est intégrable sur I =]0, +-o0l.
@ Convergence simple — Pour tout t € I, on sait que

t t
Arctan— ~ —,
n n—=+oco N

donc la forme indéterminée

t
n Arctan —
n

tend vers t lorsque n tend vers +oco. Par conséquent, la suite de fonctions (f)n>1 converge simplement sur I vers la

fonction ]
= [t - th} ’

qui est évidemment continue sur I.
@ Domination — Par concavité de la fonction Arctan, on sait que

Vu>0, 0<Arctanu<u.
Par conséquent,
ot 1
< L/“ - .
t+t3  14+1t2

Le majorant est indépendant de n € IN* et intégrable sur I en tant que fonction de t. Nous pouvons donc appliquer le
Théoréme de convergence dominée, qui nous assure que

Vyn>1,vtel [ ()]

“+o0 +oo T
lim J fo(t) dt = J f(t) dt = =
n—+oo |, 0 2

On a ainsi démontré que
J‘+°° Arctan t/n . 1 J+°° dt T

e nteon), 1+t 2n’

Solution 16

#v Le Théoreme de convergence dominée s’applique sur un intervalle d’intégration indépendant de n. Il faut donc définir les

fonctions f, en tenant compte de cette exigence (astuce classique).

@ Pour toutn € N*,
n n n n +o00 400
J (1+1> e_tht:J (1+3) e_tht—i—J Odt:J fno(t) dt
n n 0
oll on a posé
Vit e [0, fn(t):<1+%) e 2t et Vieln 4ool, ful(t)=0.

Autrement dit,
-t n
VneN:, Vte 0, 4ool,  fnlt) = (1 n E) e 201 o (1)

a Intégrabilité — Pour tout entier n > 1, la fonction f,, est évidemment continue sur [0, n[ et sur n, +oco[. De plus,
elle tend vers une limite & gauche finie (égale & 2™e~2") et vers une limite a droite finie (égale a 0) en t = n, donc f,, est
bien continue par morceaux sur [0, +ool.

Comme fy, est nulle sur Jn, 400, elle est évidemment intégrable au voisinage de +o0, donc elle est bien intégrable
sur [0, +ool.

@ Convergence simple — Fixons t € [0, +-oo[. Il existe un entier ny > t et par conséquent,

Vn > ng, fo(t) = (1 +%)ne*2t:exp{—2t+nfn<1 +%)}
On sait que

fn(] +£) ~ t

n/ n—+ocon
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donc

n—-+4oo

lim [2t+ntn(14 )] =-2t+t=—t
n
et donc, par continuité de exp,

lim fn(t) =exp(—t).

n—-+oo

11 est clair que la fonction f = [t — exp(—t)] est continue sur [0, +ool.
@ Domination — Par convexité de exp, on sait que

YVueR, T+u<exp(u).

En particulier,
Vue 0,400, 0<T+u<exp(u)

Comme [u — um"] est croissante sur R, on en déduit que
t n n t
Vn>1,Vtelo,nl], 0<(1+—) < (exptn) =e

et donc que
Yyn>1,vteo,n], ’fn(t)| <el e ?t=¢et.

Il est clair que cette majoration est encore vraie pour t € In, +oo[ (puisque dans ce cas, f,(t) = 0).
@ On a ainsi démontré que la convergence était dominée :

Ynx1,vVtel0,+ool, |fa(t) <et

car le majorant est indépendant de n € IN* et intégrable sur [0, +oo[ en tant que fonction de t.
On peut donc appliquer le Théoreme de convergence dominée :

lim Jﬂo fn(t)dt = J+oo f(t) dt

n—-+4oo 0 0

c’est-a-dire

n t\n “+oo
lim J (1 +—) e*tdt:J e tdt=1.
n—-+oo 0 n 0
Solution 17
On considere l'intervalle I = ]0, +ool.
Pour tout entier k > 1, on pose
Vtel, u(t) = te <,

. Pour tout k > 1, la fonction uy est continue sur l'intervalle ouvert 1.
Elle tend vers 0 (= une limite finie) au voisinage de 0, donc elle est intégrable au voisinage de 0.
Lorsque t tend vers +oo,

Up(t) =te V2. e V2 = o(e7¥?)

et
Vk>2, w(t)=te K Dt.et —y(e

donc uy est intégrable au voisinage de +oco.
Ainsi chaque fonction uy est intégrable sur I.
@ Lasérie de fonctions )~ uy converge simplement sur I en tant que série géométrique de raison 0 < e~* < 1 (puisque
t>0)et

_ tet t

T l—et et—1°

+o00 +o00
Vt>0,  S()=) w(t)=t) (e ¥
k=1 k=1

@ On voit sur I'expression précédente que la somme S est continue sur I.
@ Enfin, pour toutk > 1,

+oo 1
_ -k _
L luk (t)] dt = L te *tdt = 2

(par intégration par parties, bien stir).
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» Comme la série ) 1/ est convergente, on peut appliquer le théoreme d’intégration terme a terme : la somme S est
donc intégrable sur I et

+o00 t +00 4o +<>o1 7_[2
L et_1dt:l;L uk(t)dtzléﬁ:?

#v Et si on avait choisi 1 = [0, +oo[?

@ L'étude de I'intégrabilité était simplifiée : chaque fonction wy étant continue sur [0, +ool, il suffisait de I'étudier au voisinage
de 400 pour justifier son intégrabilité.

@ La convergence simple était un peu plus délicate! Pour t = 0, on n’a plus une série géométrique convergente (la raison est
égale a 1), mais une série de terme général nul (a cause du facteur t).

- La régularité de la somme était plus délicate aussi! Un développement limité montre que S(t) tend vers 1 au voisinage droit
de 0 alors que S(0) = 0 (somme de la série de terme général nul). Par conséquent, S est continue sur 10, +oo[ et admet une limite a
droite finie en 0, donc S est bien continue par morceaux sur [0, +oo[ (sans étre continue sur cet intervalle).

Solution 18

Soit x € IR, fixé (une fois pour toutes). On étudie ici la fonction S définie par

__sin(xt)
T et —

S(t)

e_t +oo

— Qi . — —t\yn o

= sin(xt) pp—— E (e7")" sin xt,
n=1

c’est-a-dire a la somme de la série de fonctions }>_u,, oit
Yn>1,Vte0,+ool, un(t)=e "sin(xt).

@ Pour tout n > 1, la fonction u,, est continue sur [0, +oo[. Pour t voisin de +o00, on a u,(t) = O(e ™) et comme
n > 0, on en déduit que u, est intégrable sur l'intervalle I = ]0, +-ocol.

@ La série de fonctions ) u, converge simplement sur I (en tant que somme d’une série géométrique de raison
et e]0,1).

@ Lasomme S de cette série est clairement continue sur I (quotient de deux fonctions continues sur R, dont le déno-
minateur ne s’annule pas sur I).

@ ]l reste maintenant a prouver que la série de terme général

+oo
I, = L [un (t)| dt

est convergente afin de pouvoir appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.
@ Premiére tentative (ratée)
Soit n > 1. Il est clair que
vtel, |un(t)] <e ™. (13)

Par positivité de 'intégrale,
+o0 1
0<In<J e Mdt=—.
0 n
Hélas, la série harmonique ) 1/, est divergente et cette premiére majoration ne permet pas de conclure.

# On peut comprendre cet échec en étudiant 'intégrabilité de la fonction S. Cette fonction est clairement continue sur 10, 4ool et

_ |sin(xt)]
SO = 53—~

—t

donc S(t) = O(e ") lorsque t tend vers +oo. Mais lorsque t tend vers 0,

donc S admet une limite finie en 0", tandis que
1 1
et—1 "t
On voit maintenant qu’en éliminant le sin dans la majoration (13), on perd le facteur qui rend S intégrable au voisinage de I'origine.
1l faut donc chercher un majorant qui tienne compte du sin!
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. Deuxiéme tentative (efficace)
On doit savoir que
YuelR, Isinul <yl (14)
On en déduit que
Vnx>1,Vtel |un(t)] < |xtle ™ (15)

et la fonction [t — te™™!] est intégrable sur |0, +oo[ pour tout n > 1. Par positivité de l'intégrale,
“+o00 |X‘ +oo
Vn>1, 0<I,<[x J te Mdt == J ue “du
0
avec le changement de variable affine u = nt.
Comme [u — ue™] est intégrable sur ]0, +-oo[ (on 'a déja dit), la derniere intégrale est un réel fini (qu'il est inutile
de préciser —il est égal a 1). On a donc démontré cette fois que

I, ! ) (16)

et donc que la série ) I, est convergente.
@ On peut alors déduire du théoreme d’intégration terme a terme que

+00 ntoco

roo S{t)dt= ) J un (t) dt.

0 n—1v0

Or, pour toutn > 1,

400 400 . e(fnJrix)t 400 X
J uy (t) dt = jmJ el It gt — Jm{i,} ==,
0 0 —n+ix lo n? +x
donc finalement
+oco . +oo
sin(xt) X
VxeR dt = —_—.
' L et —1 Z] n? +x?

@ Variantes
On peut établir I'ordre de grandeur (16) de deux autres manieéres, plus précises (mais plus longues aussi).

@ Le changement de variable affine u = xt en supposant , la relation de Chasles et le second changement de
variable affine v = u — kmt (pour k € IN) nous donnent

“+o0 “+o00 d‘LL
J e "Ysinxt| dt = J e ™/ X|sinu|— (17)
0 0 X
400 n(k+1)7
= J e ™" X|sin ulg (18)
k=0 k7t X
] +o0o T
= _ Z e kX J e ™/ *sinvdv (19)
g 0

puisque sinv > 0 pour tout v € [0, 7.
Dans (19), l'intégrale ne dépend plus de k et on peut (pardon : on doit!) reconnaitre une somme géométrique. Par
conséquent,
+oo 1 1 7T
e sinxt|dt = — - ————— | e ™/*sinvdv. (20)
0 x 1— e*n"/ x 0
@ Classiquement, on trouve un ordre de grandeur d’une telle intégrale en intégrant par parties. Pour le coup, il faut
intégrer deux fois par parties (a chaque fois en intégrant I’exponentielle et en dérivant la composante trigonométrique).
On trouve :

7T X 7t
J e ™/ *sinvdv = o J e ™/*cosv dv, (21)
0 0
7 1 4 e/ x (™ .
J e "W/ Xcosvdv = ——— - x + — J e ™/ *sinvdv (22)
0 n nJo
et en combinant (21) et (22), on trouve
7 XZ xz 7
J e "W/ Xginvdv = 7 (] + einﬂ/x) -2 J e ™/ Xsinv dv. @3
o n ns Jo

@ Devant (23), deux attitudes sont possibles :
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(24)
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— L’Ancienne école, qui se réjouit de pouvoir en déduire une expression explicite de l'intégrale cherchée!
2
X 1
1 —n7/x — ( )
n2+x2( te )n—>+oo(9

7T
J e ™/ *sinvdv =

0
— L’Ecole moderne (a laquelle, pour une fois! j’appartiens) se contente de remarquer que

0<T+e v/xg2

7T 7T
e ™/ Xginv d\)gJ ldv=mn
0

o<|
(25)

et que
0

ce qui suffit & donner 1'ordre de grandeur suivant
s
J e ™/ *sinvdv = O(—z)
n

0

lorsque n tend vers +oo.
Quelle que soit la maniere choisie (24) ou (25), I'estimation (16) peut alors étre déduite de (23).
#v Par principe, I'Ecole moderne n’a pas trés envie de calculer des expressions explicites lorsqu’elle peut se contenter d'un ordre

de grandeur trouvé d'un coup d'cil (I'Ecole moderne a un trés bon coup d'ceil) et, si on cherche vraiment a calculer cette intégrale,

" exp (22 + 1)) av

autant passer par les complexes :
s
J e ™/ *sinvdv = ZTmJ
0

0
=Jm 1
— —

Pour intégrer terme a terme, on peut avoir le choix entre le Théoreme d’intégration terme a terme (qu’on a choisi d’appliquer)

# Autre méthode
et le Théoreme de convergence dominée.
@ On a remarqué plus haut que la fonction S est la limite, au sens de la convergence simple sur l'intervalle 1, de la suite des

fonctions définies par
f(t) = ) welt).
k=1

; —t
[sinxt| e _ |S(t)|

—nt
—t
T ol—ett

Or il s’agit d'une somme géométrique ! Donc
1—e

[falt)] =
et la convergence est dominée : on a trouvé un majorant indépendant de n € IN* et intégrable sur I (démontré plus haut). Par
100 400

n ptoo
we(t)dt =) L we(t) dt.

= lim Z J
0 k=1

n—-+4oo
k=1

lim fn(t) dt

conséquent,
—+o00 +oo
J S(t) dt = n—>+<><>J'

0

0
# On peut expliquer graphiquement pourquoi la majoration (14) nous a mieux réussi que la majoration (13) pour établir la

convergence de la série y_ 1.
Vian au sujet des bombes atomiques : "la seule chose qui compte, c’est 1’endroit ot1 c’qu’elle tombe”

En fait, si la majoration (14) parait plus grossiere que (13) (on majore une fonction bornée par une fonction qui n’est pas
Dans les deux figures ci-dessous, le graphe de e ™/*|sin | est en trait continu rouge.
Pour les petites valeurs de n (figure de gauche), on voit bien que la majoration (14) (en pointillés) est moins précise que (13)

bornée!), elle est bien plus précise au voisinage de I'origine. C’est ['occasion de se rappeler le principe essentiel formulé par Boris

(en trait continu bleu).
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1.04

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

En revanche, pour les grandes valeurs de n (figure de droite), lorsque 1,, devient vraiment petit, la majoration (14) devient bien
meilleure que la majoration (13).

# Un dernier mot, a propos de la majoration (14). Cette majoration peut étre comprise d'un point de vue analytique (variations
de la fonction sinus cardinal) ou d'un point de vue géométrique (concavité de la fonction sin sur [0, 7).
C'est ce que montrent les graphes ci-dessous.

@ On pourra retenir la manceuvre effectuée dans le code ci-dessous (lignes 13 a 15) qui rend le second graphe plus beau que le
premier (les arches touchent 'axe des abscisses sur la seconde figure, mais pas sur la premiere).

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

= np.linspace(-15, 15, 400) # échantillon des abscisses
y = np.abs(np.sin(x)) # image de l’échantillon

X
|

plt.subplot(3,1,1)

plt.ylim(-0.1, ymax=1.2)

plt.plot(x, y, 'r’)

plt.plot(x, np.abs(x), ’'b’)

plt.plot(x, np.zeros(x.shape), ’black’) # axe des abscisses

for i, val in enumerate(y):
if val<0.05:
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yli] = 0.0

plt.subplot(3,1,2)

plt.ylim(-0.1, ymax=1.2)

plt.plot(x, y, 'r’)

plt.plot(x, np.abs(x), ’'g’)
plt.plot(x, np.zeros(x.shape), ’'black’)

plt.subplot(3,1,3)

plt.ylim(-0.1, ymax=1.2)

plt.plot(x, np.abs(np.sin(x)/x), 'r’)
plt.plot(x, np.ones(x.shape), 'b’)
plt.plot(x, np.zeros(x.shape), ’'black’)

plt.show()
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Solution 19

On considere I'intervalle I = ]0, +ool.
Pour tout entier k > 1, on pose

Vtel, we(t) = (—1)ke *t = (—e bk,
@ Pour tout k > 1, la fonction uy est continue sur [0, +ool et

u(t) = O(e™)

t—+o00

donc uy est intégrable sur [0, +oo[ et donc sur 1.

@ Pour tout t € I, la série ) uy(t) est une série géométrique de raison (—e ') et comme 0 < |[—e [ = e ' < 1, cette

série est (absolument) convergente. Autrement dit, la série de fonctions ) uy converge simplement sur 1.
@ La somme S définie par

+oo
Viel,  S{)=) w(t)=(—e"
k=1

est clairement continue sur I.
# MALIS la série de terme général

“+o0 B ]
Jl\uk(t)}dt:L e ktclt:E

est divergente : on ne peut donc pas appliquer le Théoréme d’intégration terme a terme.

@ Pourtoutn > lettoutt e,

_e—t (] _ (_e—t)n)

= B 1= (—eHn 2
R

et +1 S 14et

=g(t)

puisque |[—e | =e "t < 1.

On a trouvé un majorant g(t) indépendant de n € IN*. De plus, la fonction g est clairement continue sur R et

g(t) = O(e*) lorsque t tend vers 400, donc cette fonction g est bien intégrable sur I =10, 4+oo[.

» D’apres le Théoreme de convergence dominée, la suite des sommes partielles

n ptoo +oo T
S| Tere = Y wia
0 k=1

k=170

est convergente et tend vers

+oo +00 foo ot
t)dt = dt.
Jo ];uk( ) Jo T+et
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Autrement dit, la série
+oo

ZJ (—T)ke * dt

0
est convergente et sa somme est connue :

+
8

e K, —kt e et
—1 a t= — dt.
J, e |

z‘
Il

On reconnait une expression de la forme u’(t)/u(t), donc

+o0 _e—t ) A o 1
L Wdt—Angfn(1+e )—In(1+e )——ﬂnz—fni.

Solution 20

On va constater sur cet exemple qu’on n’a pas toujours besoin du cours sur les intégrales a parametre pour étudier les
propriétés d'une fonction définie par une intégrale.
1. Onposel = 0,400l Q =10,400l et

e*Xt

V(x,t) e QxI  f(x,t) =

x+t

@ Pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] est continue sur l'intervalle fermé I et

1
f — L p—xt — —xt .
(x,t) —— et = o(e™ ™)
Comme x > 0, la fonction [t — e *!] est intégrable au voisinage de +oo, ce qui prouve que [t — f(x, t)] est intégrable
sur I pour tout x € Q.
Par conséquent, la fonction F définie par

est bien définie pour tout x € Q.
@ Pour tout t € I, la fonction [x — e '] est décroissante et positive, tandis que la fonction [x — x + t] est croissante
et positive. Par conséquent, la fonction [x — f(x, t)] est décroissante et positive.
On a donc
Vo<x<y,Vtel, 0<f(y,t) <f(x,t)

et en intégrant cet encadrement, on obtient
Vo<x<y, 0<Fy)<F(x)

ce qui signifie que la fonction F est décroissante et positive sur Q.
@ Soit x > 0. Il est clair que
e Xt 1
Vtel, 0<f(xt) < :—z-xe*"t
X X

et par conséquent

1 +oo o 1
OgF(x)g—z- xe dtz—z.
X 0 X

#o [l est important de connaitre par coeur la valeur de cette derniere intégrale !

Cet encadrement nous dit en particulier que

et donc que F tend vers 0 au voisinage de +oco.

# On aurait aussi pu appliquer le théoréme de continuité en fonction d’un parametre (dans la version "existence d’une limite

finie”).
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2. Pour x > 0 fixé, on consideére le changement de variable affine :
u=x(x+1t)=x?+xt du = x dt.

On en déduit que

+o0 —(u—x?) +oo ,—u

xe du e

F(X)ZJ 7-—=e’<2j £ qu
X2 u X @2 ou

@ Comme la fonction [u — e~ /u] est continue sur l'intervalle ]0, +oc0[ et intégrable au voisinage de +o0, on sait que
la fonction ¢ définie par
+oo efu
Yy0 ely=| S du
y U
est une primitive de —e™Y /y.
Par conséquent,

Vx>0, F(x)=e o(x?)

donc F est de classe €' sur ]0, +ool et, pour tout x > 0,
F/(x) = 2xF(x) + 2xe*” @' (x2) = 2xF(x) + 2xe*" - %
La fonction F est donc bien une solution de I'équation différentielle

Vx>0, xy(x)—y'(x) = 2

X.

# On aurait aussi pu appliquer le cours sur les intégrales a parametre pour démontrer que F était de classe €' et exprimer sa
dérivée (Formule de Leibniz).

3. Onfixe x > 0 et on considere les deux fonctions de classe ' définies par :

—e Xt 1
Vtel u(t) = et v(t) = .
X x+t

11 est clair que
—1
(x +1)2°
On a déja démontré que u'v était intégrable sur I. Il est clair que uv tend vers 0 au voisinage de +oo. Enfin uv’ est

continue sur I et O(1/2) au voisinage de +o00, donc uv’ est aussi intégrable sur I.
D’apres la formule d’intégration par parties,

Vtel, u/(t) = et et  V(t)=

+oo +oo
F(x) = J u’(t)v(t) dt = —u(0)v(0) —J u(t)v/(t) dt
0 0
] “+o00 —xt
-1 fJ LT
x2 )y x(x+1t)2
Pour tout t € I et tout x > 0, il est clair que
efxt Xefxt
Sx(x+1)2 T x4
et dong, en intégrant cet encadrement,
1 1
VX>O, ’F(X)—Xz ng.

En particulier, lorsque x tend vers +o0,
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donc , !
J € dqu ~ J E:—Bny.

y U y—=0 Jy u
Par composition de limites (et pas par composition d’équivalents!), on en déduit que
1 e—u
J ~—du — n(x?) =-2¢nx.
x2 u x—0

D’autre part, l'intégrale

+oo —u
K:J £ dqu
1 u

est convergente (déja vu!) et indépendante de x et le facteur e*” tend vers 1 lorsque x tend vers 0.
Finalement,

Fix) = & [(=2enx + o(nx)) + K] ~ —2nx.

Solution 21

1. Tout d’abord, la fonction f = [t — sin(tz)] est continue sur le segment [y/nm, y/(n + 1)71], donc elle est intégrable
sur ce segment et I'intégrale I, est donc bien définie pour toutn € N.
@ Ensuite, pour toutn € N,

£/ (n+1)7m
i< | |sin(t2)] dt

et
Vte[ynmy/(n+1nl, [sin(t?)] <1,
donc

VneN, [[/<V/n+1)n—

Pour calculer un ordre de grandeur de y/(n + 1)7, on commence par factoriser : lorsque n tend vers +oo,

1\1/2 1
Vinr = var(14+ =) = var(1+ - +olln).
On en déduit que

1
vVin+l)n—ynmn ~ \/z

n—+4oo 2
ce qui prouve bien que la suite (I, )nen tend vers 0.
2. Ilnes’agit pas de poser u = t2, mais de poser t = \/u, ce qui n’est pas tout a fait la méme chose
Pour toutn € N*, I'application ¢ = [u — /u] réalise une bijection de classe ¢! de [nm, (n+1)n] sur [y/n7, /(n + 1)m

et comme la fonction f est intégrable sur [\/nm, \/(n + 1)7, on peut déduire du Théoréeme du changement de Varlable
que la fonction

(fop) @' = [uH ?\?ﬂ

est intégrable sur le segment [nr, (n + 1)7].

# Cela n'a rien de remarquable : toute fonction continue sur un segment est intégrable sur ce segment.

En revanche, pour n = 0, 'application ¢ réalise une bijection de classe €' de 10,7 sur |0, /7| et la fonction
(fo @) @ estintégrable sur l'intervalle |0, 71, ce qui est tout de méme plus intéressant car, cette fois, le Théoreme du
changement de variable nous assure de la convergence d'une intégrale généralisée :

T sinu
Io = J du.
0 2v/u

Quoi qu'il en soit,
(n+1)m

du.

sinu
VynelN, I,= J
n 2V/u
3. Lechangement de variable affine v = u—n7 permet d’écrire I,, comme une intégrale sur l'intervalle [0, 7] pour tout
n>1.

In_J'”sin(v—i—mT)dv_ _])nJ” sinv dv
o Vv+nm o vVv+nm
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Comme sin v est positif pour tout v € [0, 7], on en déduit que 'intégrale I,, est du signe de (—1)™ pour toutn € N. Ainsi,
la série >_ I,, est une série alternée.
4. Pour toutv € [0,71] et pour tout n > 1, il est clair que

O<VvVv+nan<V/v+n+m
et comme sinv > 0 sur [0, 7], on en déduit que

sinv sinv
0< < )
Vv+m+Tn - VvEnn

Comme l'intégration avec bornes dans 'ordre croissant conserve les inégalités, on en déduit enfin que
vnz>1, 0< |l < Il

Cela prouve que les conditions d’application du Critére spécial des séries alternées sont remplies. La série ) I, est donc
convergente et sa somme est du signe de Iy, c’est-a-dire positive.

Solution 22

1. La fonction

Int
=t —
(1—1)°
est continue sur 'intervalle ouvert ]0, 1[.
Lorsque t tend vers 0, il est clair que f(t) ~ {nt. Or {n est une fonction intégrable au voisinage droit de 0 (fonction
de référence).
Lorsque t tend vers 1, on pose t = 1 — h. D’apres le Théoreme du changement de variable AFFINE, la fonction f est

intégrable au voisinage (gauche) de 1 si, et seulement si, la fonction [h — f(1 — h)] est intégrable au voisinage (droit) de
0.0r

f(1—"nh)

__In(1—h) —h (L)
Y R A W
et la fonction [h —hol/ 2] est intégrable au voisinage de h = 0 (fonction de référence), donc f est bien intégrable au

voisinage de 1.
Ainsi, la fonction f est bien intégrable sur ]0, 1 et l'intégrale généralisée

1
J nt dt
04/ (1—1)3

est (absolument) convergente.
2. Lafonction g = (t +2) — vVt 4+ 4t + 1 est continue sur l'intervalle [0, +o00[. Lorsque t tend vers +oo,

\/’m:t\/lJr%th]—z
=i e) -s(@) rols)]

3 1
- (t+z)—ﬁ+o(t7)
donc
=3
t—+oco 2t

g(t)

ce qui prouve que g n’est pas intégrable au voisinage de +oo.

@ ['équivalent trouvé montre que la fonction g tend vers 0 par valeurs inférieures au voisinage de +oo. Par consé-
quent, elle est de signe constant (négative!) au voisinage de +oo et comme elle n’est pas intégrable au voisinage de +oo,
on en déduit que l'intégrale généralisée

+oo
J (t+2)—Vt2+4t+1dt

0
est divergente.
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# On aurait pu calculer le développement limité de maniere plus siouX en réduisant le trindme a la forme canonique. En effet,

V24t +1=4/(t+2)2-3
3

=+ 2y 1= 5

3

1
=+ =505 +‘°((t+z))

et on pouvait en déduire plus rapidement I'équivalent de g(t) qui permettait de conclure.

Solution 23

1. La fonction

est évidemment continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1[. Lorsque t tend vers 0,

f(t) ~ — 0.
(t) ﬂnt—>

Lorsque t tend vers 1,

) (t—1)
1 —-(1-1)] —(t—1)
La fonction f admet donc un prolongement continu sur le segment [0, 1] (en posant f(0) = 0 et f(1) = —1), donc elle est
intégrable sur 10, 1[.

f(t) — —1.

#o Seul le prolongement de f est intégrable sur le segment [0,1], car f elle-méme n’est pas définie sur le segment [0, 1], mais
seulement sur 'ouvert 10, 1[.

2. Lafonction ¢ = [x — t = e~ *] réalise une bijection de classe ¢ de l'intervalle ]0, 1[ sur 'intervalle ]0, +oco[. Comme
f(t) est intégrable sur ]0, 1, le Théoreme du changement de variable nous assure que

fop(x) @'(x)

est intégrable sur ]0, +oo[ et que

0 +oo o—x _ o—2x
I:J fo(p(x)-@’(x)dx:J — dx.

+oo

a Puisque la fonction

est intégrable sur |0, +-o00[, on sait que

dx = lim

+00 p—x e,ZX Foo o—x _ 672x
0 X e—0

e X

e X e*ZX
[x — } et [x — }
X X

sont intégrables sur [¢, +o0o[ (continues sur cet intervalle et o(e™*) au voisinage de +00), on peut invoquer la linéarité de

l'intégrale :
+0o ,—x —2x +oo ,—x +oo ,—2x
e X—e e e
veso | S tax—| foan| dx.
€ X € X &€ X

Comme les deux fonctions

Le changement de variable AFFINE y = 2x dans la derniére intégrale nous donne :

+oo ,—x —2x 400 ,—x +oo ,—y 2e ,—x

e — € e e e

J 7dx:J dx—J —dy:J dx.
€ X € X 2e Yy € X
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3. Pourtout ¢ > 0ettout x € [, 2¢],

e—2¢ e X e ¢
S/ <
X X X
En intégrant sur [e, 2¢], on en déduit que
2¢ —X
e 2¢m2< J dx <e ®in2
€

et, par encadrement, que I = {n 2.
Variante 1.

La fonction [x — (e™* — 1)/x] est continue sur ]0, +-o00[ et tend vers —1 au voisinage de 0, donc elle est intégrable au
voisinage de 0. Par linéarité de I'intégrale, on en déduit que

2e — 2e — £
X _ x_1 x_1
J ¢ dx:J ¢ dx—J ¢ dx 0—-0=0.
e X 0 X 0 X £e—0

Par conséquent, en vertu de ’Astuce taupinale,

2e _—x 2¢ 2e ,—x __ 2e ,—x __
J ¢ dx:J %4—‘[ € < ]dx:EnZ—FJ' € ]dx n2-+0.

€ X c c e X e—0

On prendra soin de ne jamais invoquer la linéarité pour des intégrales divergentes!
Variante 2.

La fonction g = [x — e*/x] est continue sur ]0,+oco[ et g(x) ~ T/x au voisinage de 0. Comme la fonction [x — /]
est continue et positive mais pas intégrable au voisinage de 0, on en déduit que

1 —x 1
J € dx ~ J ﬂ:ffne

e X e—=0 J, X

(Théoréme d’intégration des ordres de grandeurs, version divergente).
Mais cela nous conduit a

2¢e —X
J ex dx = [In2e —ne + o(fne)] = o(fne),

€

ce qui ne nous permet pas de conclure!

Solution 24

11 est clair que la fonction définie par

Vo<x<l1, f(x)=

est continue et négative sur l'intervalle |0, 1[.
Lorsque x tend vers 0,

—X
f(X) ~ XT — —],

ce qui prouve que f admet un prolongement continu sur [0, 1{ et donc que f est intégrable au voisinage de 0.
Lorsque x tend vers 1, on effectue le changement de variable AFFINE h = 1—x. D’aprés le Théoréme du changement
de variable, f(x) est intégrable au voisinage de x = 1 si, et seulement si, f(1 — h) est intégrable au voisinage de h = 0. Or

{n(2h —h?) 1

) =10 =) = = = o €nh+€n2+€n(1—%)]

donc, lorsque h tend vers 0,
f(1—h) ~ inh.

Comme {n h est intégrable au voisinage de 0 (fonction de référence), la fonction f est bien intégrable au voisinage de 1.
La fonction f est donc intégrable sur ]0, 1[. En particulier, I'intégrale généralisée de f sur ]0, 1[ est convergente et :

1 A
J f(x) dx = lim J f(x) dx.

0 e—0 J
A—1
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@ Essayons d’intégrer par parties avec

u(x) = n(1 —x?) v(x) =

Lorsque x tend vers 0, le produit
—n(1 —x?)
X

est équivalent a —(—x?)/x = x et tend donc vers 0. Mais, lorsque x tend vers 1, ce produit tend vers +oo... Cette
intégration par parties est impossible.
@ Que déduire du calcul précédent? Pour que le produit u(x)v(x) ait une limite finie lorsque x tend vers 1, il faut qu’il
s’agisse d’une forme indéterminée et donc que v(x) tende vers 0.
La seule possibilité pour intégrer par parties est donc :

u(x) = n(1 —x?) v(x):_—1+1zx_1
X X
/ —2 ’ 1
u'(x) = ﬁ vi(x) = 2
On a donc
Vo<x<1, uxvix)= —a —x)in(] —x?)
—(1—=x)n(1—x) 4+ (1 —=x)In(1 +x)

X

Lorsque x tend vers 0, on a encore u(x)v(x) ~ x et lorsque x tend vers 1, cette fois, u(x)v(x) tend vers O (les deux termes
du numérateur tendent vers 0 et le dénominateur tend vers 1).
La Formule d’intégration par parties nous dit alors que l'intégrale généralisée

1
J u’(x)v(x) dx
0

est convergente et que

1 1
J' f(x) dx = lim u(x)v(x) — lim u(x)v(x) — J u’(x)v(x) dx.

0 x—1 x—0 0

Par conséquent,

! B T 2x(1=x) B Todx _
Jo f(X) dX—*JO de—*ZJO T+x =—-2{n2.

# Le résultat trouvé est négatif, ce qui est cohérent avec notre remarque initiale sur le signe de f(x).
# La Formule d’intégration par parties démontre seulement que l'intégrale généralisée

1
J u’(x)v(x) dx

0

est convergente, elle ne prouve pas a elle seule que le produit w'(x)v(x) est intégrable sur 10, 1[.

En fait, ce produit étant négatif (donc de signe constant) et l'intégrale généralisée étant convergente, on peut conclure que
u'v est bien intégrable sur 10, 1.

Mais, je le répéte, cette propriété n'est pas une conséquence de la Formule d’intégration par parties toute seule!

Solution 25

On pose I =]0, +oo[ et, pour toutn € N,

T
Ve

@ Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur 'ouvert 1.

Vtel fn(t)
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Pour n =0, la fonction f,, tend vers 2 au voisinage de t = 0 et, pour toutn > 1,

14 o(1) 1

~ —,

Y% Vitolvt) Vit

Donc f,, est intégrable au voisinage de t = 0 pour toutn € IN.
Pourn =0, ona fy(t) ~ 2/,/f au voisinage de 40 et, pour toutn > 1,

t 4+ o(th) 1

fult) ~ S——Fs=~—.
n(t) totoo 2N 4 o(t21M) N
Donc f,, est intégrable au voisinage de t = 400 si, et seulement si, n > 2.
Bref : pour tout n > 2 (et seulement pour n > 2), la fonction f, est intégrable sur I.
@ Considérons la fonction f définie sur I par

1 si0<t<],
vtel flt)= /(\)ﬁ sit>1.

La fonction f est continue sur ]0, 1{ et sur |1, +-oo[. Par ailleurs, elle admet une limite finie & gauche en t = 1 (limite égale
a 1) et une limite finie a droite en t = 1 (limite nulle). Donc la fonction f est bien continue par morceaux sur I.
@ Pour 0 < t < 1, on sait que t™ et t°™ tendent vers 0 lorsque n tend vers +oo, donc

. 1
ngToo fn(t) = ﬁ = f(t).

Pourt =1,0nafy(t) =1 = f(t) pour tout n € N. Enfin, pour t > 1, on sait que t™ et t*™ tendent vers +oo lorsque n
tend vers +oo, donc
t" 1
fn(t) nﬂr\jroo tzin - tin n—+oo 0= f(t)
La suite de fonctions (fn)n>2 converge donc simplement sur I vers la fonction f.
@ Considérons la fonction g définie sur I par

2 si0<t«],
vtel, glt)= 1//f sit>1.

Cette fonction est évidemment continue sur les deux intervalles ouverts ]0, 1[ et ]1, +ool. Par ailleurs, elle tend vers une
limite finie a gauche en t = 1 (limite égale a 2) et vers une limite finie a droite en t = 1 (limite égale a 1). La fonction g
est donc continue par morceaux sur I.
Par comparaison avec les fonctions de Riemann (au voisinage de t = 0 comme au voisinage de t = +00), la fonction
g est intégrable sur l'intervalle I.
a Pour 0 < t < 1,il est clair que

Pourt>letn>2,0ona0 < vt <t"etdonc

14+ tm 1 1
ngn(t)gngggzg(t)-

On a donc établi que
Ynz2,vtel, 0<fn(t)<g(t)

ot le majorant est indépendant de n et intégrable sur I en tant que fonction de t.
La convergence est donc dominée. Par conséquent,

roo fo(t) dt ——— roo f(t) dt = r at_,

0 n—-4oo

Solution 26

1. Les deux définitions de f,,(1/) coincident :

1

V'

L = Vi
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donc la fonction f,, est bien définie sur [0, 1].

a La fonction f,, est clairement continue sur [0, /[, ainsi que sur ]/, 1]. De plus, elle est clairement continue a gauche
en x = !/n et continue a droite en x = 1/, donc elle est bien continue en x = 1/,,. Par conséquent, la fonction f,, est
continue sur le segment [0, 1].

L'intégrale I,, existe donc bien en tant qu’intégrale d"une fonction continue sur un segment.

#v La fonction fy, est clairement de classe € sur les intervalles [0, 1/n[ et 11/, 1]. Elle est également dérivable a gauche et a droite

en x = 1/, mais
—1 _ —nyn
2xvX |\ 21y, 2

(frn)g(V/n) =nvn  tandis que  (fn)§(Vn) =
donc fy, n’est pas dérivable en x = /5.

a S5ix =0, alors fy(x) = 0 pour toutn > 1.
Si0 < x < 1, alors il existe un entier ng = np(x) € N tel que

1
Mo

3=

vn 2> ny, X > >

et donc
Vn = no, fu(x) = —.

X

Par conséquent, la suite de fonctions (fn )n>1 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f définie par

0 six=0,

Vxelo,1], f(x)= Vm sio<x<1.

#s La fonction f est continue sur 10, 1], mais elle n’est pas continue par morceaux sur [0, 1], car elle n’a pas de limite i droite finie
au voisinage de 0 (elle tend vers +00).

a Comme toutes les fonctions f,, sont continues sur [0, 1], si la suite de fonctions (f, )n>1 convergeait uniformément
sur [0, 1], 1a limite f de cette suite serait également continue sur [0, 1], ce qui est faux comme on vient de le constater.
Par conséquent, la suite de fonctions (fy, )n>1 ne converge pas uniformément sur [0, 1].
2. On peut calculer explicitement I, : pour toutn > 1,

VT Ty =2 g !

(Vn)?
n p— D— R — 2
In =mvn =5 Jn T 2/m e

@ Sinon, on peut remarquer que, pour toutn > 1,

1

V0<x<l,ngMﬂng%J:¢ﬁ<——:ﬂﬂ
n VX
et que
V% <x<1, 0K fr(x) ="f(x).

Par conséquent,
Yyn>1,Vxel0,1], 0<f(x)<f(x).

Or la fonction f est une fonction intégrable de référence sur ]0, 1], donc la convergence est dominée !
Par conséquent,

1 1
J fr(t) dt—>J' f(t) dt = 2[V1— V0] = 2.
0

0 n—-+oo

# La fonction f n'est pas continue par morceaux sur [0, 1] et a fortiori n'est pas intégrable sur [0, 1]. Cependant, elle est bien
continue sur 10, 1] et intégrable sur 10, 1] : c’est méme, comme on I'a dit, une fonction de référence!
Cette remarque en passant pour indiquer que la théorie de 'intégration qui est au programme est trop simplifiée pour ne pas
présenter quelques bizarreries...
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Solution 27

1. Lesréels
an o bn

X=——=x et Yy=——x
Va3 +b2 Va3 +bi
vérifient ’équation du cercle trigonométrique :
2.2 _
x“4+y =1
donc (forme faible du Théoréme de relevement) il existe un réel @, tel que
X =Cos@n, et y=—sinen
si bien que
xcosnt + ysinnt = cos(nt + @ ).
2. Par conséquent,
d

I, = (a2 +b2)| cos’(nt+ ¢@,)dt

Jc

41+ cos(2nt + 2¢n)

. 2
2 0 p2 T d
_ %- (d—c)+J COS(ZTlt*FZ(Pn)dt}
Mais l'intégrale
a .
nt 4 2¢y)7d
J cos(2nt + 2¢.) dt — {M}
. 2n c

tend vers 0 (le numérateur est borné et le dénominateur tend vers +oo quand n tend vers +o00), donc

d
lim {(d— c) +J cos(2nt + 2¢4,) dt} =(d—c)>0.

n—-+4oo c

Autrement dit,

d
{(d—c)—&-J' cos(Znt—i—Z(pn)dt} ~ (d—¢)

c n—-+oo

et par conséquent

L . lea+br)ld—c)
™ oo 2 ’
3. Pour toutn € N, on pose
Vtele,d, fn(t)=a,cosnt+ b,sinnt.

Chaque fonction f;, est intégrable sur [c, d] (fonction continue sur un segment).

Par hypothese, la suite de fonctions (fn,)nen converge simplement sur [c, d] vers la fonction nulle (qui est une
fonction continue sur [c, d]...).

Enfin, la convergence est dominée : en effet, comme les suites (an)nen et (bn)nen sont bornées,

VneN, lan<|all, et [bnl<|b|-

Par inégalité triangulaire,
vneN,Vteled, [fu(t)]<lally+ bl

Le majorant trouvé est indépendant de n € N et intégrable sur [c, d] en fonction de t (en tant que fonction constante sur
un segment).
D’apres le Théoreme de convergence dominée,

a a
lim J fn(t)dt:J 0dt=0.

n—+oo J. c
@ On déduit alors de la question précédente que

: 2 2 _
Jim_ai 41 =0
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(puisque (d — c) > 0) et donc que

: 2 2 _
i Vfod 0t =0
VneN, lan| <4/ad +b2 et |by|<y/a2 +b32,

on déduit du Théoreme d’encadrement que les deux suites (an)nen et (bn)nen convergent vers 0.

(par composition de limites).
Et comme

Solution 28

Tout d’abord, la série de Poisson }_ ’% converge absolument pour tout x € R. Toute sous-famille d’une famille som-
mable étant elle-méme sommable, on en déduit que la fonction f est bien définie sur IR.

1. Onsait (cours sur la fonction T') que [x — x™ e *] est intégrable sur [0, +oo[ pour tout n € N et que

+oo xe X

dx =1.
n!

vVneN, J
0

Par linéarité de I'intégrale (puisque I est un ensemble fini, il est permis d'invoquer la linéarité!), on en déduit que

+oo n,—x
J Y T —dx=) 1=#0).

0 nel nel

Or I C A et le terme général est positif, donc

x"e *

Vxe0,+o0[, 0<) < e *f(x)

nel

n!

et par hypothese, la fonction [x — e™*f(x)] est intégrable au voisinage de +-co. On en déduit que
+oo
#(I) < J e *f(x) dx.
0
Le majorant ne dépendant pas de I, on peut en conclure que la partie A est finie.
# Par définition, le cardinal d'une partie A est infini si, et seulement si, on peut extraire de A une partie finie de cardinal
arbitrairement grand.

2. Puisque A est un ensemble fini d’indices, la fonction f est en fait polynomiale. Par conséquent, 1’équivalent proposé
est impossible!

Solution 29

Transformons l'intégrale avec le changement de variable linéaire u = nx :

J+°° nf(x) 4 _J‘“’o f(u/n) du

WY gk =
o 1+mn%x? o 1+u?

Pour tout entier n € N*, on pose alors
flu/n)

vu€R+) (\On(u): 1+u2'

- Intégrabilité — Comme f est continue et bornée, chaque fonction ¢, est continue sur R @, (1) = O(1/u?) lorsque
u tend vers 400, donc chaque fonction ¢, est intégrable sur R .

a Convergence simple — Comme f est continue sur R, elle est en particulier continue en 0. Par composition de
limites, on en déduit que la suite de fonctions (@n)n>1 converge simplement sur R, vers la fonction

f(0)
1 +u2} ’

©= [u —
. Domination — Par ailleurs, comme f est bornée sur R, on a

Y1, Vx>0, |on(u)] <o
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Le majorant est indépendant de n et intégrable sur R, donc la convergence est dominée.
On en déduit que
+o0o +o0o too
lim J on(u)du = J @(u) du = f(0) [Arctan u]

0
n—+oo 0 0

et donc que

lim
n—-+oo

J*oo nf(x) _ T o).

_nrx) T
o 14+n2x? ¥=3
Solution 30

Tout d’abord, I'intégrale F(x) est bien définie pour tout x € R en tant qu’intégrale d'une fonction continue sur un
segment.
@ Pour x > 0 (ce qui n’est pas une restriction, puisqu’on étudie x — +00), on peut effectuer le changement de variable

linéaire u = tx : a
u
F(x) = —)e " du.
xF(x) Jo g(x)e u

@ On considere donc la fonction ¢ définie par
Yo<u<xa, oxu = g(%)e’u et Vu>xa, o(x,u)=0.

» Intégrabilité — On a déja justifié que, pour tout x > 0, la fonction
= o(xul]

était intégrable sur I = [0, +-o0[ et que

+oo
J ©(x,u) du = xF(x).
0

» Convergence simple — Comme g est continue en 0,
Yuel  lim ¢@(x,u)=g(0)e ™
X—+00
et la fonction [u — g(0)e "] est continue sur I (et bien entendu intégrable sur cet intervalle).
» Domination — Comme g est continue sur le compact [0, al, elle est bornée. Par conséquent,
Vuel,VxeRY, |okxu)| <|gll,e ™

La majorant trouvé est indépendant de x > 0 et intégrable sur I en tant que fonction de u.
Par conséquent, d’apres le Théoreme de convergence dominée,

lim J @(x,u) du:J g(0)e " du = g(0).
I I

X—+00

Comme g(0) # 0, on peut en déduire que
9(0)

~Y
X—+00 X

# Si g(0) =0, on a seulement démontré que F(x) = o(1/x) lorsque x tend vers +oo, on n’a pas trouvé d’équivalent.

Solution 31

Il est clair que la fonction f = [t — T — t Arctan '/;] est continue sur l'intervalle ]0, 4+ool.

Comme la fonction Arctan tend vers une limite finie au voisinage de +oo, la fonction f tend vers 1 au voisinage de
t = 0. Admettant une limite finie au voisinage de 0, elle est donc intégrable au voisinage de 0.

D’autre part, d’apres le développement limité a 1’ordre trois au voisinage de 0 de la fonction Arctan,

1 1 1 1
Arctan n e 130 + o(t—s)
donc
1

t—+oo 3t2°

f(t)
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ce qui prouve que f est intégrable au voisinage de +oo.
La fonction f est donc intégrable sur ]0, +ool, ce qui prouve que l'intégrale généralisée est bien définie ("conver-
gente", comme on dit).
@ On connait I'identité classique :

1
Vt>0, Arctan 1= g — Arctant. (%)

On en déduit que
vt>0, f(t)=1-— g t+ t Arctant.

En intégrant par parties,

N

t? t dt
JtArctant dt = > Arctant — J T T e

2
:t—Arctant—1J1 ] dt

2 2] 1++t2
t2 t 1
=5 Arctant — 7 + 2 Arctant
donc une primitive de f est
t mt? 2 1
F(t) = 2T + 5 Arctant + 5 Arctant.

Par définition,

roof(t) dt= lim F(t)—F(0) = lim F(t).

0 t—+o0 t—+o00

Avec l'identité (x) rappelée plus haut,

t w2 t2 t ot 1
E_T+7 Arctantfz—j Arctan¥
t t2[1 1
—_ | — _— = 1
2 z{t“(tZ)} o(l)
donc too
i
f(t)dt = —
I ;
Solution 32

1. Lafonction [x — {nsinx] est continue sur l'intervalle ]0, 7] et

sinx
——nl1=0
X x—0

{nsinx — {nx = {n

(par composition de limites), donc
{nsinx =fnx+ o(Inx) ~ {nx.

Comme {n est une fonction intégrable de référence au voisinage de 0, on en déduit que {n sin x est intégrable sur ]0, 77/>].
@ On considére maintenant le changement de variable affine u = 5 — x qui réalise une bijection de [0, 772 sur ]0, /2] :
d’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction [x — {n cos x] est intégrable sur [0, 7/ [ si, et seulement si, la

fonction [u — €n cos(/> —u)] est intégrable sur ]0, 7/]. Or

Tt

VOo<u< bR Encos(g —u) ={nsinu

2

et on a déja démontré que {nsin u était intégrable sur ]0, 7/].
2. Lesintégrales I et ] sont donc bien définies. De plus, d’aprés le Théoréme du changement de variable,

7T/2 /2
]:J Encosxdx:J fnsinudu =1
0 0

3. Par linéarité,

{n(sinx cosx) dx = in dx

0

I+J—Jm J”/Z sin 2x

0
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donc

2l = — {nsin 2x dx.

min2 n J’ /2
2 0
Avec le changement de variable affine u = 2x, qui réalise une bijection de ]0, 7/2[ sur ]0, [, on a

/2 1 /2 1 (™
J {nsin2x dx = fJ (Insin2x) (2dx) = fJ fnsinudu.
0 2 Jo 2 Jo

La fonction [u +— {nsinu] est intégrable sur l'intervalle ouvert ]0, 7t[ (conséquence du changement de variable précé-
dent!) et admet u = 7/ pour axe de symétrie :

Vo<u<m, {nsin(m—u) = nsinu.
Par conséquent,

1 (™ /2
fJ Knsinudu:J nsinudu=1.
2o 0

# C’est une variante du théoréme bien connu : si f est paire et intégrable sur ]—o, o[, alors

Jix f(t) dt = ZJ: f(t) dt.

: Finalement,

miin2
[=]=— >

# Puisque 0 < sinu < 1 pour 0 < u < 72, on intégre une fonction négative avec des bornes rangées dans I'ordre croissant,
donc on savait des le début que l'intégrale était négative.

Solution 33

1. Pour tout entierp > 1,

nPv, =exp(—v/n+pinn) = 0

par croissance comparée (fnn < /n). Ainsi, le terme général v, est négligeable devant le terme générale de n'importe
quelle série de Riemann convergente, ce qui prouve que la série }_ v, est absolument convergente.

# Un développement limité simple montre que
1
n—-+oo Z\/ﬁ

et donc que vy 1/vn tend vers 1 : il est donc impossible de prouver que la série ) vy, converge a l'aide de la regle de D’ Alembert.

vn+1—yn

2. La fonction [t — e_\/{} est continue sur [0, +oo[ et, comme on 1'a vu,

1
SR
t—+4o0 tpP
quel que soit I'entier p > 1. Par conséquent, cette fonction est intégrable au voisinage de +oo et l'intégrale I,, est bien

définie pour tout n € IN*.

@ Par intégration par parties,
X

Vxe€R, J ue *du=1—(T+x)e *
0

et par passage a la limite :

—+00
J ue “du=1.
0

- Le changement de variable u = v/t (avec dt = 2u du) nous donne

+oo
I, = ZJ ue " du.
\/E
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Avec la relation de Chasles, on en déduit que

N
I, :2(1 —J ue 4 du) =2(vn+1)e V™,
0

3. La fonction [t — e’\/{} est décroissante sur R . Pour tout k € IN*¥,

vtelkk+1], e VRFT ¢ oVt o= VK
donc
Kt 1
e VkHT < J- e~ Vtdt < e VK,
K

On a démontré que la série 3~ e~ V™ était convergente, tout comme l'intégrale généralisée J“\J;%o eVt dt. On peut donc
sommer l'encadrement précédent :

+o00o +o00 +00
VneN, R,=) e vk+‘<J e*ﬁdt=1n<Ze*¢E:Rn,1.
k=n n k=n
On en déduit que
VTIE]N, In+] angln-

@ D’aprés l'expression calculée ci-dessus,

Iner ~ Iy ~ 2yme V™,

n
n—-+oo n—-+oo
4. Avec le développement limité a I'ordre deux de {n(1 + h), on trouve que
Vi
U~ —=.
* koo Ve
Or ) vy est une série convergente de terme général positif, donc la série >~ uy est (absolument) convergente et
+o00 +o00 v R
k n
CED NP i S
k=n+1 notee k=n+1 \/E \/E

d’aprés le Théoréme de sommation des relations de comparaison.

Solution 34

1. Il estclair que 'application S est de classe € et que

Yx>1, S'(x)=-—xe *<0.

Par conséquent,
Vx>1, 0<S(x)<S(1)=2e"".

On en déduit que

2 n—1
Vx>1,¥n=2, 0<I[SH)™ < IS .S(x) < (E) S(x).

2. La fonction intégrande est le produit d"une application polynomiale par e*, donc elle est bien intégrable au voisi-
nage de +oo.
D’apres la question précédente,

(+3)" e =) = sl < (5)" st
Le changement de variable affine u = t/, montre que

Jﬂo S(Yn)dt = nJ+OO S(u)du

n 1
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(ot 'intégrale est un réel positif, puisque S est une fonction intégrable et positive). Par conséquent,

0< \)ﬁ J:m@ + %)ne*t dt < ;ﬁ J:oo(i)m S(t/) dt
< \/]ﬁ . (é)nil ~nL+OOS(u) du

et comme 0 < 2/ < 1, on en déduit par croissances comparées (de /n, n et q™) que le majorant tend vers 0.
On a démontré par encadrement que

) ] “+oo t n—t
nLlTooﬁL (1+;) e =0

(et on n’a pas encore compris ce que venait faire ici ce facteur '/, /x).
3. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout x > —1,

x2 X3 * (x—1)3
fn(1+x)_x—7+?+‘[o c - fq(t) dt
ou
d4e 1 — 0
— = t)= ——— <0.
Vt>-—1, f4(t) at n(1+ ) (]+t)4 <

On en déduit que l'intégrale est négative pour tout x > —1 (en discutant sur le signe de x pour tenir compte de l'ordre
des bornes de cette intégrale) et donc que

2 X3

Vx>—1, In(l+x)<x— x + —=.
2 3
4. Ondevine qu’il s’agit d’appliquer le Théoréeme de convergence dominée : nous allons définir une suite de fonctions
avec un peu d’astuce, afin de considérer une suite d’intégrales pour lesquelles l'intervalle d’intégration est toujours le
méme (= indépendant de n).
a Pour tout n € N*, on considere I’application f,, : R — R définie par

VxER, fn(x)= (1 + %) eV ().

Elle est continue par morceaux sur IR (en tant que produit d"une fonction continue [polynomiale!] par I'indicatrice d'un
intervalle) et intégrable sur R (car nulle au voisinage de +oc0) et

+00 vn
J f(x) dx = J (1 + X gme Ve gy,
sV T m

—0o0

a On vérifie sans peine que cette suite de fonctions converge simplement sur IR vers une fonction célebre.
D’une part,

(1 + %)ne_‘/ﬁx =exp {—\/ﬁx + nfn(] + %)]

:exp{—\/ﬁer Vnx — % +o(1)]

= exp(—xZ/Z)

et d’autre part, comme /n tend vers +oo,

X n
VXER, Ing €N, Vn>ng, fnlx)= (1 v —) eV
vn
donc
Vx€eR, Iim fn(x) = exp(—xz/Z).
n—-+oo
a [l reste a vérifier la condition de domination. Ouvrez grand les yeux!

D’apres 1'inégalité obtenue a la question précédente,

Vx>—yn nfn(1—~—i><\/ﬁt—ﬁ+Xf3

' vn/ o 2 3yn
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et donc 5 R
X\ —X P
_ o —vnx ~ ). A
Vx>—yn, O<<1+\/ﬁ) e \exp< 3 ) exp<3\/ﬁ).
En particulier,
n 2 2
Vx € |-vn,vn|, 0< (1+%> e*ﬁxéexp(%)-exp(%)
puisque
|X|3 x2
< — < —=.
VMV RS
Comme f,, est identiquement nulle hors de I'intervalle |—/n, \/n], on en déduit que
—x2
VxeR,VneN, |fn(x)| < eXp(T)

On a trouvé un majorant indépendant de n et, en tant que fonction de x, intégrable sur IR, donc la condition de domina-
tion est remplie.
@ D’apres le Théoreme de convergence dominée,

Vn n +oo
lim J (1 i i) e V™ dx = J e /2 4x.
no+oo | \/ﬁ

5.  On effectue, comme le suggere I"énoncé, le changement de variable affine t = n + y/nu dans l'intégrale I,, :
1 +o00o
I, = — J (n+ vnuw)he VRt du
vl m

_ nﬁ J*;@ N %)“ewu du.

Or I, = n! et d"apres la Formule de Stirling,

On en déduit, par unicité de la limite, que

“+oo n
lim J (1 + L) e V' du = +V2m.
n—-+oo 7\/5 \/ﬁ

@ D’apres la relation de Chasles,
+o00 w A v TR
J \/ﬁ( +\/ﬁ) e u Lﬁ( +\/ﬁ) e u

() e e

Avec le changement de variable t = y/nu dans la derniére intégrale, on obtient

J:: (1+ %)ne—\/ﬁu du = \)ﬁ Ew (1+ %)ne—t dt = o(l)

d’apres [2]. Ainsi, d"apres [4],

+o0o u n “+o0 5
lim J (1 + —) e Vi dy = J e /2 dx.
notoo | m vn

—00

Par unicité de la limite,

—+o0
J e X /2 dx = V2.



