Lycée Pierre CORNEILLE MP
ANNEE SCOLAIRE 2024/2025

Composition de Mathématiques
Le 27 novembre 2024 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

L | — Probleme -»
On considere une fonction 3.b. En déduire que f est de classe €' sur R et qu’elle
est la solution du probleme de Cauchy suivant.
g R, R uti p uchy suiv
continue et bornée. On notera comme d’habitude y(0)=0 VxeRy, y'(x)—yx) =g
I9lloe = tseip |9(t)]. 4. On suppose que Iy # 0. Déterminer un équivalent de
’ f(x) lorsque x tend vers +oo.
L’objectif de ce probleme est d’étudier la fonction 5. Onsuppose que I = 0.
5.a. Démontrer que
f: R+ — R
d, . . “+oo
éfinie par VxeR,y, f(x)= —eXJ' e tg(t) dt.
X
X
Vx e Ry, f(x)= J g(x —u)e™ du.
0 5.b. En déduire que f est bornée au voisinage de +oo.
1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R.;.. 5.c.  Existe-t-il d’autres solutions de 1’équation différen-
2. Démontrer que l'intégrale généralisée tielle
+o0
I, :J e tglt) dt VxeRy,  y'(x) -yl =gy (E)
0
est convergente. qui sont bornées sur R ?
3.a. Démontrer que 5.d. On suppose de plus que ¢(t) tend vers un réel ¢
x . lorsque t tend vers +oco. Démontrer que f(x) tend vers ¢
VxERy, fx)= L g(t)e dt. lorsque x tend vers +oo.
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K2

On considere U'intervalle Q = ]—1, +ool.
Pour tout entier k € N*, on consideére la fonction wy définie
par

1
(k+x+DvVk+x

L’objet de ce probleme est d’étudier quelques propriétés de la
fonction U définie par

VxeQ, uk(x) =

VxeQ,

+oo
) =Y wlx)
k=1

Cette fonction U apparait dans I'étude d’une spirale, appelée
aussi escargot de Pythagore et attribuée a Théodore de Cyreéne
(un contemporain de Socrate).

1. Démontrer que la série de fonctions Y uy converge
simplement sur Q.

Partie A.
2. Dans cette question, on pose

Etude asymptotique de U

VxeQ, Uz

-3

2.a. Démontrer que la fonction U; est bornée sur Q).
2.b. En déduire que

1
U(X) xjfl T—}—] +O(1)
3. Onposel=[0,+o0let, pour (x,t) € R% x I, on pose
1
VXFtx+t+1)

3.a. Démontrer que, pour tout x € IR*, la fonction

f(x,t) =

[t — f(x, )]
est intégrable sur I.
L’intégrale généralisée

F(x) = J:Oo f(x,t) dt

est donc convergente pour tout x > 0.
3.b. Démontrer que

Ux) =

X—+00

Fio) + 0 f)

3.c.  Calculer F(x) pour tout x € R%..
5" On effectuera un changement de variable judicieusement
choisi et soigneusement justifié.

3.d. En déduire que
2 1
x) X400 7 + O( X/ )
puis que
2

) e Ur

< Il — Probléeme <&

R

Partie B. Régularité de U

On considere la fonction g définie par

Vit>0, g(u):e—\/a

et la fonction G définie par

teu
V>0, G(t):J £ qu

0o Vu

4. Démontrer que la fonction g est intégrable sur I'inter-
valle ]0, t] pour tout t > 0.

5. Démontrer que G est de classe ¢! sur R et préciser
sa dérivée.

6. Démontrer qu'on peut prolonger G en une fonction
continue sur R .

7. Calculer un équivalent de G(t) pour t voisin de 0.

8. Démontrer que G tend vers 400 au voisinage de 400
et que

YyneN, t" =
mais que

G (t) t—i—oo
9. Etudier la convexité de G.
10. Soit oc > 1.
10.a. Démontrer que 'application hy = [t — e *'G(t)]
est intégrable sur ]0, +ool.
10.b. En admettant que

+oo ,—t
r(vz)zjo =V

démontrer que

Jm ho(t)dt= YT

0 oao/o—1°
Pour tout x € Q et tout t € IR7, on pose

= 1 e—(x+1)tG(t)
plx,t) = 71 T et—1

11.a. Déduire de la question précédente une expression
intégrale de ui (x) pourk € N*etx € Q.
11.b. Démontrer que, pour tout x € Q, la fonction

[t— @(x,1)]

est intégrable sur |0, +ool.
11.c. Démontrer que

+oo

VxeQ, Ux)= J e(x,t) dt.

0

11.d. En déduire que la fonction U est de classe €% et ex-
primer U/ (x) et U”(x) sous forme intégrale.

12. Déduire de I'étude précédente l'allure du graphe de
la fonction UL
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Partie C. Approximation de U(0)

L’objectif de cette partie est de calculer une valeur approchée de U(0) a 'aide de la formule sommatoire d’Euler—Maclaurin.
Pour cela, on définit dans un premier temps la suite (Bn)nen des polyndmes de Bernoulli et la suite (bn )nen des coeffi-
cients de Bernoulli.

On identifiera les polynomes By, € R[X] aux applications polynomiales By, : [0,1] — R.

13. On pose By = 1 et, pour un entier n > 1, on suppose connu un polynéme B,,_;. Démontrer qu’il existe un, et un
seul, polynéme B, tel que

1
Vxel[0,1, B/ (x) =nBn_1(x) et que J Bn(x) dx = 0. (%)
0
I Les polynomes de Bernoulli (By )new sont ainsi définis par récurrence.
14. Expliciter les polyndmes By, B, et Bs.

Pour tout entier n € IN, on pose
[Bnll, = sup [Bn(x)|.
x€[0,1]

15. Démontrer que le réel || B, ||, est bien défini pour tout n € N.

Les coefficients de Bernoulli sont définis par by, = By, (0) pour tout n € IN. On admettra que

bo=1, bj=—, by=-, bz=0.

16. Démontrer que by, = By, (1) pour toutn > 2.
17. Dans cette question, on note f : [0, 1] — R, une fonction de classe €.

17.a. Démontrer que
1

f(t) dt +J By (x)f’(x) dx.

0

£0) +f(1) ('
o

17.b. Démontrer plus généralement que, pour tout entier d > 2,

0

1 d 1
MO0 [ sy 3 S0y gD + -yt [ Bl g

Pour tout n € IN, on définit la fonction P, : R — R en posant

VxeR, Pn(x) = Bn(x — [x]).

18. Démontrer que P, est continue par morceaux sur R et que
Vx € R, ‘Pn(x)’ < [Bnllo

19. Dans cette question, on suppose que la fonction f est de classe ¥ sur [0, +oco[.
19.a. Démontrer que, quels que soient les entiers d > 2, m € N et n € N¥,

m+n m4+n d m+n
Y )= f(m)+2(m+“) +J flt)de+ Y %[f(k—”(mjtn)—f(k—”(m)] +(—1)d+‘J Palt) eray(qy gt
{=m ’

m m d!

19.b. On suppose de plus que la fonction f est décroissante et intégrable au voisinage de +oo et que ses dérivées f/, f”/,
., f(4=1) tendent vers 0 au voisinage de +oo. Démontrer que

“+oo 0o 0o
> f() = @ + r t) dt + Z 1“1’{8 (m) + (—1)d+] r P'iT(,”f(d)(t) dt. (%)
t=m m m '

19.c. On suppose de plus que f(¢) est de signe constant. Proposer un encadrement simple de I'intégrale généralisée

J:O P‘il(!t)f(d)(t) dt.
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On déduit de (%) que
+o0 m—1
_ f(m) e )*biy 1 f(m) d+1 o Pa(t) (d)
éf(un:of(eu > +Jm dt+Z T +(=1) Jm ST de.

Si on sait calculer I'intégrale généralisée

roo f(t) dt,

m

on peut en déduire une valeur approchée de la somme

en commettant une erreur égale a

En appliquant ce qui précéde a la fonction définie par

1

VXER+, f(X):m,

ona

“+o00 -I
Jm f(t) dt = 2 Arctan Wk

Pour d = 3 et m = 4, sachant que ||B3||,, < 5.1072, on peut démontrer que |e3 4| < 103, On obtient ainsi une valeur
approchée a 1073 pres :

1 1
uo) = ;:O E (L + — —|—2Arctan 7 — 1_2f (4) ~ 1,8600
(en tenant compte du fait que bz = 0) au moyen d’un relativement petit nombre de termes i calculer.
€ Avec 1
f(t) =
t) t+1)2’
o I8
> 1 , —1 Bs " o 6
=—0= =03 ml < = < T
Jm f(t) dt e f'(m) 1) et [e3 ml c [t”(m)] <10 1

Pour m =4, on a donc €34 < 10~% et (avec by = /s et b3 = 0 comme précédemment)

m—1 ’
f(f)+f(12“)+ L P ) 64494444444...  tandis que

= 1.6449340668482264...
= m+1 12

n?
6
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Solution |

1. Pour 0 < u < x, la différence (x — u) appartient a

[0,x] € R+.Comme g est continue sur R, on en déduit

que, pour tout x € IR, la fonction
[u— g(x —u)e"]

est continue sur le segment [0, x], donc l'intégrale f(x) est

bien définie.

2. Lafonction intégrande

[t — e tg(t)]

est le produit de la fonction [t — e~ '], qui est intégrable
sur R, (fonction intégrable de référence), et de g, fonction
continue et bornée sur R (par hypothese), donc la fonc-
tion intégrande est intégrable sur IR, et, par conséquent,
l'intégrale généralisée 14 est convergente.

3.a. On effectue le changement de variable t = x —u,
qui réalise une bijection affine (décroissante) du segment
[0, x] sur lui-méme, avec dt = — du.

3.b. D’apres[3.a.],

X

VxeR,, f(x)= e"J g(t)e tdt.

0
La fonction [t +— g(t)e™ '] est continue sur l'intervalle R,

donc la fonction G définie par

VxeRy, G(x):J g(t)e tdt

est de classe ¢ sur R, et
VxeRy, G'(x)=gx)e ™

(Théoreme fondamental). Par produit, la fonction f est de
classe €' sur R et

VxeRy, f'(x)=e*G(x)+e*G’(x)
=f(x)+e*-e *g(x)
donc
Vx eRy, f'(x)—f(x)=g(x).

Par ailleurs, il est clair que f(0) = 0.
4. Par définition des intégrales généralisées conver-
gentes,

lim
X—+00

X +o0o
J e tg(t) dt:J e ‘g(t)dt =4
0

et comme Iy # 0, on en déduit de [3.a.] que

f(x) et Ige™.

5.a. Comme l'intégrale généralisée 14 est convergente,
on peut appliquer la relation de Chasles :

X “+oo

VxeRy, Ig :J e 'g(t)dt

) e ‘g(t) t+J

X

% Solution bornée d'une équation différentielle du premier ordre

et comme I4 = 0, on en déduit que

X +oo
Vxe Ry, Je_tg(t)dt:—J e 'g(t) dt.
0

x
L’expression du [3.a.] devient

+o0o

VxeRy, f(x) :—e"J e 'g(t) dt.

X

5.b. Comme g estbornéesur R,

VteRy, |e'gt)] <e (gl

Comme l'intégration conserve les inégalités,

+o0 +o0

VxeRi, | etg.. dt

X

le “g(t)| dth

X

<lgllee €™

et d’apres l'inégalité triangulaire intégrale,
+o00
VxeRy, |f(x)]|= ‘—eXJ e g(t) dt‘

X

+oo
<€XJ' letg(t)| dt

X

< 119/l oo-

Le majorant trouvé ne dépend pas de x, ce qui prouve que
la fonction f est bien bornée sur R ;..

5.c.  Si @ estune solution de I’équation différentielle (E),
alors (principe de superposition pour une équation diffé-
rentielle linéaire) la différence ¢ — f est solution de I'équa-
tion homogene

VxeRy,  y'(x)—ylx)=0. (H)

I1 existe donc une constante A telle que

VxeR,, @(x)—f(x)=Ae".

On sait que la fonction f est bornée [5.b.] sur R, . Sila fonc-
tion ¢ est bornée au voisinage de +co elle aussi, alors la
différence @ — f est bornée au voisinage de +oo et la seule
possibilité est alors : A = 0.

Autrement dit : la fonction f est la seule solution de
I'équation différentielle (E) qui soit bornée sur R .
5.d. Commengons par remarquer que

+oo
vVxeRy, B:e"J e tedt.

X
D’apres [5.a.], pour tout x € R,

+oo

f(x)— = —e"J e ‘[g(t) —¢] dt

X

et donc (inégalité triangulaire intégrale a nouveau)

+oo
[f(x) — ¢ <e"J e ‘|g(t) — (] dt.

xX
Comme ¢(t) tend vers { lorsque t tend vers +oco, on en dé-
duit que

e tlglt) =t = ofe ).

t—+o0
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Or la fonction [t — e~ '] est positive et intégrable au voisi-
nage de +o0, donc

too +o0
J e’tlg(t) —f’ dt = O<J et dt> =oe ™)

x X—+00 x

(Théoreme d’intégration des relations de comparaison).
On en déduit que
|f (x) — €| =

X—+00

O(e* x o(e™™)) = o(1).

Solution Il

1. Pour tout x > —1, il est clair que

1
Uk (X) kﬁrjroo k\/E

et comme la série de Riemann ) 1/3/2 est absolument
convergente, on en déduit que la série ) _uy (x) est absolu-
ment convergente (et donc convergente, puisque c’est une
série numérique).

Autrement dit : la série de fonctions ) uy converge
simplement sur Q.

Partie A.

2.a. D’apres [1.], la somme U, (x) est bien définie pour
tout x € Q. Comme k > 2, le méme raisonnement montre
que la série ) uy(—1) converge elle aussi.

Etude asymptotique de U

La fonction wy n'est pas définie en x = —1, c’est la raison
pour laquelle U(x) n’est définie que pour x > —1.

a ]I est clair que les fonctions uy sont toutes décrois-
santes et positives sur Q et si k > 2, elles sont mémes
décroissantes sur ]—2, +-oo[. Par conséquent,

Vk>2,VxeQ, 0<ug(x)<ue(—1).

En sommant les encadrements (pour k > 2!), on obtient
+o0
VxeQ, 0<Un(x) <) w(-1).
k=2

Le majorant est un réel indépendant de x, donc la fonction
U; est bornée sur Q.
2.b. Pourtoutx € Q,

D’apres [2.a.],
Wi = o
et, par définition,
ur(x) = ]
] 0+ (x+DVx+1
1
e Noral (T—(x+1D+olx+1)
1
= O ] .
T +O0(vx+1)

Autrement dit,
Iim f(x)—€¢=0
X—+00
c’est-a-dire
Iim f(x) =4

X—r+00

% Spirale de Théodore

Par conséquent,

1
Ux) = ﬁ-i-(?(\/x—}-])} + o)
1
it \/m+(9(1).

3.a. Soitx € RY.
Il est clair que la fonction [t — f(x, t)] est continue sur
I'intervalle [0, +ool.

” Comme x > 0, la somme x +t est strictement positive, méme
sit=0.
De plus,
1

t—:\jroo m
et on sait que la fonction [t — 1/;3/2] est intégrable au voisi-
nage de +o0 (régle de Riemann). Par comparaison, la fonc-
tion [t — f(x,t)] est aussi intégrable au voisinage de +oo.

La fonction [t — f(x, t)] est donc intégrable sur l'inter-
valle I = [0, +oo[ pour tout x € RY,.
3.b. Pour toutx > 0,la fonction [t — f(x, t)] est continue
et décroissante sur R, et

f(x,t)

Vx>0, Vke N w(x)="Ff(x,k).

Comme la fonction [t — f(x,t)] est intégrable sur R, et
que la série ) ux(x) est convergente, on peut comparer la
somme de la série et I'intégrale généralisée.

Une figure est bienvenue!

0 1 2 3 t

Pour tout x > 0,

+oo +o00 +o0
> ) < |t de < flx 00+ Y welx)
k=1 0 k=1
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c’est-a-dire

Vx>0, Ux)<Fx)<Ux)+

Comme
1 1

VXX F 1) xto0 xy/x

on en déduit que

Ux) =

X—+00

1
F — .
(x)+0 (X ﬁ)
3.c.  Soit x > 0. On commence par remarquer que

1 1

ot = e v - oA Py
avec
YueR, VPu) = 3 +2u2'
@ Il est clair que I'application
[t = VAT

est une bijection (croissante) de classe ¢! de l'intervalle
[0, +-00[ sur I'intervalle [y/X, 00| avec

dt
2VxFt

@ Comme l'application [t — f(x,t)] est intégrable sur
[0, +o0[, on déduit du théoreme de changement de va-
riable que la fonction 1 est intégrable sur [y/x,+0o] (ce
qui n’est pas une surprise!) et que

du=

F(x) = Jj;o P(u) du = 2(%[ — Arctan \/>_c)

On sait bien que

1
Vx>0, Arctan = Tz[ — Arctanx,

donc

F(x) = 2 Arctan \/L)_(

3.d. On connait le développement limité de la fonction
Arctan au voisinage deu = 0:

Vx>0,

Arctanu = u+ O(u?).

u—0

On déduit de [3.c.] que

RN S ]

puis de [3.b.] que

Partie B.

4. La fonction g est clairement continue sur l'intervalle
semi-ouvert |0, t]. De plus,

Régularité de U

1
g(u) u:O ﬁ

et (regle de Riemann) la fonction [u s 1/u'/?] est inté-
grable au voisinage de 0. Par comparaison, la fonction g
est aussi intégrable au voisinage de 0 et donc intégrable
sur ]0, t] pour tout t > 0.

5. La fonction g est continue sur lintervalle ouvert
10, +00l, donc elle admet des primitives sur cet intervalle.
De plus, comme g est intégrable au voisinage de 0, la fonc-
tion G est la primitive de g qui tend vers 0 au voisinage de
0 (généralisation du Théoreme fondamental).

La fonction G est donc de classe €' sur R et

et
ﬁ.

6. Puisque g est intégrable au voisinage de 0,

V>0, G'(t) =g(t) =

lim =0

t
t—0 J’O \/_
(reste d’une intégrale convergente). On en déduit qu’en
posant
G(0) =0,

on prolonge G en une fonction continue sur [0, +ool.

Comme G’ = g tend vers +oo au voisinage de 0, le Théo-

reme des accroissements finis nous assure que ce prolonge-

ment continu de G n’est pas dérivable en O (tangente verti-

cale).
Cela sera confirmé a la question suivante.

7. On a déja remarqué que
1
u) ~ —.
9( ) u—0 \/l_,L
La fonction [u+— T/, 4l est une fonction positive et inté-

grable au voisinage de 0, donc (intégration des relations
de comparaison)

du
G(t) 50 L N =2Vt
8. Comme elle tend vers 400 au voisinage de +oo, la

fonction g n’est pas intégrable au voisinage de +oo et
comme elle est positive,

t
tglfoo L g(u) du = +oo.

La fonction G tend donc vers +oco au voisinage de +o0.
a- Par ailleurs, il est clair que

Or la fonction exp est positive et n’est pas intégrable au
voisinage de 400, donc (intégration des relations de com-

paraison)
t t
L g(u) du L=L° (J'o e du)
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c’est-a-dire
G(t)= =

t
= = e ).
t—+o0 O( )

@ De la méme maniere, il est clair que

YneN, u" = o(g(u)).

——+00
Comme la fonction g est positive et n’est pas intégrable
au voisinage de +o00, on déduit a nouveau du Théoréme
d’intégration des relations de comparaison que

tn—H t

n+1 :Jou dutH:Jrooo(G(t))
et donc que

VneN, ! = o(G(t)).

|l Ici, Uentier n est fixé, c’est la variable t qui tend vers +oo.

9. Comme g est de classe %' sur ]0, +oo, la fonction G
est de classe € sur ]0, +-o0[ et

et

2tV

La dérivée seconde G”(t) est du signe de (2t — 1), donc G
est concave sur ]0, 1/2] et convexe sur [1/2, +o0l.

Vt>0, G"t)=g'(t) =(2t—1)-

Les variations de convexité de G sont cohérents avec ce qui
précéde : concavité au voisinage de I'origine (comme la fonc-
tion +/-) et convexité au voisinage de +oco (avec présence
d’une branche parabolique d’axe (Oy)).

10.a. D’apres [5.], la fonction hy est continue sur 'inter-
valle ouvert ]0, +ocol.

D’apres [6.], la fonction h, peut étre prolongée en une
fonction continue sur 'intervalle [0, +ool, donc elle est in-
tégrable au voisinage de 0.

Enfin, d’apres [8.],

ho(t) = ofe (¥ 1Y,

t—+o00

Comme a—1 > 0, la fonction [t — e~ (*~1)!] est intégrable
au voisinage de 400 (fonction de référence) et, par compa-
raison, la fonction h est intégrable au voisinage de +oo.
La fonction h est donc intégrable sur ]0, +ool.
10.b. Comme la fonction G est de classe €' sur ]0, +oo[
[5.], nous allons intégrer par parties.
@ Nous savons déja que hy (t) = e~ **'G(t) est intégrable
sur ]0, +ool.
D’autre part,

et comme (x — 1) > 0, il est clair que cette expression est
intégrable en fonction de t sur ]0, +oo[.
Enfin, d’apres [6.], le produit

tend vers 0 lorsque t tend vers 0 et, d’apres [8.], il tend
aussi vers 0 lorsque t tend vers +oo (puisque « > 1 par
hypothese).

On déduit alors de la formule d’intégration par par-
ties que

+o0 +o00 _e—«t
J e *'G(t) dt:—J g(t) dt
0 0 x
1 [tee —(ax—T1)t
- _J CERTY
X Jo Vit

@ Comme (oc — 1) > 0, on peut effectuer le changement
de variable affine (et croissant) u = (x — 1)t qui donne
du=(ax—1)dtet

+oo e—(oc—])t +o00 e—(oc—])t
J e dt:J L
0 Vi o (=Tt

] “+oo e—u
N — — du.
x—1 Jo Vu

On reconnait ici I'(1/2) = /7 et on en déduit que

+oo
Vo<>1,J e ¥G(t) dt = v

o a/ou—1°

11.a. Par définition,

“(oe—1)dt

i (x) = 1 fiﬂ
kX Co(k+x+DVEkFx VT oo —1

avec x = k+x + 1. Comme k € N* et x > —1, on a bien
o > 1, ce qui suffit a justifier que

+oo
we(x) = LJ e~ (LG (1)dt.

VT Jo

Yk e N Vx> —1,

11.b. Soitx € Q.

D’apres [6.], la fonction G est continue sur R, donc
la fonction [t — @(x, t)] est continue sur l'intervalle ouvert
10, +ool.

D’apres [7.],

) o~ — -
@(X’)tﬂoﬁ t

Vi

et comme [t — 1/, est intégrable au voisinage de 0 (régle
de Riemann), la fonction [t — ¢(x,t)] est aussi intégrable
au voisinage de 0.

D’apres [8.],

1 1><2\/‘E:O(1)

o (22t
o(x,1) et \/ﬁe G(t)

—(x+2)t —(X+])t).

= ofe e') =ole

t—:l—oo
Comme x + 1 > 0 (puisque x € Q par hypothese), la fonc-
tion [t — e~ (*T1'] est intégrable au voisinage de +oo et,
par comparaison, la fonction [t — ¢(x,1)] est aussi inté-
grable au voisinage de +oo.
La fonction [t — @(x,t)] est donc intégrable sur l'in-
tervalle ]0, +ool.
11.c. Pourt eI =[0,+oo[etk € N*, on pose
1

vi(t) = —ne

_(k+x+])tG(t).
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@ D’apres [6.], chaque fonction vy est continue sur I'in-
tervalle I. D’apres [8.],

7(k+x+1)tet) o(e—(k+x)t)

o(e

Vk(t) tﬂioo -

et comme k+x > 0 (puisque x € Q =]—1,4oco[etk € N¥),
on en déduit que vy est intégrable au voisinage de +o0. Par
conséquent, chaque fonction vy est intégrable sur ]0, +ool.

@ Pourt > 0,lasérie ) vi(t) est une série géométrique :

1
Vie(t) = —=G(t)e XDt (e hk
k(t) N (t) (e)

de raison 0 < e~* < 1, donc elle converge absolument et
sa somme

+oo
];vkm _ %{G(t)e—m” - — (%, 1)

est une fonction continue de t sur ]0, +ocol.
@ Comme la fonction G est positive, les fonctions vy
sont positives et, pour tout k € N*,

+oo +o00
J [vie(t)| dt = J vic(t) dt = ug (x)
0 0
d’apres [11.a.]. D’apres [1.], la série _ uy(x) converge.
On peut donc appliquer le Théoreme d’intégration
terme a terme (version lebesguienne) et en déduire que

400 400 t00
[ Tetuar=[ Ty wwa
k=1

0 0

+00 too
=y J vi(t) dt
k=170

+o0
=) wlx) =U(x)
k=1

pour tout x € Q.
11.d. Nous allons appliquer le Théoreme de dérivation
sous le signe |[.
@ Nous avons déja démontré [11.b.] que la fonction
[t — @(x,1)] était intégrable sur ]0, +oo[ pour tout x € Q.
w1l est clair que [x — @(x,t)] est de classe €% sur Q
pour tout t € ]0,+o0[ et que

2
a_(p(x)t) = —t(p(x, t)a
ox
pour tout (x,t) € Q x ]0,4o0l.

. Pour tout x € ), les deux fonctions

St =telyt)

[t — %—f(x,t)] et [t — aasz(x,t)]

sont clairement continues sur 0, +ool.
En reprenant les calculs du [11.b.], on constate que ces
deux fonctions sont intégrables au voisinage de 0 :

tho(x,t) = Ot 1%
t—0

(avec k —1/2 > 0 puisque k = 1 ou k = 2) et également
intégrables au voisinage de 400 :

O(tkef(er])t) _ o(ef(er]]t/Z)

tho(x,t) =

t—+o00

avecx+ 1> 0.

- Enfin, comme
G(t)et
t)) = —27 .
ot 8l = ey e

est une fonction décroissante de x, on a

—tx

ok ok
V (x,t) € [a, +ool x 10, +-00l, ‘Wf(x,t)‘g‘%(a,t)‘

pour tout a > —1, aussi bien pour k = 1 que pour k = 2.
Dans les deux cas, on a trouvé un majorant indépen-
dant de x et intégrable sur ]0,+oco[ en fonction de t (inté-
grabilité justifiée ci-dessus).
On déduit du Théoréme de dérivation sous le signe |
que la fonction U est de classe €% sur I'intervalle

0= J la,+ool

a>—1

et, pour tout x € Q,

+o00
u’(x) = —J' to(x,t) dt
0
+oo
u”(x) = J t2@(x,t) dt.
0
12. Il est clair que @(x,t) > 0 pour tout x € Qett €

10, +00[. On déduit des formules précédentes que
YxeQ, U(x)<0 et U"(x)=0.

Par conséquent, la fonction U est décroissante et convexe
sur Q.

Sachant de plus que son graphe possede une asymp-
tote verticale en x = —1 [2.b.] et une asymptote horizon-
tale au voisinage de +oo [3.d.], on imagine que son graphe
doit avoir I'allure suivante.

—1 0

Les Taupins aux yeux de lynx auront repéré I'arnaque : ce
graphe n’est pas celui d’'une fonction de classe €2 ! Je me
suis en effet borné a juxtaposer les graphes de

2
VAF3m(1+x) +x

1
V1+x
Ces deux fonctions donnent les bons équivalents aux extré-
mités de () ; elles sont égales en x = O (raccord continu) et
leurs développements limités a I'ordre 1 en x = 0 sont égaux

(I'astuce du {n(1 + x) nous donne un raccord de classe €').
Les développements limités a l'ordre 2 different :

x 9?2 5
1—§+ﬁ+o(x)

x  3x?
1—=+— x?) Vs
7 + 3 + o(x7)
donc le raccord n’est pas de classe €2, ce qui se traduit par
une tres légere discontinuité de la courbure (les dérivées se-
condes en x = 0 sont quand méme assez proches).
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Partie C. Approximation de U(0)

13. Par hypothese de récurrence, nB,_1 est une fonction polynomiale, donc ses primitives sont aussi des fonctions
polynomiales. Notons F,, la primitive qui s’annule en x = 0:

Fr(x) = J: nBn_1(t) dt.

Pour toute constante K,, € IR, la fonction F, + K, est une primitive de nB,,_; et

1

1
J Fu(t) + Kn dt = Ky, +J Fn(t) dt.
0 0

Par conséquent, il existe une, et une seule, constante

1 1
Kn = —J Fa(t)dt  telle que J [Kn 4 Fn(t)] dt =0.
0 0

Cela prouve qu’il existe un, et un seul, polyndéme B, qui vérifie (x).

14. En prenant le temps nécessaire pour mener les calculs, on obtient

_ 1 _yv2 1 3 3 2 1
B]—X—z, Bz—X —X+g et B3—X —zX +§X
15. La fonction B, est continue (elle est polynomiale!) sur le segment [0, 1], donc elle est bornée sur ce segment.
16. Comme B, est de classe €’ (elle est polynomiale)!), on déduit du Théoréeme fondamental et de (x) avec (n—1) > 1

(puisque n > 2) que

1 1

B, (t)dt = Bn(0) + nJ B 1(t)dt =B, (0).

B.(1) =B, (0
M ()+J O

0

Sion a calculé By, on voit que B1(0) # B1(1). Il faut donc clairement mettre en évidence le moment du raisonnement oit on
se sert de I'hypothése n. > 2.

17.a. Comme f et By, sont de classe ¢!, on peut intégrer par parties (sur un segment!).
1 1 1
J Bi(x)f'(x) dx = [B1 (x)f(x)]; —J' B (x)f(x) dx W B1(1)f(1) —B1(0)f(0) —J' Bo(x)f(x) dx
0 0 0
Par construction, By =1 et, d’apres [14.], B1(1) = 1/2 et B;(0) = —1/2, donc on a bien

f0) + (1) [
-l

1

B1(x)f'(x) dx +J' f(x) dx.
0

0

17.b. Nous allons procéder par récurrence sur d. En considérant que la somme est nulle pour d = 1 (convention
habituelle), on a initialisé la démonstration a la question précédente.

Supposons maintenant que la formule soit établie pour un certain entier d € N*. Comme B4 est polynomiale et
que f est de classe ¥*°, nous pouvons a nouveau intégrer par parties pour exploiter la définition par récurrence des
polynémes B,.

1 1
+) [Bas1(t) ! Bai1(t)
Ba(t)f(@ () dt & [ pla) —J 22 pl@+ () dit
L a(OF) [d+1 ()]o o d+1 ®
_ Bay 1 (W'Y (1) — Bas1 (0f'4(0) _f Bai1(t) LA+ (4) dt
d+1 o d+1
1
] Zd:‘] (F19 (1) — £19(0)) —J Bg%t) @D () dt (card+1>2)
0
et par conséquent
1 d+1 1
Ba(t) (=1 "bar Bai1(t)
_qya+1 | 24l e(a) _ +1rp(d) (1) _ () _1)d+2 +1Y - e(a+1)
(—1) L 1 f @) dt = ! [ 1) = Y0)] + (—1) L A f (t) dt

et 'hérédité de la propriété est démontrée.

18. Par définition, Py, (x) = B (x) pour 0 < x < 1. Comme la fonction B, est polynomiale, elle est continue sur IR, donc
la fonction Py, est continue sur 'intervalle ouvert ]0, 1[; elle est continue a droite en 0 et tend vers une limite finie (égale
a B, (1)) agaucheen 1.
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Comme P, est périodique, de période 1, elle est donc continue par morceaux sur R.

Par périodicité, la fonction Py, est continue sur R si, et seulement si, elle est continue en 0, c’est-a-dire si, P, (0~) = P (0)
(puisqu’elle est déja continue a droite en 0).

Par périodicité, P (0~) = Pn(17), donc Py, est continue en O si, et seulement si, P (0) = Pn(17) et, comme on I'a vu,
Pn(17) = Bn(1) par continuité de By, en 1. Comme By (0) = P (0), on en déduit que Py, est continue en 0 si, et seulement
si, Bn(0) = Bn (1), ce qui est vrai pour tout entier n > 2 et pour n = 0, mais pas pour n = 1 [16.].

(Si vous n’avez pas compris, c’est que vous n’avez pas fait de figure.)

@ Pour tout x € IR, la différence x — | x| appartient a [0, 1[ (c’est la partie fractionnaire de x), donc
Pr()| = [Bn(x = [x])] < [Bnlo-

19.a. Comme f est de classe € sur [0, +oo[, on peut définir pour tout { € N une fonction f; : [0,1] — R de classe €
sur [0, 1] en posant
Vxelo,1], fo(x) = (€ + x).

On vérifie par récurrence que
Vke Nt vxelo1], ) =fM+x).

On peut donc appliquer la formule du [17.b.] aux fonctions f, et remarquer que :

fe(0) +fe(1)  FO)+FfL+1)

2 N 2
1 0+1
J fo(t)dt = f(u) du (changement de variable affine u = { + t)
0 Je
£ (1) — £V (0) = fR D (0 1) — £ (g
1 1
J Ba()fi Y (1) dt = | Pa(t)f(V(e+t)dt (B4 et P4 coincident sur [0, 1)
0 JO
1
=| P+ t)f'Y(e+1t)dt (par périodicité)
-)O
rl+1
= Pa(w)f¥(u) du (méme changement de variable affine)
dz

On a dong, pour tout entier d > 2 et tout entier { € N,

() dt.

01 d 01
(L) +£(f+ 1 J' N f() dt + Z (_]]Lkbk [ (0 4+ 1) — $ 1 ()] 4 (=1)3+] J T Pa(t)
k=2 ’

¢ 0 d!

@ On peut donc sommer ces égalités pour m < { < m + n. Pour conclure, il reste a remarquer que

m+n—1 m+n—1 m+n m+n—1
flO)+f(e+1) 1 1 _ f(m) flm+n) f(m) + f(m+mn)
Y —5—=3 f0+5 > f0="5-+ ) f0+=—5—=3 f0- 5 ,
{=m {=m {=m-+1 {=m+1 {=m
a appliquer la relation de Chasles sur les intégrales :
m+n—1 .41 m+4n m+n—T 041 m+4n
J f(t) dt :J f(t) dt J Ba(t)f'Y(t) dt :J Ba(t)f'¥(t) dt
(—m 4 m f=m ¢ m
et a reconnaitre une somme télescopique :
m+n—1 d m+n—1
(=) b ok . (—=1)*bx - -
> x [FE e+ =D = o > e+ 1) =)
{=m k=2 k=2 {=m
d
—1)*b _ —
=y ( ]3! E0 (m4n) — £ (m)]
k=2

19.b. Comme la fonction f est intégrable au voisinage de +oo, I'intégrale généralisée de f est convergente et, par défi-
nition de cette intégrale généralisée,

Jmm f(t) dt ——— roo f(t) dt.

m n—-+oo
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. Comme les dérivées f/, f, ..., f{4=1) tendent toutes vers 0 au voisinage de +oo, on peut aussi passer a la limite
dans la somme sur k (puisque (k — 1) variede2 —1=Tad—1):

li - (=1) b £=1) Flk=1) - : (=1)*bi £(k=1) _ T (=1)%bress £(K)
Jim Y [ ) - ()] = [P = ) gy e m.
k=2 k=2 k=
@ Comme f est décroissante (et donc monotone), elle tend vers une limite (finie ou infinie) au voisinage de +oo. Mais
comme f est aussi intégrable au voisinage de o0, cette limite est nécessairement nulle.

| La fonction nulle est la seule fonction constante qui soit intégrable au voisinage de +oo.

On en déduit que
. f(m) +f(m-+n) f(m)
lim = .
n—-+oo 2 2

@ Puisque f est décroissante et tend vers 0 au voisinage de +o0, c’est une fonction positive. La suite des sommes
partielles f(m) + --- + f(m + n) est donc croissante en fonction de n. En procédant comme au [3.b.] sur l'intervalle

[m, +o0[, on obtient que
m+n +o00

Vn >, > () <J f(t) dt.
{=m

m—1

On a démontré que la suite des sommes partielles était croissante et majorée, donc la série est convergente et, par
définition de la somme d’une série convergente,

m+n “+oo
Jim e:Zm f(0) = z:Zm f(0).

@ En conclusion, dans la relation établie au [19.a.], quatre des cing termes tendent vers une limite finie lorsque n tend
vers +oo. Par linéarité, il en va de méme pour le cinquiéme terme. (Pas le choix, il faut suivre!)
Par définition des intégrales généralisées convergentes,

J'mJrn Pa(t)

Tf(d)(t) dt

lim
n—-+oo

et la relation (%) est ainsi établie.

On a démontré la convergence de I'intégrale généralisée, on n’a pas démontré que la fonction intégrande était intégrable au
voisinage de +oo...
19.c. D’apres le Théoreme fondamental, comme f (4) est continue sur [0, +o0f,

V0<a<x, 4= (x) :f(d’”(a)—kj £l (1) dt.

a

On a également supposé que 4~ tendait vers une limite finie au voisinage de +o00, donc l'intégrale généralisée
+o0o

J flU(t) dt

est convergente et puisque f (d=1) tend vers 0, alors

+o00
J () dt = -4 (a).
a

. Comme la fonction intégrande f(¢) est supposée de signe constant, la convergence de I'intégrale généralisée prouve

en fait que f(¢) est intégrable au voisinage de +oo.
@ Comme P4 est continue et bornée, on sait que

vVezm, [Pa)f V)| < |Pall[f )

et donc (inégalité triangulaire intégrale) que

+oo +oo

+oo
| Traromad < el |

m m

10t = Palo| |

m

£l (1) dt‘ (car fl4) est de signe constant)

< Pallo| 47" (m)].



