REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Applications du cours

Exercice 1

Exercice 4

1. Quelle que soit la matrice P € GL,, (K), I'application
M — P~"MP]

est un automorphisme de 'algebre I, (K).
2. Soient A et B, deux matrices semblables.

2.a. Quel quesoitk € N, les matrices A* et B sont sem-
blables.
2.b. Lamatrice A estinversible si, et seulement si, la ma-

trice B est inversible et dans ce cas, A~! et B~! sont sem-
blables.

2.c. Pour tout polyndme Q € KI[X], les matrices Q(A)
et Q(B) sont semblables. En particulier, Q(A) = 0 si, et
seulement si, Q(B) = 0.

Exercice 2 Officiel2013 25411

1. Pour tout a € C, les matrices

1 a a 2 0 0
Mla)=(—-1 1 -1 et 0 1 a
1 0 2 0 0 1
sont semblables.
2. Pourtoutn € N,
1 0 0 0o 0 0
MO =1 1 1|+2"[-1 0 -1
-1 0 0 1 0 1
Expliciter M(a)™ pour a # 0.
Exercice 3 0ff2014 225

Soit f, 'endomorphisme de R® canoniquement asso-
cié a la matrice

-5 2 2
A=[-8 1 6
-8 2 5

1. Le polynome caractéristique de A est (X + 1)2(X —3).
Cette matrice est inversible, mais pas diagonalisable.
2. Onpose

612(]>2)2)) €2=H'(1>1>1)» 63:(0)1)0)+)\'62-

La famille £ = (e1, ez, e3) est une base si, et seulement si,

7 0.
3. Lamatrice A est trigonalisable et

3.0 0
Matgy(f) = [0 —1 1
0 0 -1

pour un choix convenable de A et .

1. On considére un endomorphisme u € L(E) dont les
sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Si v €
L(E) commute a u, alors tout vecteur propre de u est aussi
un vecteur propre de v.

2. Soit A € M,(R), une matrice admettant n valeurs
propres positives, deux a deux distinctes.

2.a. il existe une matrice M € 9, (R) telle que M? =
A, alors il existe une matrice inversible Q telle que les ma-
trices Q 'AQ et Q~'MQ soient diagonales.

2.b. 1l existe une, et une seule, matrice M € M, (R) ad-
mettant n valeurs propres positives telle que M? = A.

Exercice 5

Soient E, un espace vectoriel de dimensionn > 1etu,
un endomorphisme nilpotent non nul de E, d’indice d.
Il existe un vecteur x € E tel que la famille

(i u(x),u? (x), ..., ut" " (x))
soit une famille libre. En fait, tout vecteur x ¢ Kerud—'

convient.

Exercice 6

1. Soit u € L(E). Quels que soient les polynomes P et
Q dans K[X], les sous-espaces Ker P(u) et ImP(u) sont
stables par Q(u).

2. Sideux endomorphismes u et v commutent, alors

Plu) o Q(v) = Q(v) o P(u).

Si de plus v est inversible, alors w et v-! commutent.

VP, Q e K[X],

Exercice 7

Soient E, un espace de dimension finie; %, une base
de E; f, un endomorphisme de E et H, un hyperplan de E.
1. Il existe une forme linéaire non nulle u dont le noyau
estégala H:
H = [u(x) =0]

et'hyperplan H est stable par f si, et seulement si, la forme
linéaire u o f est proportionnelle & u.
2. L'hyperplan H est stable par f si, et seulement si, il
existe un scalaire A tel que Im(f +AI) C H.
3. Soient A = Matz(f) et L = Matz(u).
3.a. Quelles sont les tailles respectives de A et de L?
3.b. L’hyperplan H est stable par f si, et seulement si, LT
est un vecteur propre de A"
4. En déduire les sous-espaces stables par chacune des
matrices suivantes.
4. a.

3 -2 —4

-1 1 1
1 =2 =2
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4.b.
o 1 3
o 0 0
0 145 0
4.c
1 1 2
1 -1 0
-1 -1 =2
Exercice 8

Si le polyndme caractéristique de A € GL,(K) est
égal a
X"+ Cl-rL,1Xn_1 + -+ a1 X+ ap,

alors le polynome caractéristique de A~! est associé a

(1())(“4—(11)(“71 4+ -+ an1 X+ 1.

Exercice 9

Démonstration du Théoreme de décomposition des
noyaux dans le cas général : on considere un polynéme
quelconque P dont on connait une décomposition en pro-
duit de facteurs deux a deux premiers entre eux

P=P;Py--- P,
et on considere les endomorphismes définis par
pi = Ai(u) o Qi(u)

pour tout 1 <i <.

1. Chaque sous-espace KerP;(u) est contenu dans le
noyau de pj, quel que soit j # i.
2.

T
Vx€eE x= Zpi(x).
i=1

3. Six; € KerPi(u) pour tout 1 < i <, alors

Xy = (ipj)(xi) =pi(xi) ZPi(in)-
=1

j=1

Les sous-espaces Ker P; (u) sont donc en somme directe.
4. SiP = PP, P, est une factorisation en polynomes
deux a deux premiers entre eux, alors

KerP(u) = @ Ker Pi(u).
i=1

Exercice 10

Soit A € M, (R), une matrice telle que
A3+ A -1, =0,.
Démontrer que det A > 0.

Exercice 11

Soit A € M, (R), une matrice telle que
A3+ A%+ A =0,.

Démontrer que le rang de A est pair.

Exercices posés en colle et aux oraux

Exercice 12

Démontrer que les matrices suivantes sont sem-
blables.

2 =3 -1 1 0 1
A=11 -2 -1 T=(0 1 1
-2 6 3 0 0 1

Exercice 13

Soit E, un espace vectoriel complexe de dimension fi-
nie (non nulle). On considere deux endomorphismes u et
V.

1. Onsuppose que

uov—vou=0. 1)

Démontrer que u et v ont un vecteur propre en commun.
2. Onsuppose qu’il existe un complexe a non nul tel que

Uov—vou=au. 2)

2.a. Démontrer que u n’est pas inversible.

2.b. Calculer u™ ov—vou™ et en déduire que u est nil-
potent.

2.c. Démontrer que uetv ontun vecteur propre en com-

mun.

3.  Onsuppose qu’il existe deux scalaires a et b non nuls
tels que
uov—vou=au-+ bv. 3)

Démontrer que u et v ont un vecteur propre en commun.

Exercice 14

Soient A et B, deux matrices carrées de taille n.

On rappelle que : Silerang de Bestégala 0 < < n,
alors il existe deux matrices inversibles P et Q telles que
B = PJ,Q.

Démontrer que les polynémes caractéristiques de AB
et de BA sont égaux.

Oral CCINP 2022

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie sur K
etf e L(E).

Démontrer qu’il existe un endomorphisme g € L(E)
telle que

Exercice 15

fog=0 et f+geGL(E)
si, et seulement si,

E=Kerf®Imf.
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Exercice 16 Oral Mines Telecom 2024

Exercice 21 132 - 464

Soit A € My, (R), une matrice telle que
A?+ A +41, =0,.

1. Démontrer que A n’a pas de valeur propre réelle.
2.  Démontrer que 'entier n est pair. Calculer le détermi-
nant et la trace de A en fonction de n.

Oral Mines Telecom 2024

Soient A et B, deux matrices de 91, (IR). On suppose
que rg B = 1. Démontrer que

det(A + B) x det(A — B) < det(A?).

Exercice 17

Oral Mines-Telecom 2024

Soient E, un espace vectoriel de dimension n € IN*
et u € L(E), un endomorphisme nilpotent d’indice n =
dim E. On considere un vecteur xo € E tel que

u™ " (xo) # Of.
1. Démontrer que la famille .# = (u*(xo))

base de E.
2. Pour tout entier 0 < k < n, démontrer que

dimKeru* = k.

Exercice 18

o<k<n est une

3. Démontrer que Keru* est le seul sous-espace de E
stable par u dont la dimension soit égale a k.
Oral Mines-Telecom 2024

Résoudre le systeme différentiel suivant.

x'=3x— vy
Yy =-—x+3y

Exercice 19

132 - 455

1. Soit E, un espace vectoriel sur K. On rappelle que, par
définition, un sous-espace H de E est un hyperplan si, et
seulement si, il existe une droite vectorielle D telle que H
et D soient supplémentaires dans E.

Démontrer qu'un sous-espace H de E est un hyper-
plan si, et seulement si, il existe une forme linéaire { sur E,
non identiquement nulle, telle que

H = Ker .

Exercice 20

2. Pour toute matrice A € M, (IK), on pose
D(A) =M — tr(AM)].

Démontrer que l'application @ est un isomorphisme de
My, (K) sur son dual E* = L(M, (K), K).
3. Démontrer que la matrice

0——0 1
1 00
= 0\ € My (K)
N
0—0 10

est inversible et calculer tr(],C) pour 1 <r < n.
4. En déduire que tout hyperplan de 9, (K) contient
une matrice inversible.

Soient E, un espace vectoriel et A, une sous-algebre de
L(E). On suppose que les seuls sous-espaces vectoriels de
E qui sont stables par tous les éléments de A sont {O¢ } et E.

Démontrer que, quels que soient les vecteurs x # 0
et y dans E, il existe un endomorphisme u € A tel que
u(x) =vy.

132 - 466

1. Démontrer que, pour toute matrice M € GL,, (K), il
existe un polynoéme P € K[X] tel que

Exercice 22

M~ =P(M).

2. Existe-t-il un polynéme P € K[X] tel que
M~ =P(M)

pour toute matrice M € GL,, (K)?

132 - 467

On note D, l'opérateur de dérivation sur 'espace E =
“*(R,R):

Exercice 23

VfcE,  D(f) =f.

Démontrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme ® € L(E)
telque ® o ® =D.

Exercice 24 132 - 488

Soit A € M, (R) telle que A* = A2,
1. On suppose que Sp(A) C {£1}. La matrice A est-elle
diagonalisable ?
2. On suppose que {1} C Sp(A). La matrice A est-elle
diagonalisable ?

132 - 498

Soit A € M, (K). On considere 'application fa
Min (K) — My (K) définie par

Exercice 25

YMeM,(K), fa(M)=AM.

Démontrer que A et f5 ont méme spectre.

Exercice 26 132 — 755

Soient A, B € M, (Z). On suppose que

Vke[0,2n], det(A+kB)=+1.

1. Démontrer que la matrice A est inversible.
2. Démontrer que detB = 0.
132 - 759

Soit @, une forme linéaire sur M, (R). On suppose
que

Exercice 27

VA eM,(R), VP e GL,(R), (P 'AP)=@(A).

Démontrer qu’il existe un réel A tel que @ = A - tr.
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Exercice 28 132 - 1111

Exercice 33 132 - 1129

Soient E, un espace vectoriel réel de dimension n et u,
un endomorphisme de E ayant n valeurs propres deux a
deux distinctes. Déterminer le nombre d’endomorphismes
v tels que v = u.

Exercice 29 132 - 1122

On consideére la matrice

10 2
A=10 1 0
2 01

1. Justifier sans calcul que A est diagonalisable. Donner
une base de vecteurs propres.
2. Résoudre le systeme différentiel suivant.

x'= x + 2z
/

Yy = y
z/ = 2x + z
Exercice 30 132 - 1125
Trouver toutes les matrices A € 9t3(IR) telles que
0 0 1
A2=10 0 0
0 00
Exercice 31 132 - 1127

Soit f, un endomorphisme de R> différent de I’endo-
morphisme nul we et représenté par une matrice A dans
la base canonique. On suppose que f + f3 = 0.

1. Démontrer que A n’est pas inversible.
2. Démontrer que

R3 = Ker f @ Ker(f% +1).

3. Démontrer que Ker f n’est pas réduit au vecteur nul.
4. Démontrer que A est semblable a la matrice

0 0 0
B=(|0 0 1
0 -1 0
Exercice 32 132 - 1128
1. Soit u, un endomorphisme de R?™ tel que u? = 0 et
rgu=nmn.
1.a. Démontrer que Keru = Imu.

1.b. En déduire qu'il existe une base de R?*™ dans la-
quelle la matrice de u est égale a

On In
On On/°
2. Soit u, un endomorphisme de R3™ tel que u® = 0 et

rgu =2n.
2.a. Démontrer que Keru = Imu?.

2.b. En déduire qu'il existe une base de R3" dans la-
quelle la matrice de u est égale a
On On In

On On On

1. La matrice

1.0 0
A=10 2 -1
01 0

est-elle diagonalisable ?
2. Démontrer que la matrice A est semblable & la matrice

100
T=10 11
0 0 1

3. En déduire I'expression de A™ pour tout n € N.
4. Retrouver cette expression en décomposant A sous la
forme I3 + N.

132 - 1131

Soient E, un espace vectoriel de dimension trois, et
(e7,ez,e3), une base de E.

Pour a € C, on définit I'endomorphisme f, de E en
posant

Exercice 34

fa(er) =fa(e3) =ae; +ex —aez et fq(ez) = 0.

. Donner une base de 'image et une base du noyau de
a-
. Ecrire la matrice A de fq relative a la base (e1, ez, €3).
. Calculer A%. Qu’en déduire?

. Quelles sont les valeurs propres de f, ? Cet endomor-
phisme est-il inversible ? diagonalisable ?

1
f
2
3
4

Exercice 35 132 - 1132

Soit @, I'application définie par

VP e Rn[X], PY(P)=P+P".

1. Démontrer que VP est un endomorphisme de R, [X].
2. La matrice M, qui représente 1 dans la base cano-
nique de R, [X] est-elle inversible?

3. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 36 132 - 1133

Soit f, 'endomorphisme de €2 canoniquement asso-
cié a la matrice

A— (S 2) € M, ().

Onsupposequea+c=b+d=1.
1. Démontrer que : si

A6)=6)
X2 Y2
alors x1 +x2 =y1 +y2.
2. Démontrer que (1,—1) est un vecteur propre de f.
Quelle est la valeur propre associée ?
3. Soit V, un vecteur propre non colinéaire a (1,—1),

alors V est un vecteur propre associé a la valeur propre
1.
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Exercice 37 132 - 1134

1. La matrice

3 2 =3
A=1|-1 5 =2
-1 3 0

est-elle diagonalisable ? Déterminer ses éléments propres.
2. Trouver une matrice B € 9;3(R) telle que B2 = A.

3. Les matrices B € M;3(R) telles que B> = A sont-elles
diagonalisables?

Exercice 38 132 - 1135

1. Soient A et B, deux matrices de M, (IK) (avec K = R
ou C).

1.a. Démontrer que, si la matrice A est inversible, alors
AB et BA ont méme polyndme caractéristique.

1.b. Démontrer que cette propriété reste vraie lorsque A
n’est pas inversible.

2. Soient f et g, deux endomorphismes d"un espace vec-
toriel E de dimension n € N*. On considére une valeur
propre non nulle A de f o g et on pose

Ex =Ker(fog—AI) et Fr=ZKer(gof—AI.

2.a.
que

Démontrer que A est une valeur propre de gof, puis

g(E)\)CF)\ et f(F)\)CE)\.

2.b. Endéduire que dim E) = dim F,.

132 - 1137

Soit A € M;3(R), diagonalisable et de rang 1. On se
donne trois réels «, 3 ety tels que

B+vy#0 et

et on considere la matrice

B:(%i%é)emdmy

Exercice 39

x+B =, By #0

1. Exprimer le polynéme caractéristique de B en fonc-
tion de celui de A. Que peut-on en déduire sur les valeurs
propres de B?

2. Onsuppose que X € M3 1 (R) appartient au noyau de
>(§ appartient au noyau de B.
En déduire que dim Ker B > 4.

3. Démontrer que B est diagonalisable.

A. Vérifier que la colonne

Exercice 40 132 - 1139

On consideére la matrice
1 2 n
2 0 0
A_ fr—

1. Calculer le rang de A. Quelle est la dimension du
noyaude A?
2. Lamatrice A est-elle diagonalisable ?

3.  Que dire de la multiplicité de la valeur propre 0?

4. Démontrer que A admet trois valeurs propres : 0, A et
1T—A

5. En déduire un polyndme annulateur de A dont le de-
gré est égal a 3.

132 - 1140

Soit M € M3(RR). On suppose que M* = 4M? et que
2 et —2 sont des valeurs propres de M.
1. Démontrer que Sp(M) C {0, £2}.
2. Lamatrice M est-elle diagonalisable ?

Exercice 41

132 - 1141

Soit M € M, (C) vérifiant M2 + M T =1,,.
1. Démontrer que, si P est un polyndme annulateur de
M, toute valeur propre de M est racine de P.
2. Dans cette question seulement, on suppose que M
est symétrique. Démontrer que M est diagonalisable, puis
que tr M et det M sont différents de 0.
3. Démontrer que M est diagonalisable.
4. Démontrer que M est inversible si, et seulement si, 1
n’est pas valeur propre de M.

Exercice 42

Exercice 43 132 - 1143

1. Soient A, B et C dans M1, (C). On suppose que C # 0n,
et que AC = CB. Démontrer que

VP e O], P(A).C=C.P(B).

2. Démontrer qu'un produit de matrices est inversible
si, et seulement si, tous ses facteurs sont inversibles. En
déduire que A et B ont au moins une valeur propre com-
mune.

3. Réciproquement, on suppose que A et B ont une va-
leur propre commune. Démontrer qu’il existe une matrice
C non nulle telle que AC = CB.

132 - 1145

Soient A et B, deux matrices de M, (C) qui com-
mutent : AB = BA. On consideére la matrice

A B
M = (On A) € mzn(C).

Exercice 44

1. Pour P € C[X], exprimer P(M) en fonction de P(A),
P/(A) et B.

2. Démontrer que M est diagonalisable si, et seulement
si, A est diagonalisable et B = 0.

Exercice 45

Soit A € My (R) telle que AT.A = A.AT. On suppose
qu’il existe un entier p > 2 tel que AP = 0,,. En considé-
rant la matrice B = AT.A, démontrer que A = 0.

Exercice 46 132 - 1176

1. La matrice

est-elle diagonalisable ?
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2.  Démontrer que la matrice A est semblable a une ma-
trice triangulaire. (On donnera une matrice de passage
convenable.)

3. Résoudre le systeme différentiel suivant.

x' = —x — 4y
y = x+ 3y
Exercice 47 132 - 1177
On considere le systeme différentiel
x' = y—z
y' = —x +z (S)
2= x—y

avec les conditions x(0) = 1 et y(0) = z(0) = 0.

1. Discuter I’existence et 1'unicité des solutions de (S).

2. On suppose que (x,y,z) est une solution de (S). Dé-
montrer que les fonctions x +y + z et x> + y2 + z? sont
constantes. Que peut-on en déduire pour la trajectoire ?

3. Résoudre le systeme (S).

Exercice 48 132 - 1198

-1 0 -1 0
A:<1o 4) et (o 4)'

1.  Calculer les racines réelles des polyndomes X> —2X+ 1
et X3 —2X —4.

2. Déterminer les matrices qui commutent avec la ma-
trice D.

3. Résoudre I'équation M® — 2M = D, d’inconnue M €
M (R).

4. Résoudre I'équation M3 — 2M = A, d’inconnue M €
M (R).

Soient

132 - 1201

On étudie I'endomorphisme f de R™ représenté dans
la base canonique de R™ par la matrice

Exercice 49

1 ..

o
o

€ ML (R).

o
o

1 ..

1. Calculer le rang et une base de I'image de f.
2. Soit g, 'endomorphisme induit par restriction de f au
sous-espace Im f. Démontrer que g est diagonalisable.

Exercice 50 132 - 1202

Pour a > 0, on pose

0 a a?
A=1]1 0 1
Vo g2 0
1. Vérifier que —1/, est une valeur propre de A.

2. Lamatrice A est-elle diagonalisable?
3. Caractériser les sous-espaces propres de A.

132 - 1203

Soit A € M, (C). On suppose que A est semblable a
jA (ouj = e?'/3).
1. Démontrer que

Exercice 51

VA eSp(A), jA € Sp(A).

2. Endéduire que Sp(A) = {0}.

3. Démontrer que A2 = 0,.

4. Cedernier résultat est-il encore vrai si on suppose que
AeM3(C)?

132 - 1204

Soient u et v, deux endomorphismes de E, espace vec-
toriel complexe de dimension finie. Démontrer que toute
valeur propre A de uov est aussi une valeur propre de vou.

Indication : on distinguera les cas A =0 et A # 0.

Exercice 52

132 - 1206

On considere la suite de polyndomes (Px)xen définie
par Po =1,P; =Xet

Exercice 53

X(X —k)k T

Vk>2, -

Py =
1. Soitn € N. Démontrer que (Pyx)ogkgn est une base de
R, [X].

2. Démontrer que

YneN,  PL=P, (X—1).

En déduire que

Vi<k<n, PX =P _(X-X).

3.a. Démontrer que I'application ®,, définie par

0, (Q)=Q—-Q'(X+1)

est un endomorphisme de R, [X].

3.b. Exprimer les polynémes @, (Px) en fonction de Py,
.., P

3.c. Démontrer que @, posséde une unique valeur
propre. Déterminer 1'espace propre associé. L'endomor-
phisme ®,, est-il diagonalisable?

4. Démontrer que @, est un automorphisme de R, [X].
Calculer @' (Py) pour 0 < k < n.

vV Q e Rn[X],

132 - 1208

Soient f et g, deux endomorphismes trigonalisables
d’un espace vectoriel de dimension finie E. On suppose
quefog=gof.

1. Démontrer que f et g ont un vecteur propre commun.
2. Soit F, un sous-espace strict de E stable par f et par g.
On considere un sous-espace G tel que E = F @ G et on
note p, la projection sur G parallelement a F.

2.a. Démontrer que le sous-espace G est stable par

Exercice 54

fi=pof etpar g1 =pog.

2.b. Vérifier que f; et g1 commutent.



Réduction des endomorphismes

3. Soient f, et g, les endomorphismes respectivement
induits par restriction a G des endomorphismes f; et g;.
Démontrer que f; et g, sont trigonalisables.

4. En déduire par récurrence sur n qu’il existe une base
de E dans laquelle les matrices de f et g sont toutes les
deux triangulaires supérieures.

Exercice 55

Soient A et B, deux matrices de M, (R) telles que
AB = 0n.
1. A-t-on nécessairement BA = 0,,?

7
2.  Démontrer que
Vp=>1, tr[(A + B)P] = tr(AP) + tr(BP).
3. FEtablir une relation entre rg A et rg B.
Exercice 56 133 - 1285
133 - 1277 On consideére la matrice A € M, (R) (ot n > 2) pour

laquelle a;; =1sii=1ouj=1eta;; = 0sinon.
1. La matrice A est-elle diagonalisable?

2. Déterminer les éléments propres de A.

3. Calculer le déterminant de A.
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Solution 1

1. Soit P € GLy (K). Il est clair que 1’application
Cp=[M— P 'MP]
est une application de 9, (IK) dans lui-méme et que cette application est linéaire :

VA€ K, VM,N e M, (K),
P'AM+N)P=A-P 'MP 4P 'NP.

& Si une propriété vous parait évidente, dites-le — mais en montrant que vous avez bien compris de quelle propriété il s’agit !

De plus, d’apres I’Astuce taupinale (version multiplicative : PP~! =1,,),
VM, N € Mn(K), P '(MN)P= (P 'MP)(P"'NP)

et enfin
P LP=1,

donc la conjugaison Cp est bien un (endo)morphisme d’algebre.
Enfin, il est clair que
VM eM,(K), P(P'MPP'=M

donc C,, est une bijection de M, (K) sur M, (K) dont I'application réciproque est
Cp1 = [M— PMP'].
2.a. Onsuppose qu'il existe une matrice inversible P telle que
B =P 'AP.

S’il existe un entier k > 1 tel que
B =P TAKP,

alors )
Bk+1 — BkB :R (PflAkP)(P71AP) _ P71Ak+1 P.

On a donc démontré par récurrence que
VkeN*, P TAkp =Bk (%)

et donc que les matrices A* et B* étaient semblables.
11 est clair que ce résultat est encore vrai (et totalement inintéressant) pour k = 0 : A% = I,, et BO = I, sont
semblables (c’est la réflexivité de la relation de similitude).

# Le détail le plus important a retenir est clairement visible sur le calcul mais passé sous silence dans la conclusion : la méme
matrice de passage P convient pour tous les exposants k.

2.b. Si A estinversible, alors AA~! =1, et donc
B.P'A'P)=P "(AA )P =1,
donc la matrice carrée B est inversible, d'inverse
B '=P'A'P.
La matrice B~! est donc semblable a la matrice A~'.

# A nouveau, on doit retenir que la méme matrice de passage convient pour exprimer la similitude de A et B, ainsi que la
similitude de A= et B~ .

@ Par symétrie des hypotheses, 'implication que nous avons démontrée est en fait une équivalence!
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# Autant que possible, ne pas se fatiguer a faire deux fois la méme chose !
2.c. SoitQ € K[X]:
Q:ao+a1X+-~~+adXd.

D’apres (%) et la remarque qui suit, puis par linéarité de Cp,

d
Q(B) =) ax(P'AP)F
k=0
d
=) arP 'AFP
k=0

d
—p! (Z akAk)P =P ".Q(A).P.

k=0
Les matrices Q(A) et Q(B) sont donc semblables, quel que soit le polynome Q € K[X].
# On voit ici combien est important le fait qu'il existe une matrice de passage commune pour exprimer la similitude des A* et

des B,

@ La seule matrice semblable a la matrice nulle est la matrice nulle elle-méme! (puisque Cp est un automorphisme
d’algebre).
Comme Q(A) et Q(B) sont semblables, on en déduit que

Q(A) =0 — Q(B).

Autrement dit, deux matrices semblables ont méme idéal annulateur [30] et en particulier méme polynéme minimal
[125].

Solution 2
1.

@ Nous allons, comme d’habitude, identifier les vecteurs de R> et ceux de M3 1 (R) : on ne fera donc pas de distinction entre

X
(xy,z) et |y
v

Cependant, on distinguera soigneusement la matrice M(a) et I'endomorphisme fo représenté par la matrice M(a) dans la base
canonique de R3.

Quelle que soit la base % de R3, si P est la matrice de passage de la base canonique i la base %, alors la matrice P~'M(a)P
(qui est une matrice semblable & M(a)) représente f, dans la base 5.

s Un calcul direct montre que le polyndme caractéristique de M(a) est égal a (X — 2)(X — 1)2.

#y Si les matrices M (a) et

2.0 0
T@=[0 1 a
00 1

sont semblables, alors Sp M(a) = {2;1}. Cela simplifie la factorisation du polyndme caractéristique!

@ D’apres le Théoréeme de Cayley-Hamilton, le polyndme caractéristique est un polyndme annulateur de M(a). Les
facteurs (X — 2) et (X — 1)? sont premiers entre eux, donc les sous-espaces caractéristiques

V, =Ker(fq —2I3) et V; =Ker(fq —I3)?

sont supplémentaires dans R? et stables par f,. De plus, on sait que la dimension d’un sous-espace caractéristique est
égal a la multiplicité de la valeur propre, donc

dimV,; =1 et dimV; = 2.

# Concretement, cela signifie qu’un vecteur non nul de V est un vecteur directeur de cette droite (il s’agit d'un vecteur propre de
fq associé a la valeur propre 2, car V; est en fait un sous-espace propre de f); que deux vecteurs non proportionnels de Vi forment
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une base de ce plan et que la famille constituée de ces trois vecteurs est une base de R> dans laquelle la matrice de I'endomorphisme
fq est diagonale par blocs.

2 0 0
0 % *
0 x %

» Indépendamment de la valeur de a, le rang de la matrice

-1 a a
M(a)=2I3=[-1 -1 -1
1 0 0
est égal a 2 et le sous-espace propre V; est la droite dirigée par ¢ = (0,1, —1).
» Par ailleurs,

0 a a 0 0 0
M(a)—I3=[—-1 0 -1 et M(a)—L)P?*=[-1 —a —a-—1
1 0 1 1 a a+1

Le rang de [M(a) — I3]? est toujours égal a 1 (le sous-espace caractéristique est un plan, quel que soit a); celui de la
matrice [M(a) — I3] est égal a 2 (pour a # 0) oua 1 (pour a = 0 seulement).

Une matrice est diagonalisable si, et seulement si, son polyndme caractéristique est scindé et si les sous-espaces
propres sont égaux aux sous-espaces caractéristiques. Donc la matrice M (a) est donc diagonalisable si, et seulement si,
a=0.

@ Quoiqu’il en soit, nous cherchons une base du sous-espace caractéristique V7, représenté par 1"équation cartésienne
[x + ay + (a + 1)z = 0] dans la base canonique de R3.

Pour a # 0, le sous-espace Ker(fy — I3) est la droite dirigée par (1,1,—1) et d’apres le cours, il s’agit de chercher un
vecteur €3 € V7 quin’appartient pas au sous-espace propre Ker(f,—I3). Le plus simple est donc de choisir ¢35 = (a, -1, 0)
et comme

a a 1
Ma)—LI|{-1]|=(a|=a-[ 1],
0 —a —1

on est conduit a poser e, = (1,1,—1).

On a ainsi défini une famille de trois vecteurs : (&1, €2, €3) dont le premier est un vecteur directeur de V; et ot le
couple (&2, €3) est une base de V7. Comme les sous-espaces V; et V, sont supplémentaires dans R3, cette famille est une
base # de R3.

De plus,
fale1) =2 €1, fale2)=1-¢€3, falez)=1-e3+a-e2
donc
2 0 0 0 1 a
0 1 al=Matug(fo) =P "M(a)P ot P=|1 1 —I
0 0 1 -1 -1 0
2.  Onen déduit que
2 00 0 00
P'"M(@)P=(0 1 0] +a|0 0 1
0 01 0 00
D N

otl les matrices D (diagonale) et N (nilpotente d’indice 2) commutent. On peut donc appliquer la formule du binéme :
-1 n n n n—1
P"'M(a)"P=D +<1)aD N

avant de revenir dans la base canonique :

2" 0 0 0 0 0
M@*=P| 0 1 0O|P"+naP|0 0 1]|P".
0 0 1 00 0
No

# On peut en déduire M(a)™ par calcul matriciel. Mais ¢a manque franchement d’élégance...
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w Un vrai géométre doit remarquer que

10 0 0 0 O
”2:]) 0 0 0 et ”1:P 01 0
0 0 0 0 0 1

représentent, dans la base canonique, les projections associées a la décomposition en somme directe R®> = V, @ V;. En
particulier, TTy = I3 —T1; et on a démontré plus haut que

YneN, M(a)"=2"-TI; +1". (I3 — ;) + naNy.
Avecn =1 et n = 2, on obtient deux équations qui permettent d’en déduire que
I, = [M((l) - 13]2 et que — aNpy = [M((l) - I3MM((1) - 213]

@ Un véritable arithméticien (qui connait les détails de la démonstration du Théoreme de décomposition des noyaux)
sait que les projections IT; et TT, sont des polyndmes en M(a) et que la résolution de I'équation de Bézout permet de
calculer ces polynomes.

Le polynome (X—2)(X—1 )2 est un polyndme annulateur de M(a) écrit comme un produit de facteurs deux a deux
premiers entre eux : P, = (X — 2) et Py = (X — 1)2. Par conséquent, les polyndmes Q2 = (X —1)? et Q; = (X — 2) sont
premiers entre eux et ’algorithme habituel nous donne

Q2—XQ1=1.
Les projections associées a la décomposition en somme directe
R3 = Ker[M(a) — 2I3] @ Ker[M(a) — I3]?
sont donc

M = Q2[M(a)] = [M(a) — 13]?
et Tl =—-M(a)Q1M(a)] =—M(a)M(a)— 213].

La décomposition
M(a)=2-Tl, +1-Tl; +a-Np

nous redonne alors la matrice Ny.
@ On peut donc arriver a calculer

vYneN, M(a)"=2"M;+TT; +naNg

avec

0 0 0
M=M(a)-L’=[-1 —a —a-—1
1 a a+1

1 0 0

M =1I3—-T11, = 1 14+a a+1

—1 —a —a

0o 1 1

aNo = —[M(a) = I3][M(a) =2I3] = [0 1 1

en effectuant tres, trés peu de calculs matriciels (et sans inverser la matrice P).

# 1] est tentant de partir de la décomposition

1 0 0 011
Ma=|-1 1 —=1]+4+al0 0 0
1 0 2 0 00

mais comme les deux termes de cette décomposition ne commutent pas, elle n’est d’aucun intérét pratique !
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Solution 3

1. On calcule le polyndme caractéristique en effectuant des opérations de pivot avant de développer. Avec un peu de
chance, on peut ainsi obtenir une forme factorisée du polynéme caractéristique.

—5—-X 2 2 —5-X 2 2
-8 1—X 6 = -8 1—X 6 (Lg%Lg*Lz)
-8 2 5—X 0 1T+X —-1-X

—5—-X 2 2

=(1+X)| -8 1-X 6

0 1 —1

—5-—X 4 2
=(1+X)| -8 7-X 6 (C2 = C2+C3)

0 0 —1

=—(1+X)[(X+5)(X—7)+32]

On en déduit que
X = (X+1)?(X=3).

@ Le spectre de A est {—1, 3}. Comme 0 n’est pas valeur propre, on en déduit que A est inversible.
@ La valeur propre —1 est double et le rang de

-4 2 2
A+lz=|-8 2 6
-8 2 6

est (visiblement) supérieur a 2, donc la dimension du sous-espace propre associé a —1 est strictement inférieure a la
multiplicité de la valeur propre.
Cela suffit pour que A ne soit pas diagonalisable.

# Sion est un peu curieux, on peut vérifier que le sous-espace propre associé a —1 est la droite dirigée par (1,1,1) et que le
sous-espace propre associé a 3 est la droite dirigée par (1,2, 2).
On n’est alors pas surpris de retrouver ces vecteurs a la question suivante...

2. Sip=0,alorsil est clair que la famille (e, e, e3) n’est pas libre!
Sip # 1, alors on peut supposer que u = 1 (le fait de multiplier e, par un scalaire non nul ne change pas le rang de

la famille).
11 A
2 1 1+A
2 1 A

11 s’agit alors de vérifier que la matrice
est inversible. On vérifie sans peine que son rang est bien égal a 3, ce qui prouve que la matrice est inversible et donc
que la famille (e, ez, e3) est bien une base de R3.

Conclusion : la famille Z est une base si, et seulement si, u # 0.
3. Pour calculer la matrice f relative a la base %, il faut exprimer les vecteurs f(e1 ), f(e2) et f(e3) comme combinaison
linéaire des vecteurs e, e; et e3.

On commence par calculer ces vecteurs dans la base canonique.

60
{)-6)

on a aussi f(e2) = —e;, (quelle que soit la valeur de p # 0).
s Enfin, on a

onaf(e;) =3 ej.
& Comme

0 2 0 1
Alll=11]=
0 2 0 1
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@ En prenant A =0 et 1 = 2, on a donc

f(e2) = —ey et f(e3) = —e3 + es.
La matrice de f relative a £ est donc
3 0 0
0o -1 1
0o 0 -1

Solution 4

1. Soit x, un vecteur propre de u.

Comme les sous-espaces propres de u sont des droites vectorielles, alors la droite vectorielle dirigée par x est un
sous-espace propre de u.

Comme u et v commutent, alors tout sous-espace propre de u est stable par v. La droite KK - x est donc stable par v.

Or une droite K - x( est stable par v si, et seulement si, son vecteur directeur x, est un vecteur propre de v.

Donc x est aussi un vecteur propre de v.
2.a. Onnote u, 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a la matrice A. Comme A € 9, (R) admet n valeurs
propres deux a deux distinctes, I'endomorphisme u est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites
vectorielles.

On suppose qu'il existe une matrice M € 9M1,, (R) telle que

M? = A.

En notant v, 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a M, la relation M? = A se traduit alors par vov = u. En
particulier,
uov=(vov)ov=vo(vov) =vou,

donc u et v commutent et d’apres 61., tout vecteur propre de u est aussi un vecteur propre de v.

Comme u est diagonalisable, il existe une base # = (ey, ..., en) de R™ constituée de vecteurs propres de u (et donc
de vecteurs propres de v).

En notant Q, la matrice (inversible!) de passage de la base canonique de IR™ a la base %, les matrices

Q 'AQ =Matz(u) et Q'MQ = Maty(v)

sont donc toutes les deux diagonales.
2.b. Poursuivons notre analyse : il existe n réels positifs A1, ..., A, tels que

Q 'AQ = Diag(A1,...,An)

(puisque les valeurs propres de A sont positives). Si les valeurs propres de M sont aussi positives, alors il existe n réels
positifs , ..., un tels que
Qi1 MQ = Diag(”] Yoy Un)-
La condition A = M? donne alors Q7'AQ = Q~'M?Q = (Q~'"MQ)? et donc
Diag(A1,...,An) :Diag(u%,...,u,zl).

Comme les py sont tous positifs, il faut donc que

V1<k<n, e = v/ Ak.

Il faut donc que
Q 'MQ = Diag(v/A1y- -+, V/An)

et comme l'application [W — Q~'WQ] est une bijection de My, (R) sur My, (R), cela prouve que la seule matrice M €
M, (R) possible telle que A = M? et ayant n valeurs propres positives serait la matrice définie par :

M = QDiag(v/A1,-., vVAn)Q .

# Tout ce qui précede n’a de sens que sous I'hypothese initiale : on a supposé qu’il existait une matrice M telle que... En
formulant la conclusion précédente au conditionnel, on a constaté que le probleme étudié admettait au plus une solution (unicité),
mais on n’a pas encore justifié qu’il admettait effectivement une solution (existence).

Synthese.
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Comme A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible Q et des réels A4, ..., A, tels que
Q 'AQ = Diag(A1y..., An).

Comme les valeurs propres Ay sont positives, alors la matrice

M = QDiag(\/)T])"w\/K)Qi1

est bien définie et de plus

M? = [QDiag(v/A1, -+, VA Q']?
2
~ Q[Diag(VA1,--,vAw)| Q!
= QDIagO“ Yooy An)Q_1
=A.
Cette fois, on a bien prouvé que le probleme étudié admettait une, et une seule, solution!

# Tres souvent, la synthése ne fait que reprendre des calculs déja faits, mais dans un cadre logique différent. Si les calculs
permettent de fonder une preuve, une démonstration ne se réduit jamais a un calcul : c’est pourquoi (en dépit des apparences) on
ne démontre pas la méme chose lors de 'analyse et lors de la synthese. C’est pourquoi on ne doit pas négliger la rédaction de la
synthese...

Solution 5

Comme u est nilpotent d’indice d, alors u? = w et ud~! £ w.

Comme 14! n’est pas 'endomorphisme identiquement nul, il existe un vecteur x € E tel que u4~'(x) # Og. Un tel
vecteur x est fixé pour toute la suite et nous allons démontrer que, quel que soit ce vecteur x, la famille
(x,u(x),uz(x), T (X))

est libre.
PAR RECURRENCE.— On considére une relation de liaison

& - X4 o1 -u(x) + -+ g1 -udTT(x) = 0. (%)
Par définition de d, on a u?(x) = O et par conséquent, u*(x) = O pour tout k > d. On applique I’endomorphisme

ud=1: par linéarité,

Comme 14" (x) # Og, on en déduit que o = 0.
Hypothese de récurrence :
On suppose qu'il existe un entier 0 < k < d — 1 tel que

xo =01 =---=o0y =0.
D’apres I'hypothése de récurrence, la relation (x) devient
o1 - U (%) o2 - WA () - g u T (%) = Ok

Comme k < d—1 et que k et d sont des entiers, alors k < d -2, donc d—k—2 € N. On applique alors I'endomorphisme
ud=k=2: il ne reste plus que
o1 - ud T (x) =0

puisque u*(x) = O¢ pour tout k > d. Or ud="(x) # Og, donc o1 = 0.
On a ainsi démontré que
Xo =01 =+ =0 = 0y1 =0

pour tout entier 0 < k < d — 1. En particulier pour k = d — 2, on a démontré que
=01 =--=0g1=0,

ce qui prouve que la famille
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est libre.

VARIANTE.— Il n’est pas nécessaire de raisonner par récurrence : on peut aussi raisonner par 1’absurde en supposant
qu’il existe une relation de liaison

®o - X4 o -u(x) 4+ xgq-udTT(x) =0 (%)
otl les scalaires ¢, o1, ..., ¢g—1 ne sont pas tous nuls. On peut alors poser
m=min{0 <k<d: x #0}

puisqu’une partie non vide de IN admet un plus petit élément.
La relation de liaison () peut donc étre écrite sous la forme

O - U™ (X) + -+ g1 -udTT (x) =0 (%)

ot le scalaire o, n’est pas nul (par définition de 'indice m).
Comme ’entier m est strictement inférieur a ’entier d, alors 'entier d — m — 1 est positif, donc ud=m=1 existe bien.
Appliquons I’endomorphisme w4~ ™! 4 la relation de liaison (xx). On obtient alors

a1
om - w4 (x) + Z o - udTM TR (%) = 0
k=m-+1

etcommed—m—1+k>d—(m+1)+ (m+1)=dpour tout m+ 1 < k < d, il ne subsiste que
om - w4 (x) = Og.
Mais ud~'(x) # O (par définition de x) et a,,, = O (par définition de m) : c’est absurde.

Par conséquent, I'hypothese que les d scalaires o, ..., ¢q—1 ne soient pas tous nuls est fausse : le résultat est
démontré.

Solution 6

1. Onsait que les endomorphismes f = P(u) et g = Q(u) commutent, quels que soient les polynémes P et Q.
@ Six € Kerf, alors

f(g(x)) = (fog)(x) = (gof)(x) (f et g commutent)
=¢(0) (x € Kerf)
=0 (linéarité de g)

donc g(x) € Ker f. Ainsi, le sous-espace Ker f est stable par g.
a Siy € Imf, alors il existe x € E tel que y = f(x) et
gly) =(gof)(x) = (fog)(x) (f et g commutent)
=f(g(x)) € Imf.
Donc le sous-espace Im f est stable par g.
2. Siuov=vou,alors on démontre par récurrence que
Vyn>1l, ulov=vou"

0

et comme I¢ = u” commute a v, cette propriété est vraie également pour n = 0.
@ On en déduit que, pour tout polyndme

a
P= Z Kk - Xk,
k=0
d d d
P(u)ov = <Z ot -uk) ov = Z o - (U ov) = Z o - (vouk) (v et u* commutent)
k=0 k=0 k=0
a
=vo (Z ockuk> (linéarité de v)
k=0

=voP(u).
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@ Comme v et P(u) commutent, on peut appliquer le raisonnement précédent avec
ue—v, ve—Pu), P«Q

pour en déduire que

VQeKX], P(u)oQv)=Q(v)oP(u).

@ Siuetvcommutent :
Uov=vou

et si v est inversible, alors (en composant a gauche par v—')

vilo(uov)=v'owou)=(Ww"ovjou (associativité de o)
=u
et, en composant maintenant a droite par v=',
uov ! = (v’1 o(uov))o vii=mwTlou)owov ™ (associativité de o)
=v'ow

On a ainsi démontré que w et v-' commutaient.

Solution 7

1. Point de vue géométrique
Comme H est un hyperplan de E, il existe un vecteur ng # O tel que

E=H&R: no.

#v En fait, n’importe quel vecteur de H peut jouer le réle du vecteur no.

Cette décomposition en somme directe signifie que, pour tout vecteur x € E, il existe un unique vecteur p(x) € H
et un unique scalaire u(x) € R tels que
x =p(x) +u(x) - no.
L'unicité de cette décomposition permet de démontrer que p est un endomorphisme de E et que u est une forme linéaire
sur E (démonstration classique).
En particulier,
ng= 0 1 -
0=Je Mo
eH eR

et 'unicité de la décomposition prouve que u(ng) = 1, en particulier : la forme linéaire u n’est pas identiquement nulle.
On en déduit que

x€H & u(x) ng=0¢
& u(x) =0 (car ng # Og)
& x € Keru

c'est-a-dire H = Keru.
Ainsi, il existe bien une forme linéaire non nulle u dont le noyau est égal a H.
@ GSila forme linéaire u o f est proportionnelle a w, il existe un scalaire A tel que

VxeE, (uof)(x)=A ux).

En particulier, comme H = Keru,
Vx eH, u[f(x)] =A-u(x)=0g,

ce qui prouve que f(x) € Keru = H et donc que I'hyperplan H est stable par f.
@ Réciproquement, si I’hyperplan H est stable par u, alors on déduit de la décomposition

x =p(x)+u(x) - ng
~—~—
€H
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que

Vx €E, (uof)(x)=u[f(p(x))]+ux) u[f(no)] =u[f(no)] u(x)

c’est-a-dire
uof=A-u avec A=ul[f(no)] €R.
On a donc démontré que I'hyperplan H était stable par f si, et seulement si, la forme linéaire u o f était proportion-
nelle a u.

# On rappelle aussi un résultat du cours : Deux formes linéaires non nulles sont proportionnelles si, et seulement si, leurs noyaux
sont égaux.

2. D’aprés la question précédente, I'hyperplan H est stable par f si, et seulement si,
JyeR, uof=vyu

c’est-a-dire :

JA=—yeR, uo(f+Al) =we
ce qui équivaut a:

IAeR, Im(f+Al) C Keru=H.
3.a. Ilestclair que A € M, (R) et que L =My »(R).

3.b. Matriciellement, 1’égalité
uof=vy-u
se traduit par I'égalité
[A=vy-L

c’est-a-dire (en transposant membre a membre) :
ATLT =vy-LT.

Comme la forme linéaire u n’est pas identiquement nulle, sa matrice L n’est pas la ligne nulle, donc la colonne LT
n’est pas la colonne nulle et I'égalité précédente signifie que LT est un vecteur propre de A '.
@[] est temps de remarquer/rappeler qu’il existe un lien analytique tres simple entre la forme linéaire u et I’hyperplan
H : comme

x€H &< u(x)=0
— [X=0

les coefficients de la ligne L sont en fait les coefficients d’une équation cartésienne de H.
@ Conclusion : Si I'endomorphisme u et ’hyperplan H sont représentés dans une méme base % par la matrice A €
M (R) et par I'équation cartésienne
[LX = 0],

alors H est stable par f si, et seulement si, la colonne LT est un vecteur propre de A T.
Point de vue matriciel
L'étude précédente peut étre menée par le calcul seul, a condition de choisir une base particuliere de E.
@ Considérons donc une base
B = (ela‘“aenfl)

de I'hyperplan H. D’apres le Théoréme de la base incompléte, il existe un vecteur e, tel que
Bo = (e1,...,en,1,en)

soit une base de E. (En fait, n'importe quel vecteur n’appartenant pas a H convient pour e,.)
@ Décomposons un vecteur x € E dans la base % :

X=X1-€1+- -+ Xn-1-€n—1+Xn" €n .
~—

eH ZH

11 est clair que
x€EH & x, =0
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et donc que H est le noyau de la forme linéaire
représentée par la ligne
dans la base %,.
@ Considérons un endomorphisme f de E, représenté par la matrice
A = (aij)igij<n € Ma(R)

dans la base %,.
La matrice relative a %, de la forme linéaire u o f est égale a

A= (a1 aiz - ain).
On en déduit que les lignes L et LA sont proportionnelles si, et seulement si,
a]’]:...:a]’ni]zo

et donc que les formes linéaires u et u o f sont proportionnelles si, et seulement si,

* P * a1,TL
A=|: : .

* oo * an-],n

0 -~~~ 0 ann

(matrice triangulaire par blocs) ce qui signifie que 'hyperplan H est stable par f.

z 12z

REMARQUE.— Dans ce cas, la proportionnalité s’écrit

LA =ann-L

18

@ La représentation matricielle de I'image de (f + AI) est le sous-espace engendré par les colonnes de (A + Aly).
L'image de (f + AI) est donc contenue dans I'hyperplan H si, et seulement si, le dernier coefficient de chaque colonne
de (A + Al,) est nul. Dans le cas particulier ott A = —an n, 'image de (f + A1) est contenue dans H si, et seulement si, le
dernier coefficient de chacune des (n — 1) premiéres colonnes est nulles, c’est-a-dire si

* ook Ain
A=|:
* * Qn—1,n
0 0 ann
4.a. Lamatrice
3 -2 4
A=1|-1 1 1
1 -2 =2

admet —1, 1 et —2 pour valeurs propres : elle est donc diagonalisable.
Si A = Matean(f), alors il existe une base # = (e1, €2, €3) telle que

D = Matg(f) = Diag(—1,1,2).
Dans cette base %, I'hyperplan représenté par 1’équation cartésienne
0O=ax+by+cz=(a b c)xX

est stable par f si, et seulement si, la matrice colonne

LT =

o o o

est un vecteur propre de DT = D. Il y a donc exactement trois plans stables par f :

H_ 1 =x=0lz Hy =y =0z
= Vect(ez, €3) = Vect(e1,€3)

Hy =[z=0l%
= Vect(e1,€2)
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associés respectivement aux trois sous-espaces propresde DT :

1 0 0
Ker(D' +I3)=R-[(0], Ker(D'—I3)=R-|1], Ker(D' —=2I3)=R- [0
0 0 1

En calculant les vecteurs propres de AT, on peut trouver des équations cartésiennes qui représentent ces trois plans
dans la base canonique. Comme

0 1 1
Ker(AT +I3)=R- |1 Ker(AT —I3)=R- | 1 Ker(AT —2I3)=R-| 0
1 —1 —1

on a donc:
H_; = [y +Z:O]cam H; = [X+U_Z:O]can) H, = [X_Z:O]can-

4.b. Lamatrice

o 1 3
A= ]/2 0 0f= mutcan(f)
0 15 0

n’admet qu'une seule valeur propre réelle, car son polynéme caractéristique est égal a
1
—_— 2 —

(X=1) (¢ +X+3)-

Comme ]

Ker(AT —I3)=R-|2],
3

I'endomorphisme f admet pour seul plan stable le plan
H =[x+ 2y + 3z = 0lcan.
D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,
E =Ker(f —Ig) @ Ker(f> + f + 14 1g).

Comme le sous-espace propre Ker(f — I ) est une droite (puisque (A — I3) et sa transposée (AT — I3) ont méme rang),
le sous-espace
Ker(f? + f+ 14 1)

est un plan et, en tant que noyau d’un polynoéme en f, il est stable par f.
On en déduit que
Ker(fz + 17+ 1/ZIE) = [X + ZU +3z= O]can)

ce qu’on peut vérifier en calculant

1 1 2 3
AP+ A+S=(12 1 %
e 5 1/
4.c. Lamatrice
1 1 2
A= 1 =1 0 | =Matcan(f)
-1 -1 =2

admet X? (X 4 2) pour polynéme caractéristique (et aussi pour polyndéme minimal, puisque A(A + 213) # 03, ce qui fait
que A n’est pas diagonalisable).
On vérifie sans peine que

1 0
Ker(AT)=R-[0| etque Ker(AT +2I3)=R- |1
1 1

Par conséquent, il existe exactement deux plans stables par f, représentés dans la base canonique par les équations
cartésiennes suivantes.
x+z=0 [y+z=0
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Ici encore, le Théoréeme de décomposition des noyaux nous dit que
E = Ker f? @ Ker(f + 21¢).

Comme Ker(f + 21 ) est une droite, le sous-espace Ker f2 est un plan et il est stable par f. Comme

0 —2 =2
Al=10 2 2|,
0 2 2

il est clair que Ker f2 = [y + z = 0can.
L’autre plan stable est bien stir Ker f & Ker(f + 21¢) (somme directe de deux droites stables).
L'intersection des deux plans stables est représentée par

x+z=0N[y+z=0l.

C’est donc la droite dirigée par (1,1, —1) et on vérifie facilement que cette droite est bien égale a Ker f.

Solution 8

# On rappelle qu'une fonction
f: X—=K

est dite polynomiale lorsqu’il existe au moins un polynome
P=ay+a1 X+ -+ a. X" e K[X]
tel que
n
Vxe XCK, f(x)=P(x)= Z apxk.
k=0

Le principal probleme sur les fonctions polynomiales est de savoir s'il y a, ou non, unicité du polynome P. Ce probleme est résolu
par le Théoreme d’identification des fonctions polynomiales :
S’il existe un polynodme Py de degré n tel que

VxeX, f(x)=Po(x)

et si #(X) > n, alors Py est I'unique polynome P € KI[X] tel que

VxeX, f(x)=P(x).

En particulier, si X est une partie infinie de IK, alors I'application
P—f=[x— P(x)]
est une application injective de IK[X] dans <7 (X, K).
@ Sile polyndme caractéristique x A de la matrice A € I, (IK) est égal a
ao+ X+ Fap XM X

et si la matrice A est inversible, alors
ap = (—1)"detA #0.

Pour tout t € K,
det(tl, —A~") = det[(tA — I,)A"'] = det(tA — I,) det(A™")
et pour tout t € X = K*,

B (—t)m™ 1 tn 1 1 & i
I,—A )= : “Ih—A)=—-xalz)=— nok,
det(tly —A ™) det A det(t " A) ao XA(t) ao kZ:Oakt

Par définition, le polyndme caractéristique de A~ est le polyndme associé a la fonction

[t det(tl, —A™)]
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donc

vteX, Xa- Zakt”k

Pour K = R, € ou Q, I'ensemble X = KK* est une partie infinie, ce qui permet d’appliquer le Théoreme d’identification
des fonctions polynomiales rappelé plus haut. On en déduit que

an—1 an

a
Xa1 = X"+ —EXM T
QAo QAo ap

(qui est bien un polynéme unitaire de degré n) et en particulier que le polynéme caractéristique x—1 est associé au
polynome
aoX™ + a; X" a1 X+ an.

# Pour bien comprendre le probleme résolu par le Théoreme d’identification, on peut revoir la théorie de l'interpolation de La-
grange : en restriction a un ensemble fini de cardinal n + 1, toute fonction est en fait une fonction polynomiale de degré inférieur
ou égal a n. (Ainsi, toute fonction définie en un seul point est constante!)

@ On peut aussi se pencher sur le cas des corps finis : sur IX = 7./27., la fonction polynomiale

f= [x - x? — x]
est identiquement nulle, alors que les polynomes
0 et X*—Xe(2/22)X

sont distincts (ils n’ont pas le méme degré).

Solution 9

1. Pour toutj # i, le polynome P; divise le polynéme Q; et donc aussi le polyndéme A;Q;. Il existe donc un polynéme
By ; tel que
AiQi = By jPi.

On en déduit que
= (A1 Qi) (u) = Byj(u) o Pi(u).
Si x € Ker[P;(u)], alors P;(u)(x) = O et donc
pj(x) = Byj(u) [Pi(u)(x)] = Ok.

On a ainsi démontré que
VI<i#j<r, Ker[Pi(u)] C Kerp;.

2. Onsait que
N
Z AiQi = 1.
i=1

D’apres la propriété de morphisme d’algebres,

.
Ie = Z (A Qi) (u Zpl
=
Par conséquent,
.

im1
3. Pour démontrer que les sous-espaces Ker[P;(u)] sont en somme directe, on considére une famille de vecteurs
(xi)1<igr telle que

.
in =0 etque V1<i<r, x;€Kerl[Pi(u)l.
i=1

a D’apres [136.1],

vi<j<rm, Zpt xj) = pj(x;)
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puisque x; € Ker p; pour tout i # j [136.2].
@ Soit 1 < j < . Par linéarité de pj,

O =p;(0g) = < Xl) :ij(xi)

i=1 i=1

et d’apres [136.2] a nouveau,

Zp] xi) = pj(x5).

@ On a ainsi démontré que
VI<j<rn x5 =pjlx) =0e

et donc que les sous-espaces Ker[P;(u)] sont en somme directe.
4. On vient de démontrer que les sous-espces Ker[P; (u)] sont en somme directe.
@ On sait que P = P;Qi, donc P(u) = Qi(u) o Pi(u) et par conséquent

v1<ig<r, Kerl[Pi(u)] C Ker[P(u)l.
On en déduit que
@Ker ] € Ker[P(u)].

@ Réciproquement, soit x € Ker[P(u)]. D’apres [136.1],

v
x=) pilx)
i=1
Par définition des applications ps,

Pi(w) (pi(x)) = [Ai(u) o (PiQi) (W] (x) = Ai(w)[P(u)(x)] = Ai(u)(0g) (car x € Ker[P(u)])
=0g (par linéarité de A;(u))

ce qui prouve que

On a ainsi démontré que

@ Finalement, on a prouvé que

# Attention, dans ce contexte, les applications p; € L(E) ne sont pas des projecteurs ! En revanche, les endomorphismes induits
par restriction des pi au sous-espace Ker[P(u)] sont bien des projecteurs...

Solution 10

L’hypothese signifie que le polyndme
Po=X3+X—1

est un polyndme annulateur de A.
# Rien ne permet de conclure que Py est le polyndme minimal de A !
Le polynéme Py n’a pas de factorisation évidente. Mais comme les polynémes irréductibles de IR[X] sont des poly-
nomes de degré 1 ou 2, ce polyndme peut étre factorisé!

La fonction polynomiale associée a Py :
fo=[x—x>+x—1]

est continue sur l'intervalle I = ]—o0, +-00l. Il est clair que

lim fo(x) =—o00 et lim fp(x) =400
X——00 X—+00
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et que
VxeR, fi(x)=3x2+1>1>0,

donc fy est strictement croissante. D’apres le Théoréme d’inversion, la fonction f réalise une bijection de ]—oo, +o00[ sur
]—00, 400, donc le polynéme Py admet une, et une seule, racine réelle . De plus,

f0(0) = —1 < 0 =fo(ar) < 1 =fo(1),

donc 0 < o < 1 (car fy est strictement croissante).
Comme degPy = 3 et que Py est a coefficients réels, le polynome Py admet deux autres racines, complexes et
conjuguées : 3 et 3.

# Si [ est une racine complexe d’un polynome P a coefficients réels, alors

d
P(B)=0=Y axp*.
k=0
En conjuguant cette égalité, on obtient
d d
0=) @pr=) a(p)*=P{)
k=0 k=0
puisque les coefficients ay sont réels. Cela prouve que B est aussi une racine de P.

@ Par conséquent, le polyndme annulateur Py est scindé, a racines simples, en tant que polynéme a coefficients com-
plexes : —
Po = (X = o) (X—B)(X—B).

Si on considere la matrice A comme une matrice a coefficients complexes, elle est donc diagonalisable : il existe une
matrice inversible Q € GL,, (C) telle que

Q 'AQ =Diag(e, ..., 0, By..ey By By.-vy ).

Mo my ma
Comme deux matrices semblables ont méme trace, on en déduit que
trA = mox + mq B + mafp.
Cela dit, les coefficients de A sont réels, donc la trace de A est réelle. En conjuguant la relation précédente, on obtient :
trA = moax+my B +mzf

et, par différence,

(mq —m2)(B—B) =0.

Or B # B (car la racine B n’est pas réelle), donc m; = m,.
. Comme deux matrices semblables ont méme déterminant,

detA = a™ BB = amo (B )™ = ae B
Ora>0etf #0,doncdetA > 0.

Solution 11

L’hypothese de 1’énoncé signifie que le polynome
Po =X +X? + X = X(X —j)(X —j?)

est un polyndme annulateur de A.

#» Rien ne prouve que ce soit le polyndme minimal de A. On sait seulement que le polyndme minimal de A est un diviseur unitaire
de ce polyndme dans R[X]. Il y a donc trois polyndmes minimaux possibles ici :

X, XZ4+XA+T1, XX2+X+1).
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Premiére méthode
Considérons A comme une matrice a coefficients complexes. On connait alors un polyndéme annulateur de A scindé
a racines simples, donc A est diagonalisable dans 9, (C) : il existe une matrice inversible Q € GL, (C) telle que

Q 'AQ =Diag(0y.-.,0yjy--+yjyi% - -y3%)-

mo m m_
@ Deux matrices semblables ayant méme rang, il apparait sur cette relation que
rgA=m, +m_.

Deux matrices semblables ayant méme trace, on en déduit aussi que

trA =m,j+m_j%.
Or les coefficients de A sont réels, donc la trace de A est réelle et donc égale a son conjugué :

trA =m,j*+m_j
(puisque j? est le conjugué de j). Ainsi, par différence,

(my —m_)(j—j*) =0
et comme j # j2, on en déduit finalement que m; = m_ et donc que
rgA =2m,

est bien un entier pair.

Deuxiéme méthode

Puisque Py est un polynéme annulateur de A et qu’on connait une factorisation de Py en produit de facteurs deux
a deux premiers entre eux, on peut appliquer le théoréme de décomposition des noyaux :

E =Ker A @ Ker(A —jI,,) @ Ker(A —j%1,,).
D’apres le théoreme du rang,
rgu =dimE — dim Keru
= dimKer(A —jI,,) + dimKer(A —j’1,,).
@ Le sous-espace propre Ker(A —jI,,) est un espace de dimension finie et possede donc une base
(X1yeoey Xi)e

Pour tout 1 <1i < r,onadonc
AXi=j-Xi.

En conjuguant cette relation, on obtient

car A = A (matrice a coefficients réels) et j = j*. Comme X; n’est pas nul (en tant que vecteur propre de A), la colonne
X; n’est pas nulle et c’est donc un vecteur propre de A associé a la valeur propre j2.
Enfin, si on connait une relation de liaison :

Z“i'YiZO>
i=1

alors on obtient en conjuguant

T

T
OZZOCi'Xii:ZTi'Xi-
i

i=1
Comme les X;, 1 < i < 1, constituent une base du sous-espace propre Ker(A —jI, ), ils sont linéairement indépendants,
donc les scalaires o sont tous nuls. Il en va évidemment de méme pour les «;, ce qui prouve que la famille des X;,
1 < i< 1, est une famille libre de vecteurs propres de A associés a la valeur propre j-.

Par conséquent : 1 = dim Ker(A —jI,,) < dim Ker(A —j%1,,).
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- Par symétrie, si (Y1,...,Yq) est une base du sous-espace propre Ker(A —j?I,,), alors la famille
(Vr,...,Ya)
est une famille libre de Ker(A — jI,, ), ce qui prouve que
dim Ker(A —j?I,) < dimKer(A —jl,),

donc que
dim Ker(A —jI,,) = dim Ker(A —j?I,,)

et finalement que le rang de A est un entier pair :
rg A = 2dimKer(A —jl,,).
# L'application
X X]

définit bien une bijection du sous-espace propre Ker(A —jly, ) sur le sous-espace propre Ker(A —j21,,) (qui est sa propre réciproque),
mais cette bijection n’est pas un isomorphisme ! Cette application est en effet semi-linéaire (et donc pas linéaire) :

VAe @, oAX4+Y)=A-X+Y=A-9X)+ o(Y).

Solution 12

# Trigonaliser une matrice, c’est assez classique. Mais ici, le probleme posé est un peu plus subtil : il faut arriver a une matrice

triangulaire imposée.
Nous allons essayer d'y voir clair (sans pour autant aller jusqu’a évoquer la forme de Jordan).
NB : pour des raisons de rapidité typographique, je confonds les vecteurs de R et les vecteurs colonnes qui les représentent
dans la base canonique de R3.
@ On s’inspire de T pour étudier A : si I"énoncé dit vrai, la seule valeur propre de A est égale a 1 et le sous-espace propre associé
est un plan. Vérifions-le!

11 est clair que la matrice

1T -3 -1
A-Iz=|1 -3 -1
-2 6 2

est une matrice de rang 1, donc son noyau est un plan.
Plus précisément, en cherchant les relations de liaison entre les colonnes de (A — I3), on trouve

Ker(A — I3) = Vect(e; = (1,0,1), e2 = (3,1,0)) =[x+ 3y +z =0l.

# ['ai calculé un vecteur normal au plan en formant le produit vectoriel des deux vecteurs ey et e;.

Par conséquent, si la matrice

1 3 %
P=10 1 «%
1T 0 %
est inversible, alors on déduit de la formule du changement de base que
1 0 e
PTAP=[0 1 e
0 0 1

En effet, les deux premieres colonnes de P sont les vecteurs propres e; et e, associés a la valeur propre 1 et comme deux
matrices semblables ont méme trace, il faut bien que le troisieme coefficient diagonal soit égal a 1.

Des lors, on sait que le polynome caractéristique de A est scindé et donc que A est trigonalisable.

Choisissons un vecteur e3 n’importe ot en dehors du sous-espace propre Ker(A — I3) : par exemple, e3 = (1,0,0)
(pour faire simple). On en déduit que

Aes =e3+ (1,1,-2) =e3 + [—2'61 +1 '62].
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Conclusion : on a bien trigonalisé A

1 0 =2 1 3 1
PTAP=[0 1 1 avec P=10 1 0
0 0 1 100

mais la matrice triangulaire obtenue n’est pas la bonne!

# Réfléchissons un peu plus. Nous n’avons pas calculé le polyndome minimal de A, c’est un grand tort, car le polyndme minimal
a toujours des choses a nous dire.

On vérifie rapidement que (A — I3)? = 03 et donc que le polyndme minimal de A est égal a (X —1)2.
Au passage, la relation (A — I3) x (A —I3) = 03 implique que

Im(A —13) C Ker(A —13)
et la matrice (A — I3) écrite plus haut nous dit plus précisément :
Im(A—-13)=R-(1,1,-2) Cc Ker(A — I3).
En conséquence, si on choisit e3 n'importe ot en dehors de Ker(A — I3), on aura forcément un scalaire « tel que
(A —TI5)(e3) = - (1,1,-2)

et ce scalaire o n’est pas nul parce que e3 ¢ Ker(A —I3).
Quitte a remplacer e3 par (1/«) - e3, on peut supposer que x = 1.
Le probleme posé est donc de trouver une base (e1, e;) du sous-espace propre Ker(A — I3) telle que

Ae; =a-e;j+b-ex+e;3
c’est-a-dire
a-e1+b-ex=(1,1,-2)

otl les scalaires a et b sont fixés a 'avance (a = b = 1 si on respecte I"énoncé).
Deux situations se présentent.
a Premier cas : si b = 0 (cas tres particulier), alors a - e; = (1,1,—2), donc a # 0 et par conséquent, il faut que

1
e = E . (],1,—2) S Im(A—Ig).

€1

Ker(A — I3)

Im(A —13)

On peut alors choisir e, dans Ker(A — I3), arbitrairement (puisque b = 0) mais pas tout a fait (il faut que e, ne soit pas
colinéaire a ey).
@ Deuxieme cas : si b # 0 (cas général), alors on choisit e; € Ker(A — I3) n'importe ott hors de la droite Im(A —I3) et

on pose

1
e :B.((],L_z)—a-e]) € Ker(A — 13).

Comme e; ¢ R-(1,1,—2), onen déduit que e; et e, ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan Ker(A—1I3).
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€

Ker(A — L)

Im(A —13)

@ Conclusion :
Le vecteur e3 peut étre choisi arbitrairement, du moment que e3 ¢ Ker(A —I3).
Quels que soient (a, b) # (0,0), on peut trouver une base (e, e;) de Ker(A —1I3) telleque Ae3 =a-e;+b-ex +e;3
avec une grande manceuvre a condition de procéder avec méthode : il faut partir de la relation qu’on cherche a obtenir,
pas d’une base du sous-espace Ker(A —I3)!

Solution 13

1. Comme E est un espace vectoriel complexe distinct de {0}, le polyndme caractéristique de u est bien défini et scindé.
Par conséquent, u admet au moins une valeur propre complexe, soit A. Nous noterons Ej,, le sous-espace propre de u
associé a cette valeur propre.

Comme u et v commutent, le sous-espace propre E) de u est aussi stable par v. Comme E, est un sous-espace
complexe distinct de {0}, on peut appliquer a v,, 'endomorphisme de E, induit par restriction de v (puisque le sous-
espace Ej stable par v), le raisonnement tenu pour u : il existe dans E, un vecteur propre x pour v.

En particulier, x, # Og.

Comme v est un endomorphisme de E, induit par restriction de v, on en déduit que x, est un vecteur propre de v.

Comme Ej est un sous-espace propre de u et que x, # Og, le vecteur x, est un vecteur propre de u.

Il existe donc bien un vecteur propre commun a wetav.

2.a. Supposons u inversible. On déduit de la relation (2) que

uov=(v+aljou

et donc que
wovou ' =v+al.

En interprétant matriciellement cette relation, on conclut que les endomorphismes v et v 4- aI ont méme spectre.

On en déduit par récurrence que v et v + nal ont méme spectre, quel que soit I'entier n € IN.

Or E est un espace complexe non réduit a {0}, donc le spectre de v n’est pas vide (comme on I’a expliqué plus haut).
Un ensemble non vide et invariant par translation est un ensemble infini : c’est impossible, car le cardinal du spectre de
v est inférieur a la dimension de E!

On a ainsi démontré par 1’absurde que u n’était pas inversible.
2.b. Nous allons démontrer par récurrence que

YynelN, utov—vou™=nau". 4)
La relation (4) est évidente pour n = 0; elle est vraie pour n = 1 d’apres (2).
Supposons qu’elle soit vraie pour un entier n > 1. Alors

n+lov—von-+1 :uo(u”ov—vou“)+uovou“—vou“+1

=na-u™' 4 (wov—vou)ou" (HR)
=na-u™! 4+ q.u™t! (par (2))

=Mm+1a-u™t.

La relation (4) est donc établie par récurrence.
Siu™ n’est pas 'endomorphisme nul de E, cela signifie que u™ est un vecteur propre de 'endomorphisme

@=MWw—wov—vow] eL(E).

Or L(E) est un espace de dimension finie (sa dimension est égale a (dim E)?), donc ’endomorphisme ¢ ne peut avoir
qu’'un nombre fini de valeurs propres distinctes.
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Siun’était pas nilpotent, 'endomorphisme ¢ admettrait pour valeurs propres tous les complexes na, quel que soit
n € N. Comme a # 0, il aurait donc une infinité de valeurs propres : c’est impossible.

Donc u est nilpotent.
2.c. Puisque un’est pas inversible, son noyau n’est pas réduit au vecteur nul : c’est donc un sous-espace complexe de
dimension au moins égale a 1.

Pour tout vecteur x € Keru, d’apres (2), on a (1o v)(x) = Og, ce qui prouve que v(x) € Keru et donc que Keru est
stable par v.

Le méme raisonnement que celui qu’on a déja tenu deux fois s’applique : I'endomorphisme v admet un vecteur
propre xo dans Ker u et comme x( est un vecteur non nul de Ker u, c’est aussi un vecteur propre de u associé a la valeur
propre 0. On a ainsi démontré que u et v admettaient un vecteur propre commun.

# Le fait que u soit nilpotent ne nous a servi a rien. (Mais la question de la nilpotence de \ est archi-classique.)

3. Soit &, un nombre complexe quelconque. 1l est clair que

(U+av)ov—vo(u+oav) =uov—vou
=au-+ bv (par (3))
=a(u+owv) + (b —ax)v

Comme a # 0, on peut choisir « = b/, et constater que
(Wt ov)ov—vo (u+av)=alu+ av)

avec a € C*. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente aux endomorphismes (u + av) et v : ils
admettent un vecteur propre xo commun.
11 existe donc deux complexes A et u tels que

(u+ov)(xg) =Axo et v(xo) = uxo.

On en déduit que
u(xo) = (A — axpt)xo

et comme xp 75 Og, c’est donc un vecteur propre commun auetav.

Solution 14

Si B est inversible, alors
BA = B(AB)B™'

donc BA et AB sont semblables et ont donc méme polynoéme caractéristique.
@ On suppose que le rang de B est égal 4 0 < r < n et on reprend les notations de I'énoncé. On pose A’ = QAP de
telle sorte que

AB=(Q 'A’P ) (P1,Q) =Q '(A']+)Q.

Comme deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique, alors AB et A’J, ont méme polynome caracté-
ristique.
En décomposant A’ en blocs sur le modele de la matrice J,,

(1, 0 (M1 Mz
= (5 o) A= (o )
(M5 0 r_(Mi My

Alf_(M3 o) ]TA_<0 o)'

On en déduit que, pour tout t € K,

det(A'], —tl,) = M‘N;ﬂ* _ﬂo
n—r

=det(M; — tI,) det(—tl,,_,)

My =t M,
o 0 —tIh_

=det(J, A’ —tl,).

Par conséquent, A’J, et ], A’ ont méme polyndme caractéristique.
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Les matrices J, A’ et PJ,A’P~! sont semblables et
PILA'P! = (P,Q)(Q TA'PTT) = BA,

donc J,A’ et BA ont méme polyndme caractéristique.
On a ainsi démontré que les matrices AB et BA avaient méme polyndme caractéristiques.

#v En particulier, ces deux matrices ont méme spectre et mémes sous-espaces caractéristiques. En reprenant les calculs précédents
et en raisonnant sur le rang des différentes matrices, on démontre que

VteK*, rg(AB—tl,)=rg(BA—tl,).

Par conséquent, les sous-espaces propres de AB et de BA associés a une valeur propre non nulle sont deux a deux isomorphes.

Si on considere les matrices
1 -1 1 1
A—(1 1) ot B—(1 ]>,

alors AB = 0, tandis que BA = 2A # 0, donc rg(AB) # rg(BA) et les noyaux des deux matrices ne sont pas isomorphes.
Cependant, on a bien XA = XBA = X2 (Ia matrice BA est nilpotente d’indice 2).

Solution 15

# [l faut penser a interpréter f o g = 0 par l'inclusion Im g C Ker f et a traduire I'hypothese E = Ker f & Im f par I'existence
d’un couple de projections ou d’une base de E adaptée a cette décomposition.

@ Supposons que E = Ker f @ Im f. Comme on dispose de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, la

projection sur Ker f parallelement a Im f est bien définie : nous noterons g, cette projection.

Pour tout x € E, on a donc g(x) € Ker f et par conséquent f(g(x)) = Og. Ainsi fo g = 0.

D’autre part, l'application f + g est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie. D’apres le Théo-
réme du rang, f + g est un automorphisme si, et seulement si, son noyau est réduit au vecteur nul.

Considérons donc un vecteur x € E tel que (f + g)(x) = Og. Comme Ker f et Im f sont supplémentaires dans E, il
existe doncy € Kerf etz € Imf tels que

X = \y/ + 2
cKerf €Imf

Par linéarité de f et par définition de g (comme projection), on en déduit que
f(x) = fly) +f(z) = f(z) et g(x)=uy.

Par conséquent,
Oe =(f+g)x)= y +1f(z).
~— =~
cKerf ¢cImf

Mais Ker f et Im f sont supplémentaires dans E, donc
y = f(z) = O.

On remarque alors que z € Im f (par hypothese) et que z € Ker f, tandis que Ker f N Im f = {0} (par hypothése aussi).
Doncy =z = Og et on a bien : x = O, ce qui prouve que f + g € GL(E).

# Variante matricielle.
On considere une base de E adaptée a la décomposition en somme directe, c’est-a-dire une base de E définie en rassemblant une
base (e1,...,en_y) de Ker f et une base (en—_r11,...,en) de Imf (avec v = rg ). Comme les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f
sont stables par f, la matrice de f relative a une telle base est de la forme

O On_
A = n—r n—r,r
<O‘r,n‘r A‘r )
avec Ay € M, (K). Comme rg A, =rg A =1, on en déduit que la matrice A, est inversible.
On peut alors considérer la matrice
I On_
B = n—r n—r,r .
(Or,nr Or >

I+ On—
A+B= n—r n—r,r
(Or,nr Ay

On a bien AB = 0,, et la somme
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est une matrice inversible (puisqu’elle est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux inversibles).
NB : il ne s’agit pas vraiment d'une variante, c’est en fait exactement la méme chose que ce qui précede mais sous forme
matricielle.

@ Réciproquement, supposons qu’il existe un endomorphisme g € L(E) tel que fo g = 0 et que f+ g soit un automor-
phisme de E.
Comme f est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, on déduit du Théoréme du rang que

E=Kerf@Imf & KerfNnImf ={0g}.

On consideére donc un vecteur x € Ker f N Im f et nous allons vérifier que ce vecteur est nécessairement nul.
Comme f + g est un automorphisme, il existe un (unique) vecteur z € E tel que

x = (f+g)(z) = f(z) + g(2)
~— =~
€lmf €lmg
et on sait que Im g C Ker f (puisque f o g = 0). Cette décomposition de x prouve que

EcKerf+Imf

et donc que
E=Kerf+Imf

(puisque l'inclusion réciproque est évidente).
D’apres la Formule de Grassmann et le théoréme du rang,

dimKer f + dimIm f = dim E = dim Ker f 4+ dim Im f — dim(Ker f N Im f)

et donc dim(Ker f N Im f) = 0, ce qui prouve que Ker f N Im f = {Og} et donc que ces deux sous-espaces vectoriels sont
supplémentaires dans E.

Solution 16

1. Par hypothese, le polyndme Py = X? + X + 4 est un polyndme annulateur de A. On sait que les valeurs propres
de Py sont nécessairement des racines d'un tel polynéme. Or le discriminant de Py est égal a —15, donc Py n’a pas de
racines réelles. Par conséquent, la matrice A n’a pas de valeur propre réelle.
2. On peut considérer A comme une matrice a coefficients complexes : A € 9, (C) avec A = A. Dans ces conditions,
le polyndéme Py est un polynéme annulateur de A qui est scindé a racines (complexes) simples, donc la matrice A est
diagonalisable (en tant que matrice a coefficients complexes) : il existe donc une matrice inversible Q € GL,(C) telle
que
Q'AQ=A

oll A est une matrice diagonale a coefficients complexes.

a- Les coefficients diagonaux de A sont les valeurs propres (complexes) de A, donc ce sont des racines de Po. Il n'y a
que deux possibilités :

AMeC et 7\2:56(0

puisque P n’a que deux racines complexes.
@ Comme A = A, alors

VAEC, VXEM1(C)y (A—-AL)X=(A—=AL)X)=(A—=AL)X)

ce qui prouve que les sous-espaces vectoriels (complexes) Ker(A — AL, ) et Ker(A — AL, ) ont méme dimension.
Par conséquent, quitte a permuter les colonnes de la matrice de passage Q, on a démontré que

Q 'AQ =Diag(A1y..., A1, A1,y A7),

m m

ce qui prouve d'une part que la dimension de E est paire :
dimE=n=2m

et donne d’autre part :
trA =mA; + mA;, detA=A"-A.
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:a Comme A et A sont les racines du polyndme unitaire Py, on sait que
AM+A=—1 etque MA =4

donc .
trA=—-m-= > et detA =4™ =22m =Qm,

& ]I faut connaitre les formules donnant la somme et le produit des racines d’un polynome, il est ici inutile d’expliciter Ay et A !

Solution 17

# Soient E, un espace vectoriel de dimension n et g, un endomorphisme de € dont le rang est égal a 1. D’aprés le Théoreme
du rang, le noyau de g est un sous-espace de dimension (n — 1) et d’apres le Théoréeme de la base incomplete, il existe une base
(ex)1<kgn de E telle que (ex)2<i<n soit une base de Ker g.

La matrice de g relative a cette base est alors de la forme

big 0 - 0
by 0 - 0
bpy O - 0

)

a Comme rg B = 1, il existe une matrice inversible P € GL,, (RR) telle que

big 0 - 0
—— by; 0 - 0
bpy O - 0

5

La premiére colonne de P~'BP sera notée C;.
Notons également Cy, ..., Cy, les colonnes de la matrice P-TAP.
& Deux matrices semblables ont méme déterminant, donc

detA = det(Cq,...,Cp)

et
det(A + B) det(A — B) = det(P~'[A + B]P) det(P~'[A — B]P)
=det(P"'AP + P 'BP)det(P~'AP — P~ 'BP)
=det(Cy + C§,Ca,...,Cy)det(C; — C§,Ca,...,Cn)
= [detA +det(Cy,Ca,...,Cn)]

[detA —det(Cq, Ca,...,Cr)] (linéarité par rapport a la premiére colonne)
= (detA)? — [det(C], Cay...,Cn)I? (identité remarquable)
< det(A?). (propriété de morphisme)

Solution 18

1. # Par définition de l'indice de nilpotence, u™ est I'endomorphisme nul tandis que I'endomorphisme u™~" n’est pas iden-

tiqguement nul. 1l existe donc bien un vecteur xo € E tel que u™T(xq) # Og et, bien évidemment, ce vecteur xo n’est pas nul.

Dans un espace de dimension n, une famille de n vecteurs est une base si, et seulement si, cette famille est libre. Il
suffit donc de vérifier que la famille .# est libre.
On considere donc une famille (o )ogk<n de scalaires tels que

Z o - uX(xo) = Og.

o<k<n
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Si les scalaires o ne sont pas tous nuls, alors I’ensemble
{0<k<n:a#0}

est une partie non vide de N et admet par conséquent un plus petit élément ko. Ainsi,

O = Z LORRTRICY
o<k<n
= > w ufxo)+ ) e uF(xo)
o<k<ko g ko<k<n
D o uf(xo)
ko<k<n
Comme 0 < ko < n, onabien (n—1) —ko € N, donc on peut composer par l'application linéaire u(™—1) ko
Op = ulmH7ko(0g) = un1ke < > au Xo)>
ko<k<n
Z ok ~u“‘1+(k_k°)(xo)
ko<k<n
= oy, u™ 1 (x0) (terme avec k = ko)

puisque u™ est I'endomorphisme nul et que n — 1 + (k — ko) > n pour tout k > ko.
On est arrivé a une contradiction :
— par hypothese sur x¢, le vecteur u Xo) n'est pas nul
— et, par hypothese sur ko, le scalaire o, n’est pas nul
— alors que le produit oy, - u™ ' (xo) est nul.
Par conséquent, tous les scalaires oy sont nuls et on a démontré que la famille .# était une base de E.
2. Toute sous-famille d'une famille libre est elle aussi libre. D’apres la question précédente, pour tout entier 0 < p <n,
la sous-famille

n71(

jp = (ue(XO))p<€<n

est libre.
Par ailleurs, comme u™ est I'endomorphisme nul,

Vp}n, up(XO):OE-
u Considérons maintenant I'image par u* de la base .7

(U (F) = (ukH(Xo))ogkn = (uZ(XO))k§€<n+k'

# Sion connait une base d’'un espace de dimension finie €, il faut s’en servir pour étudier les propriétés d’un endomorphisme de
E : c’est fait pour!

La sous-famille
¢
(u (XO))k<Z<n

est une famille libre de (n — k) vecteurs contenue dans I'image de u*, donc
rguf >n—k.

D’autre part, u Yxo) = O pour n < £ <n + Xk, donc la famille

(ul(XO))n—kgtkn

est une famille libre (en tant que sous-famille de .#) constituée de k vecteurs appartenant au sous-espace Ker u*. Cela
prouve que
dim Keru* > k.

Comme u* est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, on peut appliquer le Théoréme du rang :

n =dimE = rgu® + dim Keru*.
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On peut alors déduire des inégalités précédentes que
rgu*=n—%k et dimKeru*=k.

3. Onadémontré que dim Ker u* = k et on sait que Ker u* est stable par u (en tant que noyau d’un polynéme en w).
@ Soit Vi, un sous-espace de E de dimension k, qu’on suppose stable par u. On peut donc considérer I’'endomor-
phisme w € L(Vi) induit par restriction de u & V. Par définition,

Vx € Vi, uw(x)=ux)

et par conséquent
Vx € Vi, ug(x)=u"(x)=0¢.

L’endomorphisme uy est donc nilpotent.
D’une maniere générale, I'indice de nilpotence est majoré par la dimension de 1’espace, donc I'indice de nilpotence

de uy est inférieur a k = dim Vi et

“(

Vx € Vi, uf(x)=uk(x)=0¢.

On a ainsi démontré que V) C Keru*.
Mais dim Ker u* = k (d’apres la question précédente) et dim Vi = k (par hypothese). Donc Vi = Ker u* (inclusion
et égalité des dimensions [finies]).
@ On a ainsi démontré que Ker u* était le seul sous-espace stable par u dont la dimension est égale a k.

Solution 19

Ce systeme différentiel (linéaire, a coefficients constants) peut s’écrire sous forme matricielle :

X'(t) = AX(t) avec X(t)= (z((g) LX) = <x’(t)>

A_(_3] _31>_412]

ou1 | est la célebre matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.

@ On se souvient alors que
1 1 1 1
(1) =2() e o) =0 ()

ainsi que

En posant
o= (7 ) ectam,
on a donc
Q'JQ = Diag(2,0)
et donc

Q 'AQ =4I, — Q'JQ = Diag(2,4).

@ On pose alors
vio = (34 ) =@ "xw

et on obtient
u’'(t) = 2u(t)

Y'(t) = Diag(2,4)Y(t), c’est-a-dire {v’(t) — av(t)

Ce systeme peut étre résolu de téte : la fonction X est solution du systeme différentiel initial si, et seulement si, il existe

deux constantes a et b réelles telles que
u(t))  [ae?t
veer, (41) = (ben

c’est-a-dire

La solution générale est donc
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Solution 20

1. Supposons que H soit un hyperplan de E. Par définition, il existe une droite D telle que
E=H®D

et comme D est une droite, il existe un vecteur u (non nul!) tel que D = K - u. Pour tout vecteur x € E, il existe donc un
unique couple

(ylx)) EHx K telque x=y+(x) u. (5)
On a ainsi défini une application ¢ : E — K.
» Etant donnés deux vecteurs x; et x2 dans E, il existe donc deux vecteurs y; et y, dans H et deux scalaires £(x) et
€(x2) tels que

x1=y;+lx1)-u et x2=y2+x2) u.
Pour tout scalaire &, on a donc

- x1+x2 = (o yr +y2) + [ol(x1) + €(x2)] - u.

Mais en appliquant (5) au vecteur « - X1 + X2, on a aussi

o-x1+x2= z1 Hla-x1+x2)-u
~

eH

et l'unicité de la décomposition (5) permet d’identifier terme a terme :
Vxi,x2 € (, Ve K, Llo-x1+x2)=o0cl(x1)+Lx32),

ce qui prouve que { est bien une forme linéaire sur E.

» Comme u =0 +1-uavec Or € Het1 € KK, 'unicité de la décomposition (5) nous dit que £(u) = 1, donc la forme
linéaire { n’est pas identiquement nulle.
» Sif(x)=0,alorsx=y+{(x) - u=yeH.

Réciproquement, six € H, alorsx =x+0-uavecx € Het0 € K. A nouveau, l'unicité de la décomposition (5) nous
donne {(x) = 0.

L’hyperplan H est donc bien le noyau de la forme linéaire {.

@ Réciproquement, si H est le noyau d’'une forme linéaire { non identiquement nulle, alors il existe un vecteur u tel

que £(u) # 0. Par linéarité de {, ce vecteur u ne peut étre nul et

_E(x) o Ux) .
VxeH, £x)= ) () —€<m u),
donc la différence
£(x)
Cl(w

appartient a Ker £ = H (principe de superposition).
Chaque vecteur x € E admet donc une décomposition

- ) 0,

2(u) f(u)
\ﬁ,—/
eH cK-u

ce qui prouveque E = H+ K - u.

Enfin, comme {(u) # 0, le vecteur u n’appartient pas a H et la droite dirigée par K - u est donc en somme directe
avec H.

On a ainsi démontré que E = H @ D et donc que H est un hyperplan.

# [l est utile de retenir une vision géométrique de ce résultat, plus évident qu’il n'y parait.
Considérons un espace E de dimension 3 et un plan P C E : il existe une base (€1, €3 ) de ce plan et on peut la compléter en une
base (&1, €2, €3) de E. A cette base correspondent des formes coordonnées €3, €5, €3 telles que

VueeE, u=-c¢j(u) e +e3(u)-e2+ej(u)-e3
et on voit qu’ici le plan P est le noyau de la forme coordonnée €3 :

ueP & e3(u)=0.
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Plus concretement encore, quelle que soit la base choisie dans E, le plan P peut étre représenté par une équation cartésienne, au
sens oil
u:(x,y,z) €P & ax+by+cz=0

avec (a,b,c) # (0,0,0). Le plan P apparait donc comme le noyau de la forme linéaire € définie par
Yu:(x,y,z) €E, {(u) = ax+ by +cz.

On s’est contenté de démontrer que ce cas tres particulier était en fait le cas général !

2. Soit A € M (K). Par bilinéarité du produit matriciel et par linéarité de la trace, il est clair que 'application
D(A) = [M - tr(AM)]

est une application linéaire de 9, (KK) dans I, c’est-a-dire une forme linéaire sur 9, (K). L'application ® est donc bien
une application de E = 90, (K) dans l'espace dual E* = L(M1, (K),K) des formes linéaires sur E.
@ Soient A et B, deux matrices de M, (IK) et A, un scalaire. Alors

VM e M, (K), tr[(AA+B)M] = tr(AAM +BM)
=Ar(AM) + tr(BM)
=AD(A)(M) + ©(B)(M).

Cette relation étant vraie pour toute matrice M € 9, (K), on en déduit que
O(AA +B) =AD(A) + O(B)
et donc que @ est une application linéaire de E dans E*.

# On sait que dim M, (K) = n? et que dimL(M, (K),K) = n? x 1 = n?, 'est-a-dire que I'espace de départ et I'espace
d’arrivée sont deux espaces de méme dimension (finie!). D’apres le Théoreme du rang, il suffit que @ soit injective pour que © soit
un isomorphisme.

Soit A € Ker @. Cela signifie que tr(AM) = 0 pour toute matrice M € M, (KK). Avec les notations habituelles,

n n

tr(AM) = Z Z Qi jmy i

i=1j=1
Par conséquent, en faisant varier M dans la base canonique de 91, (K),
V1<ij<n, tr(Ak;) =ai;=0,
ce qui prouve que A est la matrice nulle.
On a ainsi démontré que @ était un isomorphisme de M, (IK) sur son dual.
# Avec K = IR, on peut donner une interprétation euclidienne de ces calculs : comme
YMeM(R), @A) M) = (ATIM),

on n’a fait que redémontrer le Théoreme de représentation de Riesz.
3. La matrice C est obtenue en permutant les colonnes de la matrice I,,, donc elles ont méme rang : la matrice C est

bien inversible.
@ Multiplier & gauche par |, revient a annuler les (n — r) derniéres lignes de la matrice C. Par conséquent,

vi<r<n, tr(J,C)=0.

4. Soit H, un hyperplan de 9t,, (K). Il existe donc une forme linéaire non nulle { telle que H = Ker £ (premiére question)
et une matrice A non nulle telle que
¥ M e M, (K), (M) = tr(AM).

Comme A n’est pas nulle, son rang t est compris entre 1 et n et il existe deux matrices inversibles P et Q telles que
Q 'AP=7J,, soit A=QJ.P .
Donc
YMe M, (K), ¢M)=tr(Q.J].P~'M) =tr(J,P"'M.Q)
En choisissant
M=PCQ ',

on définit une matrice inversible (produit de trois matrices inversibles) et {(M) = tr(J.C) = 0 d’apres la question
précédente. Par conséquent, 'hyperplan H contient la matrice inversible PCQ~".

On a ainsi démontré que tout hyperplan de 91,, (IK) contient une matrice inversible.
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Solution 21

@ ]l est clair que I’ensemble

F={u(x), uec A}

est contenu dans 'espace vectoriel E.
@ Comme A est une sous-algebre de L(E), alors I'application nulle w appartient a A et par conséquent

O = (UE(X) eF

Quels que soient le scalaire A € K et les vecteurs a et b dans F, il existe deux endomorphismes u et v dans A tels
que
a=u(x) et b =v(x).

Par conséquent,
Aa+b=(Au+v)(x).

Or Au +v € A (une algebre est stable par combinaison linéaire), donc
Aa+beF

Ainsi, ’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E.
@ Une algebre est, par définition, unitaire, donc Ig € A et donc

x=1Ig(x) €F

Comme x # Og par hypothese, le sous-espace F n’est pas réduit a {Og }.
@ Soit a € F:il existe doncv € A tel que a = v(x).
Pour tout u € A, la composée u o v appartient a A (stable par o, qui est la multiplication interne), donc

u(a) = (uov)(x) €k

Le sous-espace F est donc stable par .A. Comme il n’est pas réduit a {O¢}, il est par hypothese égal a E.
@ Pour touty € E, onadoncy € Fet, par construction de F, il existe donc u € A tel que y = u(x).

Solution 22

1. Toute matrice M € M, (K) admet un polyndme minimal Py € K[X]. Or les racines du polyndme minimal sont
les valeurs propres et M est inversible, donc 0 n’est pas racine du polynéme minimal. Ainsi, le coefficient constant du
polyndéme minimal n’est pas nul :

Po=X4+ag 1 X T+ 4 a1X+ay avec ap #0.
Comme P est un polynéme annulateur de M, on en déduit que
M+ ag 1M 4 M A aoly = 0n

et donc que
M(Md71 + ag_1 Ma—2 +- -+ axM+ aq In) =—aopln,

ce qui prouve que le polynéme

—1

P= a—(Xd*‘ +ag X 4 aX + a1)
0
vérifie M~ = P(M).
2. Le polyndme P qu’on vient d’exhiber dépend de la matrice M.
S’il existait un polynéme P indépendant de la matrice M (entre les deux questions, seule la position des quantifica-

teurs est modifiée), alors il faudrait en particulier que

YA€ K* th):%%

et donc que

VAEK*, P(A)=-.

» SiK =R oulK = C, la propriété précédente est impossible (limite & I'origine ou a l'infini!). Il n’existe donc pas de
polyndéme universel !
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» Si K = 7/27, alors
VAeK*, A=A

et le polynome P = X vérifie la condition nécessaire.
Ily a 16 = 2* matrices dans M, (K), parmi lesquelles six sont inversibles.

1 0 1 1 1 0

0 1 0 1 1 1

0 1 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1
On peut vérifier que ces six matrices vérifient AZ = 1,, c'est-a-dire A~ = A. Autrement dit, le polyndéme X convient
pour toutes les matrices de GL;(Z/27).

» Cen’est pas vrai dans GL3(Z/27Z) puisque les matrices

0 0 1 01 0
A=1|1 0 0 et AT'=10 0 1
010 100

sont distinctes.

# Cela prouve que le polynome X n’est pas universel, cela ne prouve pas qu’il n’existe pas de polynome universel !

» Quels que soient I'entier n > 1 et le nombre premier p, 1’'espace vectoriel 9., (Z/pZ) ne contient que p™ matrices,
donc le groupe GL,, (Z/pZ) est fini.

En parcourant 1’ensemble des matrices inversibles de 9, (Z/pZ), on n’a donc qu'un nombre fini de polyndmes
minimaux.

Le ppcm de ces polyndmes est donc un polyndéme annulateur commun a toutes les matrices de GL,, (Z/pZ) et le
raisonnement de la premiere question permet d’en déduire qu’il existe un polynéme universel P tel que

VM e GLn(Z/pZ), P(M)=M"".

Solution 23

On raisonne par l’absurde, en supposant qu’il existe un endomorphisme @ de E tel que ®* = D.
@ On considere le vecteur f = [x — e~ *] € E et on pose alors

g=®(f) e E.
Ce vecteur g n’est pas nul, car
®(g) = Do D(f) = D(f) = —f # Of.

Le vecteur g est donc un vecteur propre de D associé a la valeur propre —1 :
D(g) = (®o®) o ®(f) = D[(® o @)(f)] = DID(f)] = —D(f) = —g

par linéarité de @.
@ Mais chercher les vecteurs propres de D associés a la valeur propre —1 :

équivaut a résoudre 1'équation différentielle y’ = —y.
Les solutions de cette équation différentielle constituent la droite vectorielle R - f, donc il existe A € R tel que
g=A-f.
@ Par linéarité de @, on en déduit que
D(g)=A-O(f) =A-g.

Mais, par définition de g,
®(g) = (P o ®)(f) = D(f) = -,

donc
f=—A-g=—A-(A-f)=—A?-1.

Comme f # Og, on en déduit que A* = —1, ce qui est impossible puisque A € R. CQFD
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Solution 24

1. On connait un polynéme annulateur de A et il est scindé :
Xt =X* =X (X=1)(X+1).

La matrice A est donc trigonalisable. Comme notre polyndme annulateur possede une racine double, rien ne prouve
pour le moment que la matrice A soit diagonalisable. On sait cependant que le spectre de A est contenu dans ’ensemble
des racines du polynéme annulateur connu :

Sp(A) C {0,£1}.

@ Si{£1} C Sp(A), alors en fait
Sp(A) = {£1}

et en particulier A est inversible. Par conséquent, il reste A2 = I,, et A admet X?> — 1 = (X — 1)(X + 1) pour polyndme
annulateur. Comme ce polyndme annulateur est scindé a racines simples, on en déduit que A est diagonalisable.

# Dans ce cas, le polynome (X — 1)(X + 1) est en fait le polynome minimal de A.

2. Dans un second temps, on a
{£1} C Sp(A) C {0, +£1}.

» Sin =2, alors A possede au plus deux valeurs propres distinctes, donc Sp(A) = {&1} et, pour les mémes raisons que
précédemment, la matrice A est diagonalisable.

» Sin =3etsiSp(A) ={0,+£1}, alors A est une matrice de 913 (IR) qui possede trois valeurs propres distinctes, donc A
est diagonalisable (et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles).

> Sin =3 etsiSp(A) ={=£1}, alors A est inversible et, comme plus haut, elle est donc diagonalisable.
» Sin =4, la matrice

vérifie bien A* = AZ mais

AA—L)A+L)=A’—A= o _1|#0

0
donc son polynéme minimal est X*(X — 1)(X + 1), ce qui prouve que A n’est pas diagonalisable.

# On aurait pu aussi observer que le noyau de A était une droite et que, par conséquent, la somme des dimensions des sous-espaces
propres était égale a 3 (et pas a 4) pour conclure.

Solution 25

Si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors

AX =AX

donc la matrice
M= (X X) € M, (K)

n’est pas la matrice nulle (puisque X n’est pas la colonne nulle) et
fA(M) =AM = (AX .-+ AX) =AM
donc M est un vecteur propre de fa associé a A.
#1 Les matrices
X 0 - 0), (0 X 0 - 0), ...
o -+ 0 X 0, (0 - 0 X)

forment une famille libre de n vecteurs propres de fa associés a A. Si la matrice A est diagonalisable, alors on peut définir une
base de Mt 1 (R) constituée de vecteurs propres de A et en déduire une base de M, (R) constituée de vecteurs propres de f : cela
prouve que f 5 est diagonalisable.
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@ Réciproquement, s’il existe une matrice carrée

M=(C; C; -+ Cp)#0n
telle que
fa(M) =AM,
alors
(ACi ACz -+ ACnh)=AM=AM=(AC; ACz --- ACy).

Comme M # 0y, il existe au moins une colonne C; non nulle et comme
AC; = ACj,
on en déduit que A est aussi une valeur propre de A.

Solution 26

1. Pourk =0,onadetA = =1, donc A est inversible en tant qu’élément de (I'algebre) M, (R).
Cela dit, d’apres les formules de Cramer,

A.Com(A)" = detA.l,, = +1,,.

Puisque les coefficients de la comatrice sont des déterminants de matrices extraites de A (et donc de matrices a coefficients
entiers), la comatrice appartient a 0%, (Z) et la matrice A est donc inversible dans I'anneau 9ty (Z).
2. Supposons que det B # 0. D’apres la propriété de morphisme de det et 'hypothese,

+1

2 kL) =
Vi 0,2n], det(AB ! +kly) = T-o

Dans cette identité, le parametre k prend (2n + 1) valeurs et 'expression det(AB~! + kI,,) prend au plus deux valeurs :
cette expression prend donc 1'une des valeurs au moins (n + 1) fois.
Or l'application
[A+— det(AL, + AB™")]

est une application polynomiale de degré n : c’est le polyndome caractéristique de la matrice —AB~'.

Si une application polynomiale prend (n + 1) fois la méme valeur, il n’y a que deux possibilités : ou bien elle est
constante, ou bien son degré est au moins égal a (n + 1). Quoi qu’il en soit, son degré ne peut pas étre égal a n. Notre
hypotheése est donc absurde, on a démontré que det B = 0.

Solution 27

# Pour se lancer dans la démonstration qui suit, il faut commencer par traduire I'énoncé : deux matrices semblables ont toujours
méme image par @.

On note, comme de coutume, E; ; (pour 1 < i,j < n) les matrices de la base canonique de 91,, (IR).

@ Soit D = Diag(1,2,...,n). Pouri # j, lamatrice D +E; j est une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux
sont deux a deux distincts. Cette matrice est donc diagonalisable et semblable & la matrice diagonale D (mémes valeurs
propres avec les mémes multiplicités).

Par hypothese, ¢ (D + E; ;) = @(D) et par linéarité de o,

Vi#j, o(Ei;)=0.
@ Pour tout 1 < i< n, les matrices Eq ;1 et E; ; sont semblables : la matrice de permutation

0 1
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vérifie Pf’lEi,iPhi = Ey,; et par conséquent, @(Ei ;) = @(Eq,1).

# Autre point de vue : la matrice Eq 1 représente I'application linéaire

[(Xh-'wxn) — (XhO»---)OH
dans la base canonique (e, ..., eyn) et la matrice E; ; représente cette méme application linéaire dans la base
(e1,€2,...,€i-1,€1,€i11y...,€n).

En posant A = ¢(E;,1), ona donc
n n n
p(A) = Z Z aij@(Ei;) = Z aiid =AtrA
i=1j=1 i=1
pour toute matrice A € M, (R).

Solution 28

Comme u admet n = dim E valeurs propres distinctes, cet endomorphisme est diagonalisable :

n
E= @ Ker(u— Ay I)
k=1

et ses sous-espaces propres sont des droites :
Vi<k<n, dimKer(u—AI) =1.

Si v? = v, alors u et v commutent (ce sont deux polyndmes en v) et par conséquent, tout sous-espace propre de u
est aussi stable par v. Comme les sous-espaces propres de u sont des droites, leurs vecteurs directeurs respectifs (qui
sont par construction des vecteurs propres de u) sont donc des vecteurs propres de v.

Autrement dit, quelle que soit la base
&= (£1)°'-)En)

constituée de vecteurs propres | pour u | considérée,

Matg(u) = Diag(A1,...,An) =D et Matgz(v) =Diag(r,...,1un) = A.
Mais u = v?, donc D = A? et par conséquent
Vi<k<n, pi=>A.

@ On distingue alors les cas suivants.

» Sil'un des Ay au moins est strictement négatif, le probleme posé n’a pas de solution. (On travaille sur un espace
vectoriel réel, donc les ;. doivent étre réels).

» Si tous les Ay sont strictement positifs, alors

V]gkgﬂ, Hk:i\/)\k-

Il y a donc 2™ choix possibles pour la famille (k)1 <k<n et donc 2™ endomorphismes v tels que v? = .

» Sil'un des Ay est nul (A; = 0 par exemple), alors les (n — 1) autres sont strictement positifs (puisqu’ils sont deux a
deux distincts) et il y a cette fois seulement 2"~ choix possibles pour la famille (1)1 <k<n (puisqu’on a nécessairement
1 = 0) et donc seulement 2™~ ! endomorphismes v tels que v = u.

Solution 29

1. Lamatrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable : ses valeurs propres sont réelles et ses sous-espaces
propres sont deux a deux orthogonaux.

# Je n'ai pas envie de calculer le polyndme caractéristique de A, méme si ¢a ne pose aucune difficulté particuliére, je vais me
débrouiller autrement.)
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# Pour gagner un peu de place, je vais systématiquement assimiler les matrices colonnes et les vecteurs de R3.

» La deuxiéme colonne de la matrice A nous indique que 1 est une valeur propre de A. De plus, le rang de

00 2
A-Iz=[0 0 0
200

est égal a 2, donc Ker(A —I3) =R - (0,1,0).
» La trace de A est égale a 3 et comme A est diagonalisable, il existe deux réels 1 £ « tels que Sp(A) ={1 —; 1; 1+ o).
Le déterminant de A est égal a —3 (calcul rapide) et aussi a 1 — «?, donc o = 2 et

Sp(A) = {—1; 13).

» Comme
2 0 2 -2 0 2
A+I3=10 2 0 et A—3l3=(0 -2 0|,
2 0 2 2 0o =2

onaKer(A+1I3) =R-(1,0,—1) etKer(A —3I3) =R - (1,0,1).
» En posant

1 01
P=(0 1 0],
1 0 1

on a donc “
PAP = A < Diag(—1, 1, 3)

d’apres la formule de changement de base (les colonnes de P forment une base de vecteurs propres de A, respectivement
associés aux valeurs propres —1, 1 et 3).

# On constate que les trois droites propres sont, comme annoncé, deux a deux orthogonales.
On aurait pu choisir une base orthonormée de vecteurs propres (ce qui nous aurait donné une matrice de passage P orthogonale),
mais ici, ce n'est pas franchement utile et j’ai privilégié la simplicité de la matrice.

2.  Enposant

VteR, X(t)= [yt

il s’agit ici de résoudre 'équation différentielle linéaire et homogene du premier ordre (sous forme résoluble)
VteR, X'(t) = AX(t).

Nous allons résoudre ce systeme en utilisant les éléments propres de A.

#o Ce systeme différentiel est mal choisi : il s’agit en fait de résoudre d’une part I'équation différentielle y’ =y et d’autre part le
systeme
xX'=2x+ z
{ z/ = x+ 2z

qui est associé a une matrice de S»(IR) : on n’est donc pas vraiment en dimension 3...

@ Premiere méthode.
En posant

on constate que, pour tout t € R,

X'(t) = AX(t) & P .X'(t) =P .AX(t)
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I s’agit donc en fait de résoudre le systeme différentiel (découplé) suivant.

u'(t) = —u(t)
v(t) =v(t)
w'(t) = 3w(t)
La solution générale est de la forme

u(t) =Kj €7t, v(t) = Kzet,

w(t) =Kz et
donc X = (x,y, z) est une solution du systeme étudié si, et seulement si, il existe trois constantes d'intégration Ky, K et
K3 telles que

Kie '+ Kse3t
vteR, X()=PY()= Kyet .

—Kj e t4 K3 e3t
& Le systeme différentiel étant maintenant résolu, on doit considérer que I’exercice est terminé.

Cela dit, le cours nous dit que la solution X peut s’exprimer en fonction de la position initiale X(0) a 'aide de I'exponentielle
de matrice :

VteR, X(t)=exp(tA).X(0)
avec
x(0) —z(0)
Ky 2
K> Y(0) =P~ 'X(0) y(0)
K3 x(0) +y(0)
2
On en déduit (apres avoir calculé P~) que
3t —t 3t —t
e —5 e 0 ¢ . e <(0)
X(t) = 0 et 0 y(0)
e3t _ et et L et
5 0 5 z(0)

exp(tA)
et comme la colonne X(0) est quelconque, on peut en déduire exp(tA) par identification.
Mais ce calcul est plutot fastidieux.

. Deuxiéme méthode

On a trouvé une base orthogonale de vecteurs propres pour A :

1 0 1
W=|0], W=|[1], us=|o].
1 0 1

D’apres le cours, la projection orthogonale Py sur la droite R - Uy est donnée par

Py = uk.u['
u[.uk
On en déduit trés facilement que
1 1 0 -1 0 0 0 1 1 0 1
P1:§~ 0 0 0,P2:01O,P3=§-OOO.
-1 0 1 0 0 0 1 0 1
Les valeurs propres associées aux vecteurs propres U;, U, et Uz étant —1, T et 3 respectivement, on en déduit que

vVneN, At =(=1)"-P;+1"-P, +3™-P3
et donc que

VteR, exp(tA)=e ' P;te'-Py+e3t.P;.
On en déduit enfin que la solution générale du systéme étudié est

X(t) = exp(tA).X(0) = ™" - P1X(0) + e - P2X(0) + €' - P3X(0).

# Cette méthode pour calculer exp(tA) est préférable a la précédente (cet avis n’engage que moi).
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Solution 30

On utilise les notations habituelles pour les vecteurs de la base canonique :

1 0 0
E;=10 , E2= 1 , E3= 0
0 0 1

@ Analyse

» Si une telle matrice A existe, alors A* = (A%)? = 03, donc A est nilpotente et son indice de nilpotence est strictement
supérieur a 2. Comme l'indice de nilpotence d’une matrice de M3 (RR) est inférieur a 3, on en déduit que l'indice de
nilpotence de A est égal a 3 et donc que A3 = 0;.

En particulier, la matrice A n’est pas inversible, dim Ker A > 1 et

R-E; =ImA? Cc KerA

puisque A3 = A x A? =0;.
» On vient de remarquer que le vecteur Eq appartient 8 InA? C ImA. Par ailleurs, KerA C KerA? = [z = 0] et
dimKer A < 2.

SidimKer A = 2, alors rg A = 1 (Théoréme du rang) et d’apres les inclusions précédentes,

ImA=R-E; C[z=0] =KerA.
Dans ces conditions, A2 = A x A = 03, ce qui contredit I’hypothese de 1’énoncé. Donc dim Ker A = 1 et par conséquent
KerA =ImA? =R - E;.

La premiere colonne de A, égale a AE;, est donc la colonne nulle.

» La deuxiéme colonne de AZ, égale a AZE, = A(AE;) = 0, nous dit que AE; (la deuxiéme colonne de A) appartient
au noyau de A. Elle est donc proportionnelle a E; : il existe o € R tel que

AEZ = (XE]

et comme E; ¢ Ker A =R - Ey, le scalaire « ne peut pas étre nul.
» Enfin, la troisiéme colonne de A? vérifie :
1
E; = A%E; = —AE,
104

et par conséquent
1
A(AE; -~ ;) =0.
o
Connaissant le noyau de A, on en déduit qu’il existe donc un réel {3 tel que

AEs— 1E, = BE;.
048

11 existe donc deux réels @ € R* et 3 € IR tels que

0 ¢ B

A=(0 0 TV«

0O 0 0

@ Synthese
11 est clair que

0« B\> /0 0 1
0 0 V] =10 0 0
0 0 O 0 0 0

quels que soient les réels x € R* et p € R.
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Solution 31

1. Onasupposé que A+ A3 = 0. Si la matrice A était inversible, on pourrait en déduire que I3 + A% = 03 et donc que
det(A?) = det(—I3) = (—1)* =—1.

Or det(A?) = (det A)? et comme det A € R, il est impossible que (det A)?> = —1. Donc la matrice A n’est pas inversible.
2. Le polyndme X + X3 = X(X2 + 1) est un polyndme annulateur de f et les facteurs X et X + 1 sont premiers entre
eux (ils sont irréductibles et ne sont pas associés). Le Théoreme de décomposition des noyaux donne directement

R3 = Ker f @ Ker(f* +1).

3. On a démontré que la matrice A n’était pas inversible. Comme f (représenté par A) est un endomorphisme d'un
espace de dimension finie, la non-inversibilité de f prouve la non-injectivité de f (Théoréme du rang). Autrement dit,
Ker f # {Og}.
4. Comme Ker f # {Og}, il existe un vecteur non nul ¢; dans Ker f.

Comme f # wg, le sous-espace Ker(f? +I) nest pas réduit a {Og} et il existe donc un vecteur non nul ¢, dans
Ker(f? +1).

Le sous-espace Ker(f2 +1) est stable par f (c’est le noyau d’un polyndme en f), donc le vecteur €3 = f(e,) appartient
aussi a Ker(f? +1).

Si (€2, €3) était liée, alors il existerait A € R tel que

fle2) =e3 =A- ¢
donc ¢; serait un vecteur propre de f associé a A\. Mais comme ¢, € Ker( f2 4+ 1), on aurait aussi
—ey =f(e2) =N - &2

et donc A = —1, ce qui est impossible. On a donc une famille libre de deux vecteurs dans le sous-espace Ker(f? +I).
Comme les deux sous-espaces Kerf et Ker(f? + I) sont supplémentaires dans R>, que dimKerf > 1 et que
dimKer(f2 +1) > 2, on a donc
Kerf=R-e; et Ker(f>+1) = Vect(es,e3),

ce qui prouve que (&1, €2, £3) est une base de R? et dans cette base la matrice de f est bien égale a B : les matrices A et B
sont donc semblables.

Solution 32

1.a. Comme u est un endomorphisme d’un espace de dimension finie égale a 2n, on déduit du théoréme du rang que

dimKeru =2n —rgu =n. (6)

Par ailleurs, comme u? = 0, on a aussi
Imu C Keru. (7)

On a établi une inclusion et 1’égalité des dimensions (finies!), donc les deux sous-espaces sont égaux :

Imu = Keru. (8)
1.b. Comme la dimension de Imu est égale a n, il existe une base (eq,...,en) de Imu et, par définition de I'image, il
existe une famille (en41,..., exn) de vecteurs tels que
V1<k<n, ex = u(enix).
Vérifions la famille Z = (eq,...,en,€nt1,...,€2n) est bien une base de R>" : pour des raisons de dimension, il

suffit de prouver que % est une famille libre. Si les scalaires Ay (1 < k < 2n) sont tels que

2n
Z Ak - ex = 0, (9)
k=1

alors
n 2n
Z7\k “u(enyk) + Z Ax -ex =0.
k=1

k=n+1
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Par linéarité de u et comme u? = 0,
2n n
0= Z Ak -ulex) = ZAnJrk'ek-
k=n+1 k=1

Par construction, la famille (es, ..., en) est libre, donc les scalaires An 11, ..., Azn sont tous nuls. Il ne reste de (9) que

i)hekzo.
k=1

A nouveau, la famille (e; ,...yen) est libre, donc les scalaires Aq, ..., A, sont tous nuls : on a prouvé que & était une
famille et (donc) une base de R?™.
@ Comme u? =0,
VI<k<n, ulex) =u*(ensk) =0.

D’autre part, par définition de la famille %,
Vn+1<k<2n, u(enix) =ex.

Donc la matrice de u relative a cette base 4 est bien la matrice voulue.
2.a. D’apres le Théoreme du rang,

dimKeru = dim R>" —rgu=3n—2n=n. (10)
Comme u3 = wou? =0, il est clair que
Imu? C Keru (11)
et en particulier
rgu? < dimKeru =n. (12)
Comme Ker u est un espace de dimension n (10) contenu dans Ker u?, il existe une base (e1,..., e, ) de Keru et on peut

compléter cette base pour obtenir une base de Keru? :
2
Vect(€1,...,€ny Ently..-,&r) = Keru~. (13)
—_———
base de Ker u

On en déduit que
Keru @ Vect(eni1,..., &) = Keru?. (14)

La famille (u(en1),...,u(er)) est libre : en effet, si

Z Ak -u(ex) =0,

k=n+1

alors

Dans ces conditions, la combinaison linéaire

k=n+1
appartient a la fois a Keru et a Vect(en41,...,¢;), alors que ces deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe.
Par conséquent, cette combinaison linéaire est nulle et comme la famille (en41,..., &) est libre, on en déduit que les
scalaires An 41, ..., Ar sont tous nuls.
Comme u? = 0, la famille (u(£n+1 Yyurn ,u(sr)) est une famille libre de (r — n) vecteurs dans Keru. Comme

dim Keru = n par (10), on en déduit que (r —n) < n, c’est-a-dire
dimKeru? = r < 2n. (15)

D’apres le Théoreme du rang,
rgu? = dimR*™ —dimKeru? >3n—2n=n (16)

et d’apres (12) et (10), on a donc
rgu? =n = dim Keru. (17)
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Avec l'inclusion (11) et I’égalité des dimensions, on a prouvé que
Imu? = Keru.
2.b. Considérons une base (ey,..., e, ) de Imu?. Il existe donc une famille (€541, ..., e3n) telle que
V1<k<n, ex=u’(eanik)

et on pose
Vi<k<n, enyk= u(eZn+k)'

On vient de définir une famille

33:(e],...,en,en+1,...,ezn,€2n+1,...,€3n)

= (u2(62n+1 )) v )uz(eSn))u(eZn+1 )» .. ')u(e3n)) €2ntly.e) e?)n)-

1 suffit bien entendu de vérifier que cette famille est libre pour démontrer que c’est une base de R3™. Considérons donc
une relation de liaison :

3n
0= Z Ay ey = Z A - u(eanix) + Z Ak - u(eanik) + Z A2n4k - €2n4k
k=1 k=1 k=1 k=1

et appliquons u? : comme u? = 0, il reste seulement

Z Ak - u?(ex) Z?\zn+k ek

k=2n+1
et comme la sous-famille (es, ..., en) est libre par construction, on en déduit que A1 = -+ = Azn = 0. Il reste alors

2n

0=> A ex= Z M- u?(eanii) + Z Anix - uleanx)

k=1 k=1 k=1

et on applique u. Comme u® =0,

0= Z Atk - u?(€2n4k) Z Atk - k.

k=1
On obtient, comme précédemment, ainsi que A1 = - -+ = Az, = 0. Il reste donc seulement
n
S h
k=1
d’ot1 on déduit enfin que A = --- = A, =0.
. Comme u(er) =u(eany1) =0,..., u(en) =u3(e3n) = 0 et comme, par construction méme,

Vi<k<n, ulenq) =ex et ulernix) =enix,
la matrice de u dans cette base a exactement la forme voulue.

Solution 33

1. La premieére colonne de A nous montre que 1 € Sp(A). Le rang de la matrice

00 0
N=A-L=[0 1 -1
0 1 —I

est égal a 1, donc le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 1 est le plan d’équation [y —z = 0].

La trace de A est égale a 3 et c’est aussi la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité. Comme 1 est
une valeur propre de multiplicité au moins 2 (= dimension du sous-espace propre), on en déduit que 1 est en fait valeur
propre triple.

La multiplicité de la valeur propre 1 étant strictement supérieure a la dimension du sous-espace propre associé a 1,
on en déduit que A n’est pas diagonalisable.
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2. Soit f, I'endomorphisme de R3 représenté par la matrice A dans la base canonique %,. S'il existe une base % =
(e1,€2,¢3) telle que
Mats(f) =T,

alors le vecteur €3 est choisi hors de Ker(f —I), le vecteur ¢, est 'image de €3 par f —I et le vecteur ¢ est choisi de telle
sorte que (€1, €2) soit une base de Ker(f —1I).

Choisissons €3 = (0,1,0). Il faut alors e, = f(e3)—e3 = (0,1, 1) et on peut choisir ¢; = (1,0, 0) (qui vérifie I'équation
du plan Ker(f —I) sans étre proportionnel a ¢;).

11 est clair que la matrice

1 00
P =Maty, (e1,€2,e3) =0 1 1
01 0

est inversible, ce qui prouve que # = (&1, €2, £3) est bien une base de R3.
Enfin, par construction des vecteurs ¢y, on a bien

f(e1) = €1, f(e2) = &2, f(e3) =e2+e3
ce qui prouve que NMatgz(f) =T.
Les matrices A et T sont donc bien semblables.

3. D’apres ce qui précede, T =P~ 'AP, donc A = PTP ! et

VneN, A"™Zprnp-1,

On vérifie facilement (récurrence, bindme...) que

10 0
vYyneN, T"=10 1 n|=nT—n-1)Is.
0 0 1

Par conséquent,
1 0 0
vVneN, A“(;)nA—(n—l)Igz 0 n+1 —m
0 mn T—nm

# On a utilisé deux fois (x) le fait que I'application [M — PMP~'] est un morphisme d’algebres.

4. On a déja défini la matrice N. Il est clair que N est nilpotente d’indice 2 (c’est-a-dire N # 03 et N? = 03). Comme
toute matrice commute a I3, on peut appliquer la formule du bindme et en déduire que

n
- _ LLATNY Y\ yk
At =(I3+N)" =13+ (1)1\1 +> <k>N =I3+nN.
k=2
# Ce n'est vraiment pas trés différent des calculs qui précedent...

Solution 34

1. Par définition, le noyau de f, contient les vecteurs e; — e3 et e;. Comme la famille (eq, ey, e3) est libre, les vecteurs

e9=1-e14+0-ex3+(=1)-e3 et e2=0-e7+1-e2+0-¢e3

sont linéairement indépendants, donc dim Ker f, > 2.
Par ailleurs, le vecteur
e3="fqler)=a-e1+1-e2—a-e3=a-¢7+1-¢;

n’est pas nul (en tant que combinaison linéaire d"une famille libre dont les coefficients ne sont pas tous nuls) et appartient
al'image de fq. Donc le rang de f, est au moins égal a 1.
D’apres le Théoreme du rang,

Kerf, = Vect(eq,e2) et Imf,=C-(a-e1+¢2).
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2. La matrice de f, dans la base (e1, e, e3) est égale a

a 0 a
A=1 0 1
—a 0 —a
La matrice de f, dans la base (e1, €2, e1) est égale a
0 0 a
Al=10 0 1
0 0 0

D’apres la formule du changement de base, ces deux matrices sont semblables.
3. Testclair que (A’)? = 03. Comme A et A’ sont semblables, A% = 05.

# On pouvait aussi remarquer que Im fq C Ker o pour conclure encore plus vite.
La matrice A est donc nilpotente. Comme elle n’est pas nulle, elle est donc nilpotente d’indice 2 : son polynome
minimal est égal a X? et son polyndme caractéristique a X>.
4. Puisque A est nilpotente, son spectre est égal a {0}. Cette matrice n’est donc pas inversible.
Si elle était diagonalisable, alors elle serait semblable a la matrice nulle et donc en fait égale a la matrice nulle. La
matrice A n’est donc pas diagonalisable.
Solution 35
1. Il estclair que { est linéaire de R, [X] dans R[X]. De plus,

VP e Rn[X], degP’ < degP
donc
VP e RnX], deg(P)< max{degP,degP’}<degP<n

donc P (P) € Rn[X] pour tout P € R, [X] : 'application 1 est bien un endomorphisme de R, [X].
2. Ilestclair que (1) =1et que
Vi<k<n, PpXk)=x*4kxE

donc

Cette matrice est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous différents de 0, donc elle est inversible.
3. Ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc Sp{ = {1}.
Pour n > 2, la matrice est distincte de I,,, donc elle n’est pas diagonalisable.

#v La seule matrice semblable d la matrice identité 1, est la matrice 1,, elle-méme.
De ce fait, la seule matrice diagonalisable dont le spectre soit réduit a {A} est la matrice AL, matrice de I"homothétie de rapport
A

En revanche, pour n = 1, elle est diagonale (soupir).

Solution 36

1. L’hypothese faite sur A peut se traduire matriciellement par

(1 HA=(1 1).

Par conséquent, si AX =, alors
uy = U(AX) = (UA)X = UX

c’est-a-dire : y1 +y2 = x1 + x2.
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2. D’apres la question précédente,

avecyy; +y2 =1—1=0,donc

A(j]) —yi-(1 ).

Cela prouve que le vecteur (non nul!) (1,—1) est un vecteur propre de f associé a la valeur propre y;. D’apres les
coefficients de A, la valeur propre y; est aussi égalea (a —b).
3. SiV = (x1,x;) est un vecteur propre de A, alors

AV =A-V,

donc x1 +x2 = A - (x1 +x2). 51 V n'est pas colinéaire a (1,—1), alors x1 + x, # 0 et par conséquent A = 1.

# Latracede Aestégaled a+d =a+ (1 —b) = (a—Db) + 1:c’est bien la somme des deux valeurs propres qu’on a trouvées.

Solution 37
1. PourtoutA € R,

2-A 2 -3
det(A—AI3)=12—A 5—A =2 (Cr «Ci+C+Cy)
2-A 3 =A
1T 2 -3
=(2-A)1 5=A =2
1 3  -A
12 -3
—2-A)0 3-A 1 q%z:iz_?)
0 1 3—-2A s
=(2—=A)2(4—=A).

Donc le polyndéme caractéristique de A est (X —2)%(X —4) : le spectre de A est égal a {2;4}. Les matrices

1 2 =3 -1 2 -3
A-2I3=[-1 3 =2 et A—4l3=|-1 1 =2
-1 3 =2 -1 3 —4

sont toutes les deux de rang 1, donc la matrice A n’est pas diagonalisable.
Ces matrices nous indiquent que

1 -1
Ker(A—-2I3)=R- (1) etque Ker(A—4I3)=R- ( 1 ) .
1 1

2. Comme (X —2) et (X — 4) sont scindés et n’ont pas de racine commune, ils sont premiers entre eux, donc (X — 2)?2
et (X —4) sont premiers entre eux et, d’apres le théoreme de décomposition des noyaux,

R> = Ker(A —413) & Ker(A — 213)2. (%)

2 =1 =1
(A=203)*=|-2 1 1
-2 1 1

nous indique que Ker(A — 2I3)? est le plan d’équation [2x —y — z = 0]. Comme le vecteur (0, 1,—1) appartient a ce plan
sans étre colinéaire au vecteur (1,1,1) (qui dirige Ker(A — 213)), on dispose d’une base de Ker(A — 213)2.

@ On constate que
0 5
(A=2I3)[ 1 ]=1[5].
—1 5

La matrice
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La matrice
-1 5 0
P=11 5 1
1 5 -1

est donc inversible : c’est la matrice de passage de la base canonique a une base adaptée a la décomposition (x), constituée
d’un vecteur propre £ associé a 4; d’un vecteur propre e, associé a 2 et d'un vecteur &3 tel que

(A —2I3)(e3) = €2, Cest-a-dire Aez=0-e7+1-€e3+2-¢3.

D’apres la formule de changement de base,

4 0 0
PTAP=(0 2 1
0 0 2
@ 5i B est une matrice telle que
2 0 0
P'BP=(0 v2 « ],
0 0 V2
alors
4 0 0
P 'B?P=(P 'BP)? =0 2 2V2«x
0 0 2

et il suffit de choisir o = 2\]—5 pour obtenir
P 'BP =P 'AP
et donc BZ = A.

# Pour ceux qui attachent de I'importance a ces détails,

L1005 5
Pl = 1
20\ o 10 —10

et le calcul explicite de B est particulierement pénible.

# On a une excellente raison de chercher P~ BP sous forme triangulaire.

En effet, si B2 = A, alors A.B = B3 = B.A, donc chaque sous-espace propre de A est stable par B et comme ces
sous-espaces sont des droites, les vecteurs ¢1 et e qui les dirigent sont en fait des vecteurs propres de B. Ainsi, P~ BP est de I
forme
0 =
B
0

*

oo

Mais de plus chaque sous-espace caractéristique Ker(A —AI3)™ de A est stable par B (cette notion n’est pas au programme),
donc P~"BP est diagonale par blocs :

oo
* *¥ O

0
*
*
Cela nous indique sous quelle forme chercher P~'BP et nous assure qu'il n'y a pas beaucoup d’autres solutions que celle qu’on vient

d’exhiber.

3. SiB était diagonalisable, alors B> = A serait aussi diagonalisable : aucune des solutions de 1'équation n’est donc
diagonalisable.
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Solution 38

1.a. Supposons que A soit inversible.
Soit A € K. D’apres la propriété de morphisme du déterminant,

det(Al, — BA) = det(AA~! — B).detA
=detA.det(AA~' — B) = det(Al, — AB).

Cette égalité étant vérifiée pour tout A € K (avec K = R ou C, donc ensemble infini), on en déduit que le polynome
caractéristique de AB est égal au polyndme caractéristique de BA.

1.b. Onsait que le groupe linéaire GL,, (IK) est dense dans 91, (K) (toute matrice A est limite d’une suite (Ag)xen de
matrices inversibles) et, pour tout A € K, les applications

[A — det(Al, — AB)] et [A — det(Al, — BA)]

sont continues (ce sont des applications polynomiales en fonction des coefficients de A).

Comme ces deux applications sont égales sur GL,, (IK), elles sont aussi égales sur ’adhérence de GL,, (K), c’est-a-
dire sur M, (K).

Autrement dit, quelles que soient les matrices A et B dans 9, (K), les matrices AB et BA ont méme polynéme
caractéristique.
2.a. En choisissant une base # (quelconque!) de E, et en notant A et B, les matrices qui représentent f et g dans la
base %, on déduit de la question précédente que f o g et g o f ont méme polyndme caractéristique, donc mémes valeurs
propres avec les mémes multiplicités.

Comme A est, par définition, une valeur propre de f o g, on en déduit que A est aussi une valeur propre de g o f.

a Soit x € Ey. Alors (f o g)(x) = Ax (par définition de E»). On en déduit que

g[(fog)(x)] =Ag(x),
c’est-a-dire

(gof)[g(x)] =A-g(x)
ou encore que ¢(x) appartient a Ker(go f —AI) =F,.

De la méme fagon, on démontre que
Vy € Ker(gof—Al), fy) € Ker(fog—AI).
2.b. Six € E, etg(x) =0g, alors
A-x = (fog)(x)="T(0g) =Og.

Comme A # 0 par hypothese, on en déduit que x = Og. Autrement dit, en restriction a E,, 'endomorphisme g est injectif
et par conséquent
dim g(E») = dim E,.
D’apres l'inclusion précédente, dim E) < dim F,.
On démontre de la méme maniere que dimF, < dim E, et donc que les deux sous-espaces propres E, et Fp ont
méme dimension.

# Si A est inversible, alors AB = A(BA)A ™ et cette égalité toute simple montre que AB et BA sont semblables. Dans ce cas, il
est clair que les polyndmes caractéristiques sont égaux et que les sous-espaces propres sont deux a deux isomorphes !

Solution 39
1. Pourtoutx € R,

dettxig—p) <[ 2~ B
_ IxIz—vA —pA -
C xI—=vA  xI3 (C1 = Ci+Craveca+ B =)
_px—=vA  —BA B
B 03 xI3 + BA (L~ La—1Ly)

et par conséquent, comme 3 # O ety # 0,

det(xIs — B) = det(xI3 — yA) det(xI; + BA) = (—By)*xa (3)“ (%")
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puisque le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des blocs diagonaux.
a Comme le rang de A est égal a 1, son noyau est de dimension 2 (Théoreme du rang). Et comme A est diagonalisable,
son polyndme caractéristique est de la forme
Xa =X*(X—a)

avec a € R*. Le polyndme caractéristique de B est donc égal a

XHX = ay)(X + ap).
Comme a # 0 et que  + v # 0, la matrice B admet donc trois valeurs propres distinctes : 0 (de multiplicité 4), ay
(simple) et —af} (simple).

#y D’apres le cours, une matrice est diagonalisable si, et seulement si, son polyndme caractéristique est scindé (c’est le cas pour
B) et si la multiplicité de chaque valeur propre est égale i la dimension du sous-espace propre qui lui est associé.
Par ailleurs, on sait que la dimension d'un sous-espace propre est comprise entre 1 et la multiplicité de la valeur propre.
Par conséquent, la matrice B est diagonalisable si, et seulement si, la dimension du sous-espace propre Ker B = Ker(B — 0I¢)
est égale a 4.

2.  Onsuppose que AX = 0. D’apres les regles du calcul matriciel par blocs,
X aAX
(- ()
0\ _(BAX) _
() =(%57) -

Par hypothese, dim Ker A = 2, donc il existe deux colonnes linéairement indépendantes X; et X telles que kerA =
Vect(Xj,X2). On déduit des calculs précédents que les colonnes

() (%) (%) ()

appartiennent au noyau de B. Comme X; et X, sont linéairement indépendantes, on en déduit facilement que ces quatre
colonnes sont linéairement indépendantes et donc que dim Ker B > 4.

3. Comme la dimension d'un sous-espace propre est majorée par la multiplicité de la valeur propre, on en déduit que
dim Ker B = 4 et que B est diagonalisable.

@ Pour les mémes raisons,

Solution 40

1. Les deux premieres colonnes de A ne sont pas proportionnelles, donc rg A > 2. Les colonnes C;, ..., C, sont
proportionnelles, donc rg A = 2.

D’apres le Théoreme du rang, la somme du rang et de la dimension du noyau est égale au nombre de colonnes,
donc dimKer A =n — 2.
2. Lamatrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable (Théoreme spectral).
3. Pour une matrice diagonalisable, la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace
propre qui lui est associé. Par conséquent, la multiplicité de la valeur propre 0 est égale a (n — 2).

# En général, la multiplicité d"une valeur propre est supérieure ou égale a la dimension du sous-espace propre qui lui est associé.

4. Comme le polyndme caractéristique de A est un polynome de degré n dont les racines sont les valeurs propres de
A, que ce polyndme admet 0 pour racine de multiplicité (n — 2) et que ce polyndme est scindé dans R[X] (puisque A est
diagonalisable), on a

Xa = X" (X = a) (X — B).

Or la trace de A est la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, donc
T=trA=Mn—1)x0+1-a+0-p

donc oc + 3 = 1: on peut donc noter A et (1 — A), les deux valeurs propres non nulles de A.
#y Pour l'instant, on ne sait pas si A # /2, donc rien ne prouve que ces deux valeurs propres soient distinctes.
5. Comme A est diagonalisable, son polyndme minimal est scindé a racines simples et ses racines sont les valeurs

propres de A. Donc
Ao = X(X=A)(X=T+A) ou pa=X(X-14)
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(selon que A # 1/2 ou A = 1/2). Par définition, le polyn6me minimal est un polynéme annulateur.
Dans les deux cas, le polynéme
X(X=A)(X=14+A)

est un multiple du polynéme minimal et donc un polynéme annulateur.

# En calculant les coefficients diagonaux de A2, on trouve que

tr(A?) = (ikz) +ik2 _ n(2ﬂ+1);n+])—3‘
k=1 k=2

Comme A est diagonalisable, on sait aussi que
tr(A%) = (n—=2)-0* + A+ (1A =2\ =22 + 1.
Donc les valeurs propres A et (1 — ) sont les deux racines de I"équation

2n+1T)n+1)-3

X2 —ax4+1="1 3

On en déduit d'une part que

n(n+%)(n+1))

X(X—?\)(X—1+?\):X-<X2—X+1— .

et d’autre part que A # /2 (puisque le terme constant, égal au produit des racines, est toujours négatif).
Pour ceux que ce genre de précisions vaines amusent, les valeurs propres A et 1 — A sont

1 n2n+1)n+1)
(1R )

Solution 41

1. La matrice M admet X* — 4X? = X?(X — 2)(X + 2) pour polyndme annulateur. Or les valeurs propres de M se
trouvent parmi les racines de tous les polynomes annulateurs de A, donc

Sp(M) C {0, +21.

2. Ondistingue deux cas.

@ Silamatrice M est inversible, alors M2 = 413, donc elle admet le polynome (X—2)(X+2) pour polynéme annulateur.
Comme ce polynome est scindé et que ses racines sont simples, on en déduit que la matrice M est diagonalisable.

@ Si la matrice M n’est pas inversible, alors 0 est une valeur propre de M. Par conséquent, elle admet trois valeurs
propres distinctes : 0, —2 et 2 et comme elle appartient a 9t3(IR), elle est diagonalisable.

# En dimension n > 4, on ne pourrait pas conclure puisque les deux matrices suivantes vérifient les hypotheéses de I'exercice :

2 0 0 O 2 0 00
0 =2 0 O 0 =2 0 O
0 0 00 0 0 01
0 0 00 0 0 00

alors que seule la premiere est diagonalisable.

Solution 42

1. Si MX = AX, alors M¥X = A*X pour tout k € N (par récurrence a partir de k = 1) et, par combinaison linéaire,
P(M)X = P(A).X pour tout polyndme P € K[X].

Si P est un polyndme annulateur, alors P(A).X = 0 et si A est une valeur propre, alors on peut choisir X # 0 (qui est
alors un vecteur propre de M associé a A) et en déduire que P(A) = 0.
2. Si M est symétrique, alors 1’équation devient M2 + M — I,, = 0,,. Dans ce cas, la matrice M admet P, = X2 + X — 1
pour polyndme annulateur. Comme A =5 # 0, ce polyndme est scindé a racines simples et comme la matrice M admet
un polynéme annulateur scindé a racines simples, elle est diagonalisable.
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# Comme M est une matrice a coefficients complexes, il est hors de question d’appliquer le Théoréme spectral pour conclure.

@ Comme 0 n’est pas une racine du polyndme annulateur X + X — 1, ce n’est pas non plus une valeur propre de M,
donc la matrice M est inversible et son déterminant n’est pas nul.

a Comme M est diagonalisable, sa trace est la somme de ses valeurs propres comptées avec multiplicité. D’apres le
polyndéme annulateur, il y a au plus deux valeurs propres, de multiplicités respectives m € N et (n —m) € N. Donc

—1-v5 —mn (2n—m)}V5

trM=m-

—14+5
—z e 2 2 2

2

Si la trace de M était nulle, alors on aurait

m)

V=" eq,

2n—m

ce qui est faux. Donc tr M # 0.
3. D’apres l'équation, M = I, — M?. En transposant 1’équation,

I =M+ (M2 =M+ (I, — M?)?

c’est-a-dire

On = (In - MZ)Z - (In - M)
=(In— M) [(In - M)(In + M)z - In]
= (In — MM(L, - M — M?).
La matrice M admet donc P4 = (1 — X)X(X? + X — 1) pour polyndme annulateur. Ce polyndme est scindé a racines
simples :
L e e
) ) 2 ) 2

donc la matrice M est diagonalisable.
4. D’apresl'équation,
MT = (I, = M)(I, + M).
On sait que M est inversible si, et seulement si, MT est inversible.
Comme —1 n’est pas une valeur propre de M (ce n’est pas une racine de P4), on en déduit que (I,+M) est inversible.

Par conséquent, M est inversible si, et seulement si, (I, — M) est inversible.
Autrement dit : M est inversible si, et seulement si, 1 ¢ Sp(M).

#v L'alternative est donc la suivante : ou bien

—14++5
Sp(M) C {T}
ou bien Y
—1++/5
{0,1} C Sp(M) C {o, 1, #}
Solution 43

1. T estclair que A°C = C = CB® et, par hypothese, A'C = CB'.
S'il existe un entier k > 1 tel que A*C = CB¥, alors

A1 = AARC "R A.CB* = AC.B¥ = CB.B* = C.B**'.

On a ainsi démontré par récurrence que A*C = CB* pour tout k € N.
Par combinaison linéaire, on en déduit que P(A).C = C.P(B) pour tout polynéme P.
2. Quelles que soient les matrices My, ..., M, dans M, (C),

det(M; ---M,) = [ [ detMy € C.
k=1

Un produit de complexes est nul si, et seulement si, I'un des facteurs est nul et le produit de matrices M; --- M,. est
inversible si, et seulement si, son déterminant n’est pas nul. Par conséquent, le produit M - - - M, est inversible si, et
seulement si, det M # 0 pour tout k, c’est-a-dire si toutes les matrices My sont inversibles.
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@ Supposons que le spectre de A et le spectre de B soient des parties disjointes de C et notons P, le polynéme carac-
téristique de B. En tant qu’élément de C[X], ce polynome P est scindé :

T

P=(X— ™.

k=1
Comme P(B) = 0,, (Théoreme de Cayley-Hamilton), on déduit de ce qui précede que
P(A).C=C.P(B) =0,

alors que la matrice
PIA) = (A— )™ x o x (A= i)™

est inversible en tant que produit de matrices inversibles (les valeurs propres px de B ne sont pas des valeurs propres
de A'!). On en déduit que C = 0y, ce qui est impossible par hypothese.

On a démontré par 1’absurde que les matrices A et B admettaient une valeur propre commune.
3. Considérons une valeur propre A € C commune aux matrices A et B. Par définition, ni la matrice (A — Al ), nila
matrice (B — AL, ) ne sont inversibles.

D’apres le Théoreme du rang, la dimension de Ker(A — Al ) est au moins égale a 1 et la dimension de Im(B — Al )
est au plus égale a (n — 1). Par conséquent, il existe une matrice C # 0, telle que

Im(B—Al,) CKerC et ImC C Ker(A —AL,).

# Si(e1,..., &) est une famille libre de cardinal v < n, on peut la compléter en une base (e )1<k<n de E.
Si (w1, ..., uq) est une famille libre de cardinal q > 1, alors il existe un endomorphisme ¢ de E tel que

VI<k<r, o@ex)=0g e Vr<k<n, o¢ex)=1u.

Il est clair que Vect(eq,..., &) C Ker@ et quelm @ = C-uy C Vect(wy,...,uq); en particulier, ¢ n’est pas l'endomorphisme
nul.

On en déduit que C.(B — Al,) = 0, = (A — Al,).C et dong, apres développement et simplification, que CB = AC.

Solution 44

1. Par définition,

Al 1.A%B
1 _
w6 )

et il est clair que

A° 0.B
MO:IZ_“:(OH AO),

On vérifie par récurrence que
A% kA*TB
k _
vVkeN, M*= ( o, AK .

# Sans 'hypothése AB = BA, la démonstration par récurrence ne serait pas possible!

On en déduit par combinaison linéaire que
_ (P(A) P'(A).B
VPeClXl, PM)= ( o, PA) |-

2. D’apres la question précédente, P est un polyndme annulateur de M si, et seulement si, P(A) = P’(A).B = 0y,.
@ 5i M est diagonalisable, alors elle admet un polynéme annulateur P qui est scindé a racines simples.

Si P et P’ admettaient un facteur irréductible commun, ce serait un facteur de la forme (X — «) (irréductible dans
CI[X]!) et dans ce cas, « serait une racine (au moins) double de P : c’est impossible. Par conséquent, P et P’ sont premiers
entre eux.

On déduit alors de la relation de Bézout que la matrice P/(A) est inversible et donc que B = 0,,.

@ Réciproquement, si A est diagonalisable et si B = 0,,, alors A admet un polynéme annulateur P scindé a racines
simples et
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donc P est aussi un polynéme annulateur de M, ce qui prouve que M est diagonalisable.
@ Variante : si Q7 TAQ = A, alors
Q 0\ '3 (Q On)_ (A On
0n Q on Q) \0n A)°

Solution 45

Comme les matrices A et AT commutent,
BP = (AT)P.AP =0,,.

Or la matrice B est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable (Théoréme spectral). Etant diagonalisable et n’admet-
tant que O pour valeur propre, la matrice B est donc nulle.
Pour toute matrice colonne X € Mt 1 (R), on a donc

0=X".B.X = (AX)T.(AX) = || AX||%.
Par conséquent, AX = 0 pour toute matrice colonne X et donc A = O,.

Solution 46

1. Version longue (en récitant le cours)
Pour une matrice A € M, (IR), il n'y a que trois possibilités :
— ou bien son polynéme caractéristique est scindé a racines simples (soit A > 0);
— ou bien il admet une racine double (soit A = 0);
— ou bien il est irréductible (soit A < 0).
Autrement dit :
— ou bien cette matrice admet deux valeurs propres distinctes et, dans ce cas, elle est diagonalisable;
— ou bien elle n"a qu’une seule valeur propre :

XA = (X—2A)?

et dans ce cas,
— ou bien cette matrice est une homothétie : A = Al (ce n’est pas le cas ici);
— ou bien cette matrice est trigonalisable mais pas diagonalisable;

— ou bien elle n’est méme pas trigonalisable.

Ici, le polyndme caractéristique de A est égal a

X2 —(trA)X +detA =X?>—2X+1=(X—-1)?

et par conséquent A est trigonalisable mais pas diagonalisable.
@ Version courte
La trace de A est égale a 2. Comme la trace est aussi la somme des deux valeurs propres, cela suggere d’étudier le

cas A = 1. Or la matrice
-2 —4
A-l= ( 12 )

n’est pas inversible, donc 1 est bien valeur propre de A.

D’apreés la trace, 1 est donc la seule valeur propre de A, ce qui prouve que A est trigonalisable (le polynéme carac-
téristique est scindé et admet 1 comme racine double), mais pas diagonalisable (sinon, A serait semblable a I, et donc
en fait égale a I,).

2. D’apresl’expressionde A — I,

(21) cKer(A—1,) et (A-13) <_O]> = (21)-
(3 () ()

1 est clair que (€1, €2) est une base de R? et comme

On est ainsi conduit a poser

Ae; =¢1 et Aey=¢1+ €2,
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on déduit de la formule de changement de base que

# On sait que (A — 1) = 0, et donc que
Im(A — Iz) C Ker(A — Iz).

Quel que soit le vecteur €, choisi, on aura forcément
(A—TI))(e2) e Ker(A—1) =R - ¢

et donc
JaeR, Aey=¢r+ x-¢€1.

Six =0,alors e, € Ker(A —1;) =R - €3, donc €, serait proportionnel a €7 : ce serait un mauvais choix !
En conséquence, quel que soit €, non proportionnel a €1, la famille (e1, €2) est une base et, d’apres la formule du changement
de base, la matrice A est alors semblable a
1 «
o %)

Inutile de s’inquiéter, on est siir de trouver une matrice de passage convenable !
x(t) . Crrs L P
3. Enposant X(t) = y(t) )’ le systeme différentiel a résoudre peut s’écrire

VteR, X'(t)=AX({).

En posant alors

cette équation équivaut a I’équation

Y'(t) =P '.X/(t) = PTAP.PTTX(t) = WLY(t)

u —u=v
v —v=0

On en déduit dans un premier temps qu’il existe une constante K, telle que

c’est-a-dire au systeme suivant.

v(t) = Ks.et.
La premiére équation devient alors
u'(t) —u(t) = Ky.et

et il existe une constante K; telle que
u(t) = Ky.e' + Ky.teh.

(On rappelle qu’il existe une recette simple pour trouver une solution particuliere de 1’équation complete : il suffit de
I'appliquer.)
En conclusion : (x,y) est une solution du systéme différentiel étudié si, et seulement si, il existe deux constantes K

et K, telles que
x(t)\ B (2 =1\ [(Kyet +Kytet
VteR, (y(t)) =X(t) =PY(t) = <_] 0 ) < Kyet
o (2K — Kz).et + ZKz.tet
- —Kj.et —K,.tet

2K — K 2K
_ ot 1 2 t 2
=e ( e ) + te (—Kz) .

@ Variante
On déduit de la formule du bind6me que

1 n

vYn e N, U“z(o 1

) =nU+ (1—n)l,.
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Par conséquent,
VnelN, A"=nA+(1-n)L =L +nA-1).

On en déduit que

“+o00 tn
VteR, exp(tA)= ZF-A“:et~Iz+tet-(A—Iz)
n=0

et donc que
VteR, X(t)=exp(tA).X(0) =e".X(0)+ te'.(A —1,).X(0).

Solution 47

1. Le systeme (S) peut aussi s’écrire sous la forme d’"une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre a
coefficients constants sous forme résoluble :

o 1 -1

VteR, X'(t)=AX({t) avec A=|—-1 0 1
1 -1 0

Comme I = IR est un intervalle, la Théorie de Cauchy-Lipschitz nous assure que, pour la condition initiale particuliere
(t = O)X(O) = (]>0»0)>)

le systeme (S) admet une, et une seule, solution.
2. En tant que fonctions polynomiales des fonctions x, y et z (qui sont de classe ¢! sur I), les fonctions f = x +y + z
etg= x2 + yz + z2 sont de classe ! et, d’apres (S),

VteR, f'(t)=x"(t)+y'(t)+z'(t)=0
g'(t) = 2(x(t)x'(t) + y(t)y'(t) + z(t)z' (1)) =0

donc les fonctions f et g sont constantes sur l'intervalle 1.
D’apres la condition initiale, f(0) = g(0) = 1.
La trajectoire

M= {(x(t),y(t),z(t), t € R}

est donc contenue dans l'intersection du plan affine d’équation [x+y+z = 1] et de la spheére d’équation X2 4y?+z2 =1]:
elle est donc contenue dans un cercle.

REMARQUE.— Il est trop tot pour établir que l'inclusion réciproque est vraie.

#v Variantes
w Si AX = AX, alors A" X = A" X pour tout entier n € N et par conséquent,

N

N
: thAT (tA)™
YVNeEN, ) = X=) X
n=0 n=0

1l est clair que le second membre tend vers et - X. Comme I'application
M — MX]

est continue (application linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension finie), on déduit du théoreme de composition des
limites que
lim (MaX) = ((fim Ma).X

N—+o0 N—+o00

et donc, par unicité de la limite, que
VteR, exp(tA)-X=e . X

Ce qui vaut pour les colonnes vaut aussi pour les lignes : comme
(1 1 1)-A=(0 0 0)=0-(1 1 1),

alors
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. On peut aussi remarquer que g(t) = X(t) T.X(t).
» On en déduit que

VteR, ¢'(t)=

X'w]"
=0

X(t) + XX (1) = [AX(1)] "

X))+ X)) TAX) = X(t) T (—A)X(E) + X(H) TLAX(1)

puisque la matrice A est anti-symétrique.

» Mais on peut procéder d'une autre maniere! Comme X(t) = exp(tA).X(0), alors

VteR, X(t)".X(t)=X(0)".lexp(tA)]".exp(tA).X(0) = X(0) ".exp(tAT).exp(tA).X(0) = X(0) ".exp(0,).X(0)
= X(0)".X(0)

ce qui prouve que ['expression g(t) = X(t) T.X(t) est bien indépendante de t.
3. La matrice A étant anti-symétrique, elle n’est pas diagonalisable dans 913 (IR) mais elle I'est dans M3 (C) (un peu

de culture mathématique ne peut pas nuire).
Comme je n’ai pas envie de calculer dans C, je vais calculer le polynéme minimal de A pour en déduire I'expression

générale des puissances de A.
-2 1 1
Al=(1 =2 1 etque A’ =-3A.
1

1 =2

» On vérifie sans peine que

On en déduit (de proche en proche, par tatonnements) que

VpeN, AT =(-3)PA etque VpecN*, A% =(-3)P 1A%

# Le polynome X3 + 3X = X(X? + 3) est un polynéme annulateur de A, c’est méme son polyndme minimal et son polynome
caractéristique — mais c’est inutile de le savoir, ¢a ne simplifierait pas nos calculs.

On en déduit que

+oo 3)P— 1t2p +oo _3)P¢2p+]
VteR, exp(tA) —13+(Z >.A2+(Z((ZQ+W>.A

p=1 p=0
I L AN A 2 = S T D
I3+¢§'<pzo i) 3(; B
B 1 ,]  sinv3t cosV3t ,
—{13—3A}+ 7 “A+ 3 “A%.

En tenant compte de la condition initiale,

X(t)=l~ —51 +\/§'[cosﬁt-]~ _12 +sin\f3t.i. _01 }
3 —1 3 \/g 1 \fz 1
pour tout t € R.

Comme les deux vecteurs qui apparaissent dans le crochet sont unitaires et orthogonaux, on reconnait bien le
paramétrage d’'un cercle de rayon /2/3 et de centre 1? - (5,—1,-1).
On vérifie sans peine que ce cercle est contenu dans le plan [x +y +z = 1].

Solution 48

1. Lepolyndome X3 — 2X + 1 admet 1 pour racine évidente. On en déduit que
—2XHT=X=1XP+X=-1)=X-1)(X—a)(X—P)
ot {o, B} = {(—1 £ V5)/2).

Le polyndme X3 — 2X — 4 admet 2 pour racine évidente. On en déduit que

—2X—4=(X=2)(X>+2X+2)
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et X2 4+ 2X + 2 est irréductible dans R[X].
2. Considérons une base # = (e1, ¢2) de R? et 'endomorphisme u de R? représenté par la matrice D dans cette base
B.
Comme D est diagonale, les vecteurs de % sont des vecteurs propres de u, associés aux valeurs propres —1 et 4. Les
sous-espaces propres de u sont donc des droites vectorielles.
@ S5iun endomorphisme v commute a u, alors tout sous-espace propre de u est aussi stable par v. Par conséquent, les
droites R - €1 et R - €, sont stables par v, ce qui signifie que les vecteurs ¢; et ¢, sont aussi des vecteurs propres pour v.
Ainsi, si v commute a u, alors Matz(v) est diagonale.
@ Réciproquement, sila matrice Matz(v) est diagonale, alors elle commute & D (deux matrices diagonales commutent
toujours) et par conséquent les endomorphismes u et v commutent.
En conclusion, les matrices qui commutent a D sont exactement les matrices diagonales.

# Plus généralement, si D € M, (IK) est une matrice diagonale admettant n valeurs propres deux a deux distinctes, les matrices
qui commutent a D sont les matrices diagonales.(Méme démonstration!)

3. SiM € 9M;,(R) vérifie M3 —2M = D, alors M et D commutent (puisque toute matrice M commute a tout polyndme
en M) et d’apres la question précédente, M est une matrice diagonale :

a O
M- (3 0).
a’ —2a 0 (-1 0
0 b2—2b)  \ 0 4)°

D’apres la premiere question, il y a trois possibilités pour a : 1, cc et 3 et une seule pour b : 2. Les solutions sont donc

(02 (52 (82)

4. Lamatrice A est triangulaire, donc ses coefficients diagonaux : —1 et 4 sont ses valeurs propres. En tant que matrice
de M, (R) ayant deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable et semblable a la matrice D : il existe donc une
matrice inversible P telle que P~'AP = D.

La conjugaison étant un morphisme d’algebres,

L'équation M3® — 2M = D devient alors

M3 -2M=A «— P 'M3P-2P '"MP=P 'AP
& (P'MP)®> —2(P"'MP) =D.

10
P=(% )

convient (ses colonnes sont des vecteurs propres de A associés respectivement a —1 et a 4). Par conséquent, les solutions
de M3 — 2M = A sont les matrices

1 0 1 ox 0 1 B 0 1
p0<0 2)1»0, p0<0 Z)Po, "0(0 2>p0.

1. Lerangde (1) (pourn =1)etde (} 1>(pourn:2)estégalél.

A partir de n = 3, les deux premiéres colonnes de M ne sont pas proportionnelles, donc son rang est au moins égal
a 2. Les autres colonnes de M sont égales a C; ou a C;, donc le rang de M est en fait égal a 2.
a ['image de M est engendrée par les colonnes de M. On en déduit que

On est donc ramené a I'équation précédente.
@ [ est clair que la matrice

Solution 49

Im M = Vect(Cq, C3).

2. L'image d’un endomorphisme f est (toujours!) un sous-espace stable par f, donc 'endomorphisme g est bien dé-
fini. D’apres le cours, si f est diagonalisable, alors I'endomorphisme induit par restriction de f a un sous-espace stable
quelconque est également diagonalisable.
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# Une histoire de polyndme annulateur — mais si, mais si, mais si, VOUs VOUS en souvenez...

@ Si on ne se contente pas d'une telle réponse, on peut calculer
MC;=2-C;=0-C2+2-C; et MC;=(n—-2)-C2+2-Cy,

donc la matrice de g relative a la base (C,, Cy) est
0 n—2
B — (2 ; )

Le polynome caractéristique de B est égal a
X? —2X+2(2—n),

donc B admet deux valeurs propres distinctes :

1+v2n—-3.

Pour chaque valeur propre A de g, le sous-espace propre est une droite vectorielle (DEUX valeurs propres distinctes pour
un endomorphisme du PLAN Im f) et cette droite vectorielle est dirigée par le vecteur

(m—2)-Ca+A-Cy.

# Pour trouver le noyau de B — AL, € M, (RR), il suffit de trouver une proportion entre les deux colonnes de cette matrice.

Solution 50

1. En écrivant

1 /o a a?
A+—-Iz3=|1 Vo 1],
¢ Ya Yot Va
on constate que cette matrice n’est pas inversible puisque C3 = aC,. Cela prouve que —1/, est une valeur propre de A
et que le vecteur (0, a, —1) est un vecteur propre associé a cette valeur propre.
2. Ilestclair que det A =2 et que tr A = 0. En considérant A comme une matrice & coefficients complexes, il existe deux
complexes « et {3 tels que

T aipo0 et —*P_y
a a

Les deux nombres « et 3 sont donc les racines du trindme
5 1
X4+ —X—2a.
a

Les valeurs propres de A sont donc
—1 1
— et —(1xvV1+8a3).
a 2a ( )
# Comme a > 0, la premiére valeur propre est négative et la deuxiéme est positive. Comme les deux derniéres sont distinctes, si

A admet une valeur propre double, alors il faut que
i — l(] —\/1 —|—8C13)
a 2a

et donc que a = 1.
Pour a =1, le sous-espace propre associé a —1 est le plan d’équation

x+y+2z=0]

et la droite propre associée a la valeur propre 2 est évidemment la droite R - (1,1,1) — "évidemment”, car les sous-espaces propres
d’'une matrice symétrique réelle sont deux a deux orthogonaux.
Dans la suite, on supposera donc a # 1 pour que la matrice A ait trois valeurs propres distinctes.

3. Comme A admet trois valeurs propres deux a deux distinctes, les sous-espaces propres sont des droites vectorielles.
On peut donc déduire du calcul précédent que

: 0
Ker(A n a13) ~R. a



Réduction des endomorphismes 62

Soit A € {a, B}, 'une des deux autres valeurs propres de A.

# Comme les deux valeurs propres « et (3 sont en quelque sorte conjuguées 'une de I'autre, on peut effectuer les deux calculs
simultanément, en se bornant a savoir que la valeur propre A vérifie la propriété

)\2+%—2a:0

c’est-a-dire
aA? +A—2a% =0. (%)

On sait, par la discussion précédente, que le rang de A — Al3 est égal a 2. Si le déterminant de la matrice

—A a
1T —A

est nul, alors A2 = a et on déduit de I’équation (x) que a = 1, cas que nous avons déja traité. Par conséquent, le rang de
la matrice 2

A a a

B= ( T = 1 )
est égal a 2. Cette matrice est constituée des deux premieéres lignes de la matrice (A — Al3), donc
(A—=A3)X=0 = BX =0,

c’est-a-dire Ker(A —Al3) C Ker B. Or ces deux matrices ont méme rang et méme nombre de colonnes, donc leurs noyaux
ont méme dimension (Théoréme du rang), donc ces deux matrices ont méme noyau.

# La troisieme ligne de A — Al3 ne fait que compliquer les calculs sans apporter d'information supplémentaire !

Or
A a o 0 a—A* a’+A
< 1 A 1 > ~ <] Y 1 > (L1 « L1 +ALy)
donc le sous-espace propre de A associé a A est la droite dirigée par la colonne
a+Aa?
a4+ A
A —a

#v ]l s’agit seulement de résoudre un systeme triangulaire!

En conclusion, pour a > 0 et a # 1, la matrice

0 a+waa? a+pa?
P=|a a?+a a?+B

-1 o*—a B?-a

est inversible et

e 0 0
P'AP=| 0 « O
0 0 B

oo+ =T"qetapf =—2a.

Solution 51

1. Soit A € Sp(A). Alors il existe une colonne X # 0 telle que AX = AX et donc telle que
j-AX =j-(AX), soit (j-A)X=(A)-X

et comme X # 0, cela prouve que jA € Sp(jA).

#v Plus généralement, quel que soit le polynome P et la valeur propre A € Sp(A), le scalaire P(A) est une valeur propre de la
matrice P(A).
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Comme A et jA sont semblables, elles ont méme spectre et par conséquent jA € Sp(A).
2. Comme A est une matrice a coefficients complexes, son spectre n’est pas vide. Il existe donc au moins une valeur
propre A € C pour A.

D’apres la premiere question, jA € Sp(A) et, par conséquent, j°A € Sp(A) (en vertu du vieux principe : Tunt que je
gagne, je joue).

Si A # 0, alors A, jA et j2A sont trois valeurs propres deux a deux distinctes de A. Comme A € M, (C), c’est
impossible.

Par conséquent, A = 0 et donc Sp(A) = {0}.
3. Comme A est une matrice (2,2) a coefficients complexes, son polyndme caractéristique est un polyndme unitaire
de degré 2 et, d’apres la question précédente, ce polyndme admet 0 pour seule racine. Donc xa = X? et, d’apres le
Théoréme de Cayley-Hamilton, A2 = 0,.
4. Dans 2M13(C), on peut poser

1.0 0 i 0 0
A=[0 j 0], dou jA=|0 j2 0
0 0 j2 0 0 1

Les deux matrices A et jA sont diagonales et ont les mémes coefficients diagonaux avec les mémes multiplicité, donc
elles sont semblables — et A # 03.

# Pour permuter circulairement les valeurs propres, il suffit de permuter les vecteurs de la base. Une matrice P telle que P~V AP =
jA est donc par exemple

0
P=1
0

—_ O O

1
0
0

Solution 52

w CasA=0
Puisque E est un espace de dimension finie, le réel 0 est une valeur propre de uov si, et seulement si, det(wov) = 0.
Or

det(vou) =detv.detu =det(uov) =0
donc 0 est aussi une valeur propre de v o u.

# Variante sans déterminant.
Si 0 n'est pas une valeur propre de v o u, alors v o u est injectif, donc w est injectif, donc (Théoréme du rang, puisque u est un
endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie) u est inversible. De ce fait, I'endomorphisme

v=(vou)ou!

est injectif comme composé d’endomorphismes injectifs et w o v est alors injectif (pour la méme raison).

@ CasA#0
Soit x € E, un vecteur propre dewovassociéa A # 0:

u(v(x)) =A-x # 0

(puisque A # 0 par hypothese et x # O en tant que vecteur propre). Par conséquent, v(x) # Og et en composant par v
I'égalité précédente, on obtient
v[u(v(x))] =v(A-x)

c’est-a-dire
(vou)(v(x)) =A-v(x).

Comme v(x) # Og, on en déduit que v(x) est un vecteur propre de v o u associé a A.
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Solution 53

1. Pour tout 0 < k < n, le degré du polyndme Py est égal a k, donc la famille (Py)ockgn est une base de R, [X]
(échelonnée en degré).
2. Pourtoutentiern > 1,

_ n—1 _ _ n—2 _ n—2
X=D(X=D—(n-1)"""

(n—1)!

= Pn—](xf ])

On suppose que PI) =Py (X—K) pour un entier 1 < k < n (c’est vrai pour k = 1 comme on vient de le constater).
Alors

Pl — (P 1B (P (X —K)) = Pl (X — k)
=Prmk-1((X=k)—=1) (calcul précédent)
= Pn—(k+1 ) (X - (k + ]))a

ce qui prouve que notre hypothese de récurrence est vraie pour 1 < k < n.
3.a. Pour tout polyndéme Q € Ry [X],

degQ'(X+1)=degQ’'<degQ <n
et comme @, est évidemment linéaire, ’application @, est bien un endomorphisme de R, [X].
3.b. Ilestclair que @, (Py) = Po et que @, (P1) =X —1=P; —P,.
D’apres la question précédente, pour 2 < k < n,

O (Py) =P —Pu(X+1) =Px — Pr_s.

3.c. La matrice de @, relative a la base (Px)ogckgn est donc

1T -1 0 - 0
0

0
: w1 =
0 -+ - 0 1

Cette matrice est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Par conséquent, ®,, admet 1
comme seule valeur propre et il est clair sur la matrice que le sous-espace propre associé a 1 est la droite R - Py des
polynomes constants.

# On peut aussi constater que I'équation ©,,(P) = P se traduit par —P’'(X + 1) = 0 et donc P’ = 0.

4. Comme 0 n’est pas valeur propre, ®,, est inversible : c’est un automorphisme de R, [X].
@ Il est clair que @' (Py) = Po. D’autre part, comme

Vi<k<n, @,(Py)="Pr—Prq
et que, pour tout 1 <k < n,

k k
P=Po+ ) (Pi—=Pi1)=0n(Po)+ ) @u(Pi

i=1 i=1

,4
I
S
3
—~
M=
-
i
~_

alors

k
vi<k<n, ©.'(P)=) P

# Cette expression est correcte également pour k = 0.
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Solution 54
1.

# Un endomorphisme est trigonalisable si, et seulement si, son polyndme minimal (resp. son polyndme caractéristique) est scindé.
En particulier, si E est un espace vectoriel sur le corps C, tout endomorphisme de E est trigonalisable.

Puisque I'endomorphisme f est trigonalisable, il admet donc au moins une valeur propre A € C.

Le sous-espace propre Ker(f — AI) est stable par g (puisque f et g commutent). L'endomorphisme g,, induit par
restriction de g a ce sous-espace stable, est donc bien défini.

Comme dim Ker(f —AI) > 1, le degré du polyndme caractéristique de gx est supérieur a 1. On sait que le polyndme
caractéristique de gy est un diviseur du polyndme caractéristique de g et comme le polyndme caractéristique de g est
scindé, le polynome caractéristique de gx est scindé lui aussi.

Donc g) admet au moins une valeur propre p € K et il existe un vecteur non nul xo € Ker(f — AI) tel que

g(xo0) = galxo) = p - xo.

Ce vecteur x¢ est donc un vecteur propre commun a f (associé a A) et a g (associé a ).
2.a. Par définition, Imp = G, donc

VxeG, fi(x)=p(f(x)) €G et f2(x)=p(g(x)) €G.
Le sous-espace G est donc stable par f; et par g;.
2.b. Considérons une base % de E adaptée a la décomposition E =F @ G.
# Une base % de T est adaptée a une décomposition E = F @ G lorsqu’elle est obtenue en concaténant une base Py de F avec

une base ABg de G.

Comme le sous-espace F est stable par f et par g et que, d’autre part, p est la projection sur G parallelement a F,

Ar B Ag B 0 0
Mateg(f) = (Of c:) Matz(g) = ( o Ci) Maty(p) = <o 1)‘
Par conséquent,

0 0 0 0
Matz(f1) = (O Cf> et  Matz(gr) = (O C )
g

et
0 0 0 0
Matz(f10g1) = (0 C,C ) et  Matg(grof) = (O c Cf> .
g g

Mais on a supposé que f et g commutaient, donc

_ [ArAg ABg+BiCy\  [AgAr AgBr+BoCr\
mat.@(fo g) - ( 0 Cng - 0 Cng - mut.%’(g Of)

et on en déduit que 1 o gy = gy o fy.
3. Puisque le sous-espace G est stable par f; et par g1, les endomorphismes f, € L(G) et g, € L(G) induits par
restriction sont bien définis.

# On rappelle que les propositions suivantes sont équivalentes.
— Un endomorphisme u est trigonalisable;
— L'endomorphisme w admet un polyndme annulateur non nul et scindé;
— Le polyndéme caractéristique de \ est scindé;
— Le polynéme minimal de u est scindé.

Soit x ¢, le polynéme caractéristique de f. En calculant dans la base %,
Vtelk, x¢(t) = det(tl — A¢) det(tl — Cy).

En calculant dans la base 4,
Vtelk, Xf, (t) = det(tI — Cf)

donc x¢, est un diviseur de x¢. Comme X+ est scindé et que dim G > 1, on en déduit que X+, est un polyndéme non
constant et scindé.

# On a supposé que F était un sous-espace strict de E. Par conséquent, dim F < dim E et donc dim G > 1.
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D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, le polyndéme ¢, est un polynéme annulateur de f,. On en déduit que f,

est trigonalisable.
@ Idem pour g, évidemment.
4. Sin =1, les matrices de f et g sont triangulaires supérieures (et méme diagonales!) dans toute base de E.

HR : supposons que, pour un entier n > 1, quel que soit 'espace vectoriel E de dimension n, quels que soient les
endomorphismes f et g de E, si f et g sont trigonalisables et commutent, alors il existe une base de E dans laquelle les
matrices de f et g sont toutes les deux triangulaires supérieures.

Considérons maintenant un espace vectoriel E de dimension (n + 1) et deux endomorphismes trigonalisables f et g
telsquefog=gof.

D’apres la premiére question, il existe un vecteur xo qui est un vecteur propre a la fois pour f et pour g. Le sous-
espace F = IK - x¢ est donc stable pour f et pour g.

D’apres le Théoreme de la base incomplete, il existe un sous-espace G tel que E = F @ G et, dans une base BB =
PBr © HBc de E adaptée a cette décomposition,

Matz(f) = (C(l)f E';) et Maty(g) = (%9 Eg> .
g

On a démontré précédemment que les endomorphismes f; et g, induits par restriction a G, sous-espace de dimension
n, étaient trigonalisables et commutaient (puisque f; et g1 commutaient).
Par hypothese de récurrence, il existe une base ¢ de G dans laquelles les matrices de f, et g, sont triangulaires
supérieures :
Matg (f2) = Cr, Maty (f2) =T, Matg(g2) = Cq, Maty, (g2) =Ty

On en déduit que les matrices de f et g relatives a la base ¢ = %r ® € sont triangulaires supérieures :

Dﬁa’ug(f):(%f T*f) Smatcg(g)=<%9 12)

On a ainsi prouvé que I'hypothese de récurrence était héréditaire et la démonstration par récurrence est achevée.

# En notant Py, € GL,(K), la matrice de passage de g a €, la matrice

1 0
Prir=(o ) € CLur(K)

est la matrice de passage de 98 4 € et, en remarquant que

_ 1 0
PTL}F] (O Pn1) )

quelques produits matriciels par blocs nous permettent d’expliciter les matrices de f et g relatives i la base € en fonction des matrices
de f et g relatives a la base A.

# Variante géométrique
Un endomorphisme f de E, espace vectoriel de dimension n > 1, est trigonalisable si, et seulement si, il existe une famille
strictement croissante de sous-espaces vectoriels

Oe}=B0CE1CE2C#---GCER 1 GCER=E

qui sont tous stables par f.

En particulier, la dimension de Ey est égale a k (quel que soit 0 < k < dim E).

Pour établir I'hérédité de notre hypothése de récurrence, on considere B4 = K - xo (stable par f et g) ainsi qu’une famille
strictement croissante de sous-espaces vectoriels

e} &G GGG GG 1&Gh=0G

qui sont tous stables par £, et par g,. On vérifie alors que les sous-espaces Ex.11 = E1 @ Gy sont tous stables par f et g (ce qui n’est
pas totalement évident et mérite qu’on pose quelques calculs) et que

Oe}=B0CE1 G2 C#F - GCEr 1 G ER G Enyr =E
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Solution 55

1. Considérons les matrices A et B dont les premiéres colonnes sont respectivement égales a

1 0

0 1

0 —1
U=|o eta V=19 |,

0 0

toutes les autres colonnes de ces matrices étant nulles. Autrement dit :
A=UU" e B=VU'.
Il est donc clair queImA =R -UetImB =R - Vet que
XeKerA=KerB < U'.X=0.

Par conséquent, on a bien AB = 0,, (puisque Im B C Ker A) mais pas BA = 0, (puisque Im A ¢ Ker B).
2. Comme AB = 0y, on peut démontrer par récurrence que

P
Vp =1, (A+B)P =3 BP FAK
k=0
# Sil'expression développée est correcte pour (A + B)P, alors
P P P
(A+B)P = (3 BP*AK) - (A+B) = ) BPRAKT! 4 ) BPAKB
k=0 k=0 k=0
p+1 P
=) BPFUTRAK L BPHT L % BPRARTT (AB)
k=1 (k=0) k=1 -0
p+1
— Z B(P+1 ]7kAk
k=0

Pourtout1 < k<p,onak—1€Net(p—1—k) € Netdonc
tr(BPFAX) = tr(A*BPF) = tr(A* " .AB.BP ') = tr(0,) = 0.

On déduit alors de la linéarité de la trace que

Vp=>1, tr[(A +B)P] =tr AP +trBP .
k=p k=0

3. Comme onl’a mentionné, la propriété AB = 0,, équivaut au fait que Im B C Ker A. D’apres le Théoreme du rang,
rgB<n—rgA

c’est-a-dire
rgA+rgB < n.

Solution 56

1. La matrice

1 1

A

1 0—0

est diagonalisable en tant que matrice symétrique réelle (Théoreme spectral).



Réduction des endomorphismes 68

# La seconde question est la seule intéressante! Nous allons en présenter deux solutions. Un court rappel pour comprendre la
premiere : si un endomorphisme w est diagonalisable, alors

E= EB Ker(u—ATIg).
AESp(u)

Siu n'est pas inversible, alors A = 0 € Sp(u) et si u n'est pas identiquement nul, alors il admet au moins une valeur propre non
nulle.
Si Ao est une valeur propre non nulle de \w et xo, un vecteur propre de w associé a Ao, alors

1

X0 = —
Ao

“u(xo) = u(}\]—o -xo) € Imu.

Par conséquent,

E—Keru@( @ Ker(u—)\IE)).

AeSp(u)\{0}

Clmu

Comme w est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, le Théoreme du rang nous assure que

Imu= € Ker(u—AIg)
A€Sp(u)\{0}

et donc que E = Keru @ Imw.

Une derniere précision : cette derniere propriété n’est pas réservée aux endomorphismes diagonalisables! On peut démontrer
qu'’elle équivaut au fait que Keru = Ker u? ou, si on préfere, au fait que le sous-espace propre associé i 0 soit égal au sous-espace
caractéristique associé a O ou encore au fait que la multiplicité de O comme racine du polynome caractéristique soit inférieure a 1.

Et maintenant, reprenons !

2. Premiére version : on considere 'endomorphisme u € L(IR™) canoniquement associé a la matrice A. Il est clair que
lerang deuestégala2:
Imu = Vect(u(eq),u(ez)) = Vect(e; +--- + en, €1)
etque,sin > 3,
Keru = Ker(u—0-Ig) = Vect(es —ez,...,en —e2).
(Pour n = 2, le noyau de u est réduit au vecteur nul. On y reviendra a la question suivante!)

Comme u est diagonalisable, alors
E=Keru®Imu

et comme le plan P = Imu est stable par u, on peut définir I'endomorphisme v € L(P) induit par restriction de u au
plan P. Les valeurs propres non nulles de u sont alors les valeurs propres de v et les vecteurs propres de u associés a des
valeurs propres non nulles sont les vecteurs propres de v.

Le plan P admet une base naturelle : #p = (u(e1 )y u(ez)) et comme

n

u(uler)) =uler) + Y ulex) =uler) + (n—Nules)
k=2

u(u(e2)) = ufer),

1 1
AP:(n—] O)'

On en déduit que les valeurs propres non nulles de A (c’est-a-dire les valeurs propres de Ap) sont les racines du poly-
nome

la matrice de v relative a cette base %p est

X2 —X—(n—1)

c’est-a-dire
14++v4n -3
—

Cette expression moche n’est pas un probleme! En effet, les vecteurs propres associés a ces valeurs propres (qui sont
des vecteurs propres aussi bien pour u que pour v, tout est 1a!) sont représentés dans la base %p par les vecteurs non

nuls du noyau de
T-2 1
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11 suffit de regarder la premiére ligne de cette matrice (dont le rang est égal a 1 puisque A est une valeur propre de Ap...)
pour en déduire que les vecteurs propres de Ap associés a la valeur propre A sont proportionnels a

()

Ker(u—ATe) =R [u(er) + A= 1) u(e2)] =R[A-er+ ) exl.
k=2

et on en déduit que

Deuxiéme version : Comme la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 0 (alias le noyau) est
égale a (n — 2), la somme des dimensions des autres sous-espaces propres est égale a 2 et il y a donc au plus deux
valeurs propres non nulles (peut-étre une valeur propre double?). Comme A est diagonalisable, son polynéme minimal
est scindé a racines simples et par conséquent son degré est au plus égal a 3. (De plus, comme 0 € Sp(A), le terme
constant du polyndéme minimal est nul.)

On prend le temps de poser le calcul :

n 1—1 2n—1 n—n
1T 1—1 n 1T—1
si bien que la famille (I,,, A, A?) est libre et que
A3 =AZ+(n—1A,
ce qui prouve que le polyndéme minimal de A est égal a
X3 —X2—(n—-1)X.
On en déduit sans difficulté les trois valeurs propres de A et les sous-espaces propres comme plus haut.

# La dimension des sous-espaces propres nous permet d’en déduire que le polyndme caractéristique de A est égal a

XX =X—(n—1)).

3. Comme le rang de A est égal a 2, il n'y a que deux cas possibles :
— sin > 3, alors la matrice A n’est pas inversible et det A = 0;
— sin = 2, alors

de’cA—'1

1 o‘__L



