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MP

Composition de Mathématiques
Le 18 décembre 2024 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

<& | — Probleme <&
On considere la matrice
3 -1 1
A=1(2 0 1] emM(R)
1 -1 2

et on note f, 'endomorphisme de E = R3 représenté par la
matrice A dans la base canonique de E.

L’objectif de cet exercice est d’obtenir de deux maniéres diffé-
rentes la décomposition de Dunford de la matrice A, c’est-
a-dire un couple de matrices (D, N) tel que

A=D+N

oit la matrice D est diagonalisable; la matrice N est nilpo-
tente et les deux matrices D et N commutent :

DN = ND.
1. Démontrer que

E = Ker(f —Ig) @ Ker(f — 21¢)?.

15 On explicitera les matrices A — T et (A — 20)2.

2. Lamatrice A est-elle diagonalisable?

Partie A.
3. Déterminer un vecteur e; tel que

Changement de base

Ker(f —Ig) =R - eq,
puis un vecteur e; tel que

Ker(f —2Ig) =R -e;
et enfin un vecteur e3 tel que

Ker(f — 21 )* = Vect(e, e3).
4. Démontrer que la famille
B = (e1,e2,e3)

est une base de E et expliciter la matrice

B = Maty(f).

5. Donner une matrice diagonale A et une matrice nilpo-
tente N telles que
B=A+Npy et ANy =NjA.

6. En déduire une matrice diagonale D et une matrice
nilpotente N telles que
A=D+N et DN=ND.

Partie B.
7. Décomposer la fraction rationnelle

Projecteurs spectraux

1

F= XX 22

en éléments simples.
8. En déduire deux polyndmes U et V tels que

X—1U+(X=2)2V =1

avecdeglU < 2etdegV < 1.
Dans la suite de cette partie, on considere les endomor-
phismes
p=(f—2Ig)* o V(),
q=(f—Ig)oU(f) et d=p+2q.
9. Soitx € E. Que vaut p(x) + q(x)?
10. Démontrer que p est la projection sur le sous-espace
F =Ker(f —Ig)
parallelement au sous-espace

G = Ker(f — 21I¢)?.

Que peut-on en déduire sur q?

11. Expliciter la matrice de I'endomorphisme d relative a
la base # déterminée au [3.].

12. En déduire une matrice diagonalisable D et une ma-
trice nilpotente N qui commutent et telles que

A=D+N.

5 On exprimera les deux matrices D et N comme des poly-
nomes en A.
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R

<& Il — Probléme <

On considere un entier n > 2.
Etant donnée une matrice A € M (C), on dit que la matrice
B € M (C) est une racine cubique de A lorsque

B? = A.
1. On suppose que B € M, (C) est une racine cubique
de A € M,,(C). Démontrer que

AB = BA.
2. Soit A € C*. Démontrer que I'équation
22 =A
d’inconnue z € C admet exactement trois solutions.

Partie A. Existence d’une racine cubique

Dans cette partie, on considére une matrice diagonalisable
A € M. (C) dont les valeurs propres (deux a deux dis-
tinctes) sont notées

Ay A2y oovy Ag

(avec1 < d < n).

3.  Quel est le polyndme minimal de A ?

4. Que dire du polyndme caractéristique de A ?

5. Soient A € C et p € N*. On s’intéresse ici aux racines
cubiques de la matrice H, = AL,.

5.a. Démontrer qu’il existe un polynome P € C[X] tel
que la matrice P(H,,) soit une racine cubique de H,.

5.b. Dans cette question seulement, on suppose que
p>2.

Démontrer qu’il existe une racine cubique de H;, qui n’ap-

partient pas a la sous-algebre C[H,] des polynoémes en

Hp.

5.c.  Dans cette question seulement, on suppose que
A=0 et p=2.

Démontrer qu’il existe une racine cubique de H,, qui n’est
pas diagonalisable.

6. Démontrer que la matrice A admet une racine cu-
bique B € C[A].

Partie B. Cas d’une matrice inversible

On reprend les notations de la partie précédente, en suppo-
sant de plus que la matrice A est inversible.

7. Démontrer que

V1<k<d, Ak # 0.
8. En déduire que le polyndme
d
Qo= (X —A&)
k=1

est scindé a racines simples.
9. Démontrer que toute racine cubique de A est diago-
nalisable.

< I1l — Probléme <&

Soit n € IN*, un entier non nul. On considére une matrice
A € M (R) telle que

AT =3A2—A—1I,.
1. Démontrer que
A=3AT)72 AT —1I,..
En déduire que le polynome

Po=(3X* —=X—1)2—X?

est un polyndome annulateur de A.

2. Lamatrice A est-elle inversible?

3. Décomposer le polyndme Py en produit de poly-
ndomes irréductibles dans R[X].

4. Démontrer que la matrice A est diagonalisable.

5. Soient A € R, une valeur proprede A etV € M, 1(R),
un vecteur propre de A associé a A. Vérifier que V est aussi
un vecteur propre associé a AT

On note oy, 2, &3 et ay, les racines du polyndme Py défini
plus haut, en convenant que

x1 =1.

On note comme d’habitude & = (Lx)1<x<a, la famille des
polynomes interpolateurs de Lagrange associés a ces quatre
réels distincts.

On rappelle que la famille 2 est une base de R3[X].

6.a. Soit R € R3[X]. Déterminer les coordonnées de R re-
latives a la base . en fonction des scalaires ¢y, 1 < k < 4.
6.b. Soit P € R[X]. Démontrer que le reste de la division
euclidienne de P par le polyndme annulateur Py est égal a

D Ploa)Li.

k=1

7. Endéduire une expression de A pour tout { € N.
8. Déterminer le reste de la division euclidienne de L
par Po. En déduire que les matrices Li(A) sont des ma-
trices de projection.
9. On munit I'espace My, (R) d'une norme ||-||. Démon-
trer que

lim [|AY—L;(A)| =0.

l—+o0
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<& IV — Probléeme <

On note E, 'espace vectoriel des applications continues par
morceaux et bornées de R dans R.

On note F, I'espace vectoriel des applications continues par
morceaux et intégrables de R dans IR.

Pour toute application f € E, on notera

llo = sup [(t)]
teR

et pour toute application g € F, on notera

+oo
lolh = lsto) <.

—0o0

On doit remarquer que ces deux applications ||-|| et ||-||; ne
sont pas des normes mais des semi-normes : la propriété de
séparation des points n'est pas vérifiée.

Etant données deux fonctions continues par morceaux f et g,
on définit le produit de convolution f x g en posant

+oo

(Frg)x) = | floglx—t)dt

—00

Ce probleme a pour but d’établir quelques propriétés du pro-
duit de convolution.

Partie A. Propriétés générales

1. Soientfe EetgeF.

1.a. Démontrer que l'intégrale (f  g)(x) est bien définie
pour tout x € R.

1.b. Démontrer que

VxeR, (fxg)(x)=I(gx*f)(x).

1.c.  On suppose ici que la fonction f € E est lipschit-
zienne sur IR. Démontrer que la fonction f x g est lipschit-
zienne sur R.

1.d. Ensupposant que f € E est continue sur R, démon-
trer que (f  g) est continue sur RR.

Dans la suite du probléme, on admettra que I'application
f % g est continue par morceaux sur R, quelles que soient les
applications f € Eet g € F.

2. SoitgeF
2.a. Démontrer que f « g € E pour toute application
f € Eetque

1% 9lloe < [Ifllo llglls-
2.b. Démontrer que I'application

Cy=I[fr—=Txgl

est un endomorphisme de E.

Partie B.

3.  On considere 'application

Régularisation

fo=T 1,1,
3.a. Vérifier que fo € ENFT.
3.b. On suppose ici que la fonction g € F est continue

sur R. Démontrer que la fonction fo * g est de classe ¢’
sur R.
85 On précisera I'expression de la dérivée (fo x g)'.

4. On considere une application f; : R — IR de classe

%" telle que

FA>0,VxeR\[-AA], fi(x)=0.

4.a. Démontrer que f1 € ENF.
4.b. Démontrer que, quelle que soit 'application g € F,

l'application f; * g est de classe ¢! sur R.
Partie C. Approximation

On admet qu’il existe une application
f:R—=R
de classe €'*° sur R, a valeurs positives, telle que
Vte R\ [-1,1], f(t)=0
et que

J+Oo f(t)dt=1.

—0o0

Pour tout n € IN*, on pose alors

VteR, o¢n(t)=nf(nt).

5. Démontrer que ¢, € ENFetque

roo Qn(t)dt =1

—00

pour tout n € IN*.

6. Soitg: R — R, une application continue et intégrable
sur R.

6.a. Démontrer que @, x g est de classe ¢! sur R, quel
que soitn € N*.

6.b. Démontrer que la suite d’applications (@n * g)nen-
converge uniformément sur tout segment [— a, al C Rvers
la fonction g.
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Solution | % Décomposition de Dunford
1. Ona
2 =11 1T =1 1
A-T1=(2 -1 1|, A-21=(2 -2 1
1T =1 1 1 =1 0
et donc
0 0 0
(A=2D2=[-1 1 0
-1 1 0

Premiére méthode
11 est clair que rg(A —I) = 2 et comme C, + C3 =0,
on en déduit que

0

KerA—I)=R- |1
1

Il est tout aussi clair que rg(A — 21)2 = 1 et donc que

Ker(A —21)? = [x —y = 0].

gendre l'image et chaque ligne non nulle porte les coordon-
nées d’une équation cartésienne du noyau.

Pour une matrice de rang 1, chaque colonne non nulle en-

Comme le vecteur (0,1,1) ne vérifie pas I'équation
cartésienne [x —y = 0], la droite Ker(f — Ig) dirigée par
ce vecteur et le plan Ker(f — 2 Ig)? d’équation [x —y = 0]
sont supplémentaires dans E.

Deuxiéme méthode
On vérifie sans peine que

(A—D)(A=20)%? =0

donc le polynéme (X — 1)(X — 2)2 est un polyndéme annu-
lateur de A et donc de f.

Comme les facteurs (X — 1) et (X — 2)? sont premiers
entre eux, on déduit du Théoreme de décomposition des
noyaux que

E = Ker(f — Ig) @ Ker(f — 21 )?.

Petits rappels d’arithmétique : si deux polyndmes irréduc-
tibles P1 et P, ne sont pas associés, alors ils sont premiers
entre eux et, par conséquent, quels que soient les entiers na-
turels my et my, les polyndmes P*' et P2 sont également
premiers entre eux.

2. D’apres la question précédente, ni (A —I), ni (A — 2I)
ne sont inversibles, donc le spectre de A contient 1 et 2.
Réciproquement, le polyndme (X — 1)(X — 2)? est un
polyndéme annulateur de A, donc le spectre de A, contenu
dans l'ensemble des racines de ce polynome, est égal a

{1;2}.

Rappel : Si le polynéme caractéristique d"un endomorphisme
est scindé, alors cet endomorphisme est diagonalisable si, et
seulement si, chaque sous-espace propre est égal au sous-
espace caractéristique correspondant.

On a remarqué [1.] que rg(A — 2I) = 2, donc
dimKer(A —2I) = 1 < 2 = dim Ker(A — 21)?

et le sous-espace propre Ker(f — 2Ig) est strictement
contenu dans le sous-espace caractéristique Ker(f —2I¢)?,
ce qui prouve que f nest pas diagonalisable.

Le polynéme minimal de f divise tout polyndme annulateur,
donc en particulier il divise (X —1)(X—2)?. Ses racines sont
les valeurs propres de f, donc il admet 1 et 2 pour racines. Et
comme il est unitaire, il n'y a que deux possibilités :
(X=1(X=2) ou (X—=1)(X-2)7

Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, son
polyndme minimal est scindé a racines simples et f n’est pas
diagonalisable, donc son polynome minimal est

(X —1)(X—2)2.

Partie A. Changement de base

3. D’apres les matrices calculées en [1.], les deux sous-
espaces propres sont des droites vectorielles et il est clair
que les vecteurs

e1 = (0,1, 1))

62:(])150)) 63:(0)05”

conviennent.

Le triplet (e1, ez, e3) n'est pas unique!
Cependant, les sous-espaces propres

Ker(f—1Ig) et Ker(f—2Ig)

sont des droites vectorielles, donc tous les e possibles sont
proportionnels a (0,1, 1) et tous les e, possibles sont propor-
tionnels a (1,1,0).

Pour e, il y a plus de choix : les vecteurs e3 convenables sont
ceux qui vérifient I'équation cartésienne [x —y = 0] sans étre
proportionnels d e;.

4. Par construction, e; est un vecteur directeur de la
droite Ker(f —Ig) et le couple (e, e3) est une base du plan
Ker(f — 21 )?.

D’apres [1.], cette droite et ce plan sont supplémen-
taires dans E, donc la famille % obtenue par concaténation
est une base de E.

On peut, bien entendu, démontrer que la famille 2 est une
base de E en vérifiant que le rang de la matrice de passage

Matean (€1, €2, €3)
est égal a 3 — mais c’est maladroit.

a Quels que soient les vecteurs e et e, choisis, ce sont
des vecteurs propres de f, donc

f(e1) = eq et f(ez) = 2ey.
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Quel que soit le vecteur e choisi, il appartient au sous-espace
caractéristique Ker(f — 21¢)?, donc

(f —2Ig)(e3) € Ker(f —2Ig) =R - ey,
donc il existe a € R tel que
(f—21Ig)(e3) = a-ez.
Mais, par construction, e3 ¢ Ker(f — 21g), donc
(f —21Tg)(es) # O

et a #0.
La valeur exacte de a dépend du vecteur e3 choisi, donc il
faut se résoudre a poser le calcul...

D’apres la matrice (A — 21I), il est clair que
(f—2Ig)(e3) = ez, C'est-a-dire f(e3) = 2e3 + e.

Par conséquent,

1 0 0
Matz(f) =0 2 1
0 0 2

5. D’apres la matrice B trouvée a la question précédente,
il est clair que les matrices

1 0 0 0 0 O
A=10 2 0 et No=1[0 0 1
0 0 2 0 0 0
conviennent.

6. Avec la base # choisie, la matrice de passage est

01 0
P={(1 1 0
1T 0 1

D’apres la formule de changement de base,
P'AP =B = A+ Ny,

donc
A = (PAP™ ) + (PNoP ).

Comme A est diagonale, la matrice
D = PAP'
est diagonalisable. La matrice N = PNoP~! est nilpotente :
N2 =PNGP~ ' =0,
car Né = On. Enfin, les matrices N et D commutent :
ND = P(NoA)P~! = P(ANy)P~! = DN

car NoA = ANy = 0y,.

On peut démontrer que le couple (D,N) est unique. On
trouve donc les mémes matrices D et N, quels que soient les
vecteurs ey, e, et ez choisis en [3.].

L’énoncé est assez vague : faut-il expliciter les deux matrices
NetD?

Dans le doute, allons-y. Il faut d’abord calculer P~.

Le plus court consiste a exprimer les vecteurs €1, €, et €3 de
la base canonique en fonction des vecteurs ey, e; et e3 choisis
en [3.]. (Le plus court, mais peut-étre pas le plus évident : si
vous étes plus a I'aise pour inverser P d’une autre maniere,
faites comme vous préférez.) Comme

€3 =e3, €& =e;—e3, & =—e+extes,
ona
-1 1 0
pl=11 0 0
1T -1 1
On en déduit que
2 0 0
D=PAP'=1[|1 1 0
1 -1 2
et que
1T -1 1
N=PAP'=[|1 -1 1
0 0 0

Il faut évidemment prendre soin de vérifier que les matrices
obtenues par le calcul ont les propriétés voulues (spectre,

rang, trace...).

Partie B.
7. Onsait qu'il existe trois réels a, b et c tels que

Projecteurs spectraux

a b c

F .
X—1"X—2" X272

L'étude au voisinage de 1 (resp. au voisinage de 2) nous
donne a = 1 (resp. ¢ = 1). Enfin,

9 x5 = (3)

donca+b=0etb=-—1. Ainsi:

. 1 1
“Xo1 x—2 T x—2e
8. D’apres|[7.],
1 o 1T—(X—2)
X—1)(X—=22 X—1 (X —2)2
CX=224+3=X)(X—=1)
- (X—=1)(X—2)?

Par conséquent,
X—1U+(X—=2)2v =1

avecU=3—-XetV=1.
On peut aussi résoudre I'équation de Bézout de maniére
traditionnelle avec I'algorithme d’Euclide. C’est tres rapide,
puisque la premiére division euclidienne nous donne directe-
ment le résultat :

(X—=2)2=(X?—4X+4) = (X=3)(X=1)+1.
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9. Par définition, les matrices des endomorphismes p et
q relatives a la base canonique sont

0 0 0
Matean(p) = (A =212 = -1 1 0
-1 10
et
1T 0 0
Matean(q) = (A—DBI-A)=[1 0 0
T =11

11 faut éviter de développer les polynomes en A! En les lais-
sant sous forme factorisée, on peut mener les calculs avec les
matrices non inversibles obtenues deés la premiere question,
ce qui est souvent beaucoup plus simple.

On constate alors facilement que la matrice de p + ¢
est la matrice I et donc que

Vx e E, p(x) + q(x) = x.

On peut éviter tous ces calculs matriciels en remarquant que
la relation
(X=DU+(X=2)*V =1

se traduit par

p+q=(f—2Ig)2 o V(f) + (f —Ig) o U(f) = I¢

d’apres la célébre propriété de morphisme d’algebres.

10. La matrice (A —21)? calculée en [9.] permet de vérifier
trés facilement que p? = p et donc que p est un projecteur.

D’apres le cours, tout projecteur p est la projection sur le
sous-espace Imp parallelement au sous-espace Ker p.

Les colonnes de la matrice (A — 2I)? donnent une fa-
mille génératrice de 'image de p. En comparant cette ma-
trice aux vecteurs de & [3.], on en déduit que

Imp=R-e; =Ker(f—1Ig)=F.
Comme p = (f — 21I¢)?, il est clair que
Kerp = Ker(f —21g)? = G.

Donc p est la projection sur F parallelement a G.

On retrouve ici ce qu’on a déja démontré au [1.] : les sous-
espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans E.

@ Comme p est la projection sur F parallelement a G et
que q = Ig —p [9.], on sait que q est la projection sur G
parallelement a F.

11. D’apres [10.] et la définition [3.] des vecteurs de %,

pler) =e1, plez) =0, ples)=0¢
et
qler) =0g, qle2) =e2, (qle3)=es.
On en déduit que
1 00 0 0 0
Matz(p)=(0 0 O et Matz(q)=(0 1 0
0 0 0 0 0 1

et donc, par définition de d, que

100
Matgp(d) =0 2 0
0 0 2

12. Comme la matrice Matz(d) est diagonale, la matrice
D= 9natcam ( d)
est diagonalisable et, par définition de p et g,

D=(A-21)2+2(A—1)(31—A)=—A? +4A —21.

Pour une fois, on a une bonne raison de développer un poly-
nome en A : regardez ce qui arrive!

Pour avoir A = D + N, on pose alors

N=A—-D=A?—-3A+2I=(A-I)(A-2I).

| Ehoui! On a développé pour mieux factoriser...

I1 est donc clair que A = D + N, que D est diagona-
lisable et que D et N commutent (ce sont des polyndmes
en A). De plus, comme (X — 1)(X — 2)? est le polynome
minimal de A [1.], tout multiple de ce polynéme est un
polyndéme annulateur, donc

N2 = (A—1)?(A-20)? =0,

ce qui prouve que la matrice N est nilpotente.

que celle qu’on avait obtenue au [6.]. 1l en va donc de méme
pour la matrice D = A — N.

On déduit facilement de [1.] que la matrice N est la méme

% Racines cubiques d'une
matrice

Solution Il

1. Par hypothese, B> = A, donc
AB =B’.B =B* = B.B> = BA.
2. Comme A # 0, il existe un réel 0 tel que
A=Al e,
I est alors clair que le nombre complexe

z0 = ‘?\ll/3 eie/3

vérifie bien z3 = . Comme |zo|> = [A| > 0, le complexe zo
n’est pas nul et

2=\ = =2}

= (7)) =1
= %,, € U;

donc A admet exactement trois racines cubiques com-
plexes distinctes :

. .2
20y JZoy ) Zo-
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Partie A.

3. Quelle que soit la matrice A, son polynéme minimal
est unitaire et ses racines sont (exactement) les valeurs
propres de A.

Comme A est diagonalisable, son polyndme minimal
est scindé a racines simples. Donc

Existence d’une racine cubique

d

HA = H(X_Ak)-

k=1

4. Quelle que soit la matrice A € 9M1,,(C), son polyndme
caractéristique est unitaire, son degré est égal a n et ses
racines sont (exactement) les valeurs propres de A.

Par conséquent, il existe des entiers naturels my, ...,
mq non nuls tels que

d d
xa=]JX=n)™ et ) mp=n
k=1 k=1
Faute d’information supplémentaire, on ne peut rien dire de
plus sur les multiplicités my.

5.a. Quel que soit le polyndéme P € C[X],

P(Hy) =P(Al,) = P(A)L,.
. D’apres [2.], il existe zo € C tel que z3 = A, donc
(zolp)? =231, = AL, = H,p.

La matrice zoI,, est donc une racine cubique de H,.

@ ]I existe au moins un polynome P € CI[X] tel que
P(A) = zo (par exemple, le polyndme constant P = zy!),
donc

) Ip = P(Hp)

5.b. On a remarqué [5.a.] que la matrice P(H,,) est une
homothétie, quel que soit le polynéme P € CI[X]. Autre-
ment dit :

CHp] =C - I,.

On sait que, pour toute matrice A, la dimension du sous-
espace C[A] des polynomes en A est égale au degré du poly-
nome minimal de A.
Ici, A = H,, est une homothétie, donc le degré de son poly-
nome minimal est égal a 1 — le polyndme minimal de H,
étant égal a (X — A).

@ En reprenant le nombre complexe zy de [5.a.], la ma-
trice
R = Diag(jzo, zo, - - -y 20)

est une racine cubique de Hy, :

R® = Diag((jz0)*, 23, - -, 23) = Diag(A, A,...,A) = H,
et comme p > 2 et zg # 0 [2.], la matrice R n’est pas une
homothétie.
| Sip =1, toutes les matrices sont des homothéties !

11 existe donc au moins une racine cubique de H,, qui
n’appartient pas a la sous-algebre C[H,,] des polyndmes
en Hp.

Comme A admet exactement 3 racines cubiques complexes
[2.], la matrice H, € M, (C) admet exactement 3P racines
cubiques complexes diagonales et, parmi ces matrices, seules
3 sont des homothéties : zoly,, jzol, et j2zoL,.

5.c. Sip = 1, toutes les matrices sont diagonales, il n'y
a donc pas de matrice qui ne soit diagonalisable!
@ Sip > 2etA =0, lamatrice

0 1
0
Ei2=

)

0

est nilpotente d’indice 2 et a fortiori E3 2 =0p =Hp.
Comme E;  est nilpotente, elle n’a qu'une seule va-
leur propre (nulle) et comme elle n’est pas diagonale, elle
n’est pas diagonalisable.
6. Comme la matrice A est diagonalisable, elle est sem-
blable a une matrice diagonale. Plus précisément, il existe
une matrice inversible Q € GL,, (C) et des entiers naturels
non nuls my, ..., mq tels que

Q 'AQ = Diag(M L, A2lmyy -+ -y Aalmy ).

D’apres [2.], il existe des nombres complexes z1, z5, ..
tels que

- Zd

et donc [5.a.] la matrice
R = Diag(ziIm,,z2lm,, ..+, zalmy)
vérifie

R® = Diag(z31m,, 23,y -+ -y 25 1Imy)
= Diag(A1Im,, A2lm,y -+, Aalmy) = Q TAQ.

Par conséquent,

(QRQ™)* =QRQ " =A

donc la matrice B = QRQ ™! est une racine cubique de A.
@ Comme les complexes Aq, ..., Aq sont deux a deux

distincts, la théorie des polynémes interpolateurs de La-

grange prouve qu’il existe un polynome P € C[X] tel que

V1<k<d, P(?\k):zk.
Ce polynome vérifie donc
P(Q 'AQ) =R

(regles du calcul matriciel par blocs) et donc

B=Q[P(Q 'AQ)JQ '=QQ 'P(A)QQ"!
— P(A) € CIA]

La racine cubique B appartient donc bien a la sous-algebre
C[A] des polyndémes en A.
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Partie B. Cas d’une matrice inversible

7. Une matrice carrée est inversible si, et seulement si, 0
n’est pas valeur propre de cette matrice.

Ici, les valeurs propres de A sont les nombres com-
plexes A1, ..., Aq. Comme A est inversible, les Ay sont tous
différents de 0.

8. Comme Ax # 0, on déduit de [2.] qu’il existe trois
complexes différents

T T T
tels que
(¢ = Ak = (X = i) (X = ) (X = 7 pac).
Donc le polyndéme
d
Qo = [ [ (X — ) (X =) (X — %)
k=1

est scindé.
@ 5ideux facteurs de Qo sont égaux, alors il existe deux
exposants 0 < s,t < 2 et deuxindices 1 < k, € < d tels que

i e =" re
En élevant au cube, on en déduit que A = A, et donc que
k =€ (puisquelesAq, Az, ..., Aqg sont deux a deux distincts).

Comme Ay # 0, alors py # 0 et il reste donc j* = j*.
Mais 0 < s,t < 2,doncs =t.

Par conséquent, les complexes j* . sont deux a deux
distincts, ce qui prouve que toutes les racines de Qo sont
simples.

9. D’apres le cours (propriété de morphisme d’algebres),

d d
=3 —Adn) = [ [(A—Adln)
k=1

k=1
et, d’apres [3.],

d

JTA—=Adn) = a(A) =0,
k=1

Cela prouve que B admet un polynéme annulateur scindé
a racines simples, donc B est diagonalisable.

Solution Il % Puissances d’'une matrice

1. On transpose la relation donnée par I'énoncé :

A=ANT =3A")T —AT -1 =3(AT)2—AT —1,.
On en déduit que
(AT = 1A +AT £ 1),

@ Toujours d’apres la relation proposée par 1’énoncé (et
la propriété de morphisme d’algebres vue en cours) :

Po(A) = (AT)? —A?
%(A—FAT—H ) — A?
=3A+3BAT AT+ 3T — AT =0

Donc Py est bien un polyndme annulateur de A.
2. Comme Py est un polyndme annulateur de A [1.],
toutes les valeurs propres de A sont des racines de Py.

Mais

Po(0) =(3x02—0—1)2—0% =1,

donc le scalaire 0 n’est pas une racine de Py, donc 0 n’est
pas une valeur propre de A et A est inversible.
3. Onreconnait une identité remarquable :

Po = (3X2 —2X—-1)(3X2—=1)
= BX+1)(X—=1)(V3X+1)(V3X—-1).

Tout polyndéme de degré 1 est irréductible, mission accom-
plie!
4. Drapres [1.] et [3.], la matrice A admet un polyndme
annulateur scindé a racines simples, donc A est diagonali-
sable.
5. Par hypothése, AV = AV. Donc A2V = A2V et comme
[,V =V, on en déduit que

ATV =(BA?—A—1,)V =0\ —-A=1).V.
Le vecteur V n’est pas nul (c’est un vecteur propre de A
par hypothese), donc c’est bien un vecteur propre de A",

associé a la valeur propre (3A? —A —1).

La question n’est pas posée, il ne faut donc pas perdre de
temps avec cela, mais lors d’une seconde lecture, il est in-
téressant de remarquer que les images respectives de 1, —1/3,

/3 et =1//3 par la fonction
A= 3A2 —A—1]

sont 1, =143, =1/ /3 et /3. Cette application réalise donc une
permutation des valeurs propres de A.

Ce n'est pas étonnant : on sait qu’une matrice et sa transpo-
sée ont toujours les mémes valeurs propres. Ce qui est plus
étonnant, c’est que les vecteurs propres de A soient aussi des
vecteurs propres de AT — en général, c'est faux.

6.a. Comme £ est une base de R3[X], il existe quatre
réels 11, 12, 13 et 14 tels que

4
R= Z T’kLk.
k=1

On en déduit que

v1<i<4

4 4
o) = ) miclicloe) = ) midiee =T
k=1 k=1

(par définition des polyndmes interpolateurs de La-

grange). Par conséquent,

4
VREeRs(Xl, R=) R(ou)Ly.
k=1
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6.b. D’apres le Théoreme sur la division euclidienne, il
existe un quotient Q € R[X] et un reste R € R3[X] tels que

P = QPo +R.

L’évaluation étant un morphisme d’algebres de R[X] dans
R, on en déduit que

V1<k<4, Plow)=Qlox)Poloa) + Rlou) = Rlou)
puisque les xy sont les racines de Po.

D’apres [6.a.],

4 4
R=) RloLi=) Plou)Li
k=1 k=1

7. Appliquons le résultat de [6.b.] avec P = X' : pour
tout £ € N,

Xt = Q¢Po+R¢ avec Ry

4
= Z (Xlt;[_k.
k=1
Comme Py est un polynéme annulateur de A [1.],

VeeN, A"=Qu(A)Po(A)+Re(A) =Re(A)

et finalement

VieN, A'=

4
Z b L (A).
k=1

8. On reprend le résultat de [6.b.] avec P = L2 : le reste
de la division euclidienne de L par Py est le polynome

4
3 et
=1

puisque

VI<ke<4, Li(ag) =088 =0
@ De méme qu’au [7.], comme Py est un polynéme an-
nulateur de A, la division euclidienne

Lf = QPo + Ly
nous donne

Li(A) = Q(AIPo(A) + Li(A) = Li(A).
@ D’apres la propriété de morphisme d’algébres (de
R[X] dans M, (R)),

[Le(A)]? = 12(A) = Li(A),

donc Ly (A) est bien une matrice de projection.

La question n’est pas posée, il ne faut pas perdre de temps
avec mais lors d'une seconde lecture, il faut faire le lien avec
le cours!

On a factorisé Py, polyndme annulateur de A, en produit de
polynomes deux a deux premiers entre eux [3.].

D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,

4

n= @Ker(A — axln)

k=1

et cela vaut, méme si les scalaires oy ne sont pas tous des
valeurs propres de A (si o ¢ Sp(A), alors le sous-espace
Ker(A — axly,) est réduit au vecteur nul, rien de plus).

On peut vérifier que les projections Li(A), 1 < k < 4, sont
les projections associées a cette décomposition en somme di-
recte, c’est-a-dire les projecteurs spectraux.

11 s’agit en fait de vérifier que, pour toute colonne X apparte-
nant a Mn 1 (R),

4
=y L
k=1
et que

V1<k<4, Lg(A)XeKer(A—oln).

Cela ne pose aucune difficulté, puisque

4
> L=
k=1

d’apres [6.a.] et que, d’apres I'expression des polyndmes in-
terpolateurs Ly, le produit (X — oy )Ly est proportionnel au

polyndme annulateur Py pour tout 1 < k < 4.
9. Comme o1 =1, on déduit de [7.] que
4
A)=) afl(A
k=2

VeieN, Al'—14(

On en déduit que

4
(A< D llockLi(A)
k=2
4
< Z|0<k\e||Lk(A)
k=2

Drapres [3.], o] < 1 pour 2 < k < 4, donc le second
membre est une suite de limite nulle et on en déduit, par
encadrement, que

A — (inégalité triangulaire)

(homoggénéité)

lim ||AY—

{—+o00

Li(A)] =o.

Autrement dit, la suite (A%)¢en converge vers la matrice
de projection Ly (A).

On n’a pas eu besoin de préciser quelle norme était choisie,
puisqu’on n’a utilisé que des propriétés communes a toutes
les normes.

Cela dit, on rappelle que My, (IR) est un espace vectoriel DE
DIMENSION FINIE et que, de ce fait, toutes les normes sur
M (R) sont équivalentes : il suffit de prouver la conver-
gence et d’identifier la limite pour une norme particuliere,
le résultat est alors vrai pour toutes les normes.
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Solution IV % Produit de convolution

Partie A.
1.a.

Propriétés générales

Soit x € IR.
Comme ¢ est intégrable sur R, on déduit du
Théoreme de changement de variable que la composée
[t — g(x —t)] est intégrable sur R (changement de va-
riable affine u = x — t).

11 faut éviter d’inventer des propriétés qui n’en sont pas!

Si w est continue et si v est continue par morceaux, alors la
composée wov est continue par morceaux (en admettant que
cette composée soit bien définie) mais, en général, la composée
v o u n'est pas continue par morceaux (méme si elle est bien
définie).

Cependant, si u est strictement monotone, alors la compo-
sée v o w est bien continue par morceaux (détail méconnu du
Théoréme de changement de variable).

D’autre part, par hypothese, la fonction f est continue
par morceaux et bornée sur R. Par produit, la fonction

[t — f(t)g(x —t)]

est intégrable sur R, donc l'intégrale généralisée (f x g)(x)
est convergente.
1.b. Soit x € R. On sait [1.a.] que la fonction

[t — f(t)g(x —t)]

est intégrable sur R. Le changement de variable affine
u = x — t (qui donne t = x — u) montre que la fonction

[u— f(x —u)g(u)]

est intégrable sur R et que

+oo

(f*g)(x)zj f(t)glx — 1) dt

—0o0

“+oo
:J fix —u)g(u) du = (g~ f)(x).

—0o0

1.c.
que

On suppose ici qu’il existe une constante k > 0 telle

v (u,v) € R?, [f(w) — f(v)| < Khw—vl.

Alors, quels que soient les réels x et y,

VteR, [flx—t)—fly—t)]<kjx—1t)—(y—1)]

<
< klx —yl

et on déduit de I'inégalité triangulaire intégrale que

|(f % g)(x) — (% g)(y)]

= H Oog(t) [f(x—t)—fly—t)] dt|  [1.b.]
<| et =0~ fty - v @

+oo
<L 9(t)] - Kx —yldt =Kk|gll; - x —yl.

L’application (f * g) est donc lipschitzienne sur R.

1.d. Nous allons appliquer le Théoreme de continuité
sur les intégrales fonction d"un parametre a [1.b.] :

+o0o

(f*g)(x)zj flx — t)g(t) dt.

—00

Comme g n'est pas continue, on ne peut pas appliquer ce
théoreme a l'intégrale

J+Oo f(t)g(x —t) dt.

—00

@ Pour toutt € I = R, I'application
b= fx —t)g(t)]

est continue sur Q = R (car f est continue sur R).
@ Pour tout x € Q, 'application

[t — f(x —t)g(t)]

est intégrable sur I [1.b.].
@ Domination — Il est clair que

[fx =g < [Iflloe - [g()] (D)

et le majorant est indépendant de x, intégrable sur I = R
en fonction de t (car g € F).
Ainsi, 'application (f x g) est continue sur R.

On a admis que (f * g) était continue par morceaux

VY (x,t) € R?,

2.a.
sur RR.
@ D’apres [1.b.] et I'inégalité triangulaire intégrale,

+o0
VxER, |(fxg)(x)] gJ [f(x— )] |g(t)] dt.

On déduit alors de la propriété de domination (1)

+oo

VxeR, \(f*g)(X)KHfIIOOJ lg(t)]dt =Ifll - llgll;-

—00
Comme le majorant est indépendant de x € R, on a dé-
montré que (f x g) était bornée sur R et donc que f € E.

@ Par passage a la borne supérieure dans 'encadrement
précédent, on obtient

1% glloo < lIflles - 19l

quelles que soient f € Eet g € F.
2.b. On a démontré en [2.a.] que 'application € était
définie de E dans E.
. Soient f; et f, dansE et A € R.
On sait [1.a.] que, pour tout x € IR, les deux applica-

tions
[t—= fi(t)glx—t)] et [t fa(t)g(x—t)]

sont intégrables sur R. On en déduit, par linéarité de 1'in-
tégrale, que

VxeR, ((Mr1+1f2)xg)(x) =Af1xg)(x) + (f2x g)(x)
et donc que
(Af1 +1f2) x g =A(f1 xg) + (f2x g).

L’application ¢y est donc un endomorphisme de E.
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Partie B.
3.a.

Régularisation
La fonction f( est constante sur les trois intervalles

]_Ooa_]/Z[) ]_]/2) ]/Z[a

donc elle est continue par morceaux sur R.

@ La fonction fp ne prend qu'un nombre fini de valeurs,
donc elle est bornée.

@ La fonction fy est intégrable sur le segment [~1/2, 1/2]
(en tant que fonction constante sur cet intervalle) et nulle
en dehors de ce segment, donc elle est intégrable sur IR.

@ Donc la fonction fy appartient biena Eeta F.

3.b. Quels que soient x et t,

1/2, +o0l,

X—tl<1h & |[t—x|<
— Lh<t—x< A
= x—Tlh<t<x+ 1A

D’apres [1.b.],

x+1/2

VxeR, (foxg)x) :J g(t) dt.

x—1/2

Comme la fonction g est continue sur R, on déduit du
Théoreme fondamental qu’elle admet une primitive G sur
R et que

VxeR, (foxg)(x)=Gx+12)—Gx—12).

Comme G est de classe ¢! sur R (primitive d"une fonction
continue!), I'application (fo x g) est de classe ¢! sur R et

Vx€eR, (foxg)'(x)=glx+12)—gx—1%).

4.a. La fonction f; est de classe €' sur R et donc, en
particulier, continue par morceaux sur R.

@ La fonction f; est bornée sur [-A,A] (en tant que
fonction continue sur un segment) et nulle en dehors de
[—A, A], donc elle est bornée sur R.

@ La fonction f; est intégrable sur [-A, A] (en tant que
fonction continue sur un segment) et nulle en dehors de
[—A, A], donc elle est intégrable sur R.

@ La fonction f; appartient donc bien aux deux sous-
espaces E et F.

4.b. Onreprend la technique du [3.b.] : comme

[x—t| <A & x—ALt<x+A,

on déduit de [1.b.] que

+o0o

VxeR, (f1+g)(x) =J f10x— t)g(t) dt

—00

X+A
:J f1(x —t)g(t) dt.
x—A

On ne peut pas appliquer directement le Théoreme fondamen-
tal (puisque l'intégrande f1(x — t)g(t) dépend de x), ni le
Théoreme de dérivation sous [ (puisque l'intervalle d’inté-
gration dépend de x).

@ On fixe xg € R et on considere le voisinage

V=1Ixo—A,x0+ Al

de ce point xo. Pour tout x € V, il est clair que

[x— A, x+ Al C I, © [xo — 2A, %0 + 2A],

donc (relation de Chasles)

xo+2A

VxeV, (fxg)x) :J f1(x — t)g(t) dt

X0 —2A
puisque fq(x —t) est nulle en dehors de [x — A, x + Al.

Cette fois, l'intervalle d’intégration L., est fixe, donc on peut
tenter d’appliquer le Théoréme de dérivation sous |.

Pour (x,t) € V x I, on pose
@x,t) = f1(x —t)g(t).
@ Intégrabilité — Quel que soit x € V), la fonction
[t — @(x,1)]

est continue par morceaux sur le segment I, (car f est de
classe ¢! et g est continue par morceaux), donc intégrable
sur I, .

@ Régularité — Quel que soit t € I, la fonction

[x — @(x,1)]

est de classe €' sur l'intervalle ouvert V (car f est €' sur
R) et

d
Y (%,1) €V x Ly, a—f(x,t) — 1 (x — t)g(t).

@ Intégrabilité (bis) — Quel que soit x € V, la fonction
[t — f1(x —t)g(t)]

est continue par morceaux sur le segment I, (car f’ est
continue sur R et g est continue par morceaux), donc inté-
grable sur L.

@ Domination — Comme f; est de classe €' sur R et
nulle en dehors de [—A, A], sa dérivée f] est continue sur
R et nulle en dehors de [-A, A]. Par conséquent, la fonc-
tion f] est bornée sur R et

V(1) €V xly, |[fix—tgt)]<|fille-|g)]
Le majorant est indépendant de x et, comme g € F, il est
intégrable sur R et en particulier sur 'intervalle I, .

@ D’apres le Théoreme de dérivation sous |, la fonction
(f1 x g) est de classe €' sur l'intervalle ouvert V, quel que
soit xo € R, donc elle est de classe ¢! sur R et

+oo
VxeR, (f1*g)(x) :J fi(x—t)g(t) dt

—00

= ((f1) x g)(x).
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Partie C.

5. Comme f est de classe ¥ sur IR, la fonction ¢,, est
en particulier de classe ¢! sur R et comme

Approximation

ntl <1 &= [t/ <,
la fonction ¢+, est nulle en dehors du segment
Vny Ul

On peut donc déduire de [4.a.] que ¢ € ENT pour
tout entier n € IN*.

Pour tout n € IN¥,

[—A,A] =

VteR, |en(t)]=n|fnt)|<n|f],

Le majorant est indépendant de t, donc chaque fonction @y
est bornée sur R.

Cependant, le majorant dépend de n, les fonctions @ ne sont

pas uniformément bornées sur R.

@ Comme l'entier n € N* est NON NUL, on peut consi-
dérer le changement de variable affine u = nt. Comme
la fonction f est supposée intégrable sur R, on déduit du
Théoreme de changement de variable que

“+o0o +oo
Vne N J (pn(t)dt:J'

—0o0

flu)du=1.

6.a. Lafonction g estici supposée continue et intégrable
sur R, donc elle appartient a I'espace vectoriel F. On dé-
duit de [4.b.] que @, * g est de classe € sur R.

6.b. Comme @, € E[5.]etque g € F[6.a.], le produit de
convolution

+o0o

(@ % 9)(x) = J g(x — pn(t) dt

—00

est bien défini. On déduit de [5.] que

+oo
9(x) :J g(x)gn(t) dt

—00
et donc, par linéarité de I'intégrale,

+o0

(«pn*gxx)—g(x):j [g(x—1)

—0o0

g(x)] on (t) dt.

On a déja remarqué que [nt| < 1 équivaut a [t| < '/, donc

1/n

[g(x —1t) — g(x)] - f(nt) -ndt

(Om % 9)(x) — g(x) =J

—1/n

et le changement de variable affine u = nt nous donne

Vx e R,
(nr 01093 = [ olx— ) — o] .
Par inégalité triangulaire intégrale,
VxeR,
[(@n % g)(x) —g(x)| < J]] lg(x — W) — g(x)|f(u) du (2)

puisque f est supposée positive.

@ Soit a > 0 et imposons x € V = [—a, a]. Alors
VxeV, Vue [-1,1], Vn e N*,
XxX—Wn€l-a—1,a+1. (3)

La fonction g est continue sur R, donc uniformément
continue sur le segment [—a —1,a + 1].

# Fixons ¢ > 0. Par uniforme continuité, il existe un réel
o > 0 tel que

Vy,z€[—a—T,a+1],

y—zl<a = |g(y) —g(z)| <e. (@)

Posons maintenant
No = U/ ch + 1.

On a donc

1
Yyn>Np, 0<—-—<—<«
No

Sl=

et donc, d’apres (3) et (4),

¥Yn>Np, VxeV, Vuel[-1,1],

lg(x —w/n) —g(x)| <.
On déduit alors de (2) que
Vn >Ny, Vx eV,

1
l(on * 9)(x) — g(x)| < sj ) du =

et donc (puisque le majorant ne dépend pas de x) que

¥n=>No, sup|(enxg)x)—g(x)|<e.

xeV

Le point essentiel de la démonstration est de choisir I'entier
Ny indépendamment du réel x. En relisant la démonstration,
on constate que le choix de Ny repose uniquement sur les
choix du réel € > 0 et du segment [—a —1,a + 1].

Autrement dit, on a démontré que, pour tout a > 0,

lim g(x)’ =0

n—-+oo

sup |(on *g)(x) —

x€[—a,al

et donc que la suite de fonctions (@ * g)nen= convergeait
uniformément sur tout segment [—a, a] vers la fonction g.

11 est intéressant de faire le parallele avec le Théoreme d’ap-
proximation de Weierstrass.

On suppose ici que la fonction g est continue et intégrable
sur R (et pas seulement continue sur un segment).

On définit une suite (@ * g)nen- de fonctions de classe ¢!
sur R d’apres [6.a.], mais en reprenant la démonstration de
[4.b.], on pourrait vérifier sans trop de difficulté que les fonc-
tions @n * g sont en fait de classe € sur R — sans étre
polynomiales, il ne faut pas trop en demander.

On obtient de cette manieére une suite de fonctions régulieres
qui approche la fonction g uniformément sur tout segment.
Pour plus de détails, voir I'article Suite régularisante sur
Wikipédia.




