Groupe symétrique [rms135-485]

Soient (a1,...,an) et (by,...,by), deux listes de réels. On consideére I'application
f:6,—-R
définie par

n
Voe Gn, f(O') = Z akbg(k).
k=1

Démontrer que f atteint un maximum et un minimum. Expliciter ces deux extrema.

Comme le groupe symétrique &, est un ensemble fini, la fonction f prend un nombre fini de valeurs
réelles : elle atteint donc un maximum et un minimum.

% En passant un concours, un candidat a eu des notes variées a1, ..., an. Imaginons que les coefficients
imposés soient by, ..., by, mais que le candidat puisse choisir d’affecter arbitrairement ces coefficients aux
notes qu’il a regues... C'est en pondérant les meilleures notes avec les plus forts coefficients et les pires notes
avec les plus faibles coefficients qu’il aura la meilleure moyenne générale.

L’exercice est terminé !

@ Pour simplifier la démonstration, nous allons supposer que les réels a; sont déja rangés dans
'ordre croissant :
V]<k<d, ayx < Ag+1-

@ Considérons quatre réels x1 < x; etyy < yz. Le produit
(x2 —=x1)(y2 —y1) = x2y2 + X1Y1 — X1Y2 — X2Y1

est clairement positif, donc
X1Y1 +x2Y2 = x1y2 +x2y1.

a Considérons une permutation o € &, et, pour deux entiers k # (, la transpositiont= ( k € ).
Alors

f(too)—f(o) =

s

n
aibr(o)) — Z aibg(iy
im1

i=1

I
M=

Ag-1(5)br() — Ao-1(5)b5
1

—.

= ag 1 (1) (br) = bx) + ag1(¢)(br(ey — be))
= (ag—1(x) — Qg1 (g))(be — bi).

La valeur f(0) est donc maximale si, et seulement si,
vi<kt<n, (ag1(k) — Qg 1(0))(be —by) <O

c’est-a-dire
vi<ki<n, (ax — ag)(bgk) — bo(e)) = 0.

Par hypothese, les ay sont rangés dans 1’ordre croissant :
Vi<k<i<g<n, ax < ag,
donc la valeur f(o) est maximale si, et seulement si,
Yi<k<i<g<n, bok) —boey =0
c’est-a-dire si les réels by sont rangés dans 'ordre croissant :
bo(1) K bo) < < b)) < bokt1) < - < bgmy.

@ Par symétrie, la valeur f(o) est minimale si, et seulement si, les réels b (i) sont rangés dans
I'ordre décroissant :



