Arithmétique [rms135-488]

Pour tout entier n € N, on pose
Fn=2%".

@ Calculer Fo et démontrer que

n—1
YneN, Fo=2+]]F
k=0

@ On suppose que m et n sont deux entiers naturels distincts. Démontrer que

Fmn AFn=1.

@ En déduire que I'ensemble des nombres premiers est infini.
Il est clair que Fo =2' +1 =3 etque F; =22 +1=5. Onadonc
F1=2+F.

% Par convention, un produit indexé par 0 < k < —1 est égal a 1, donc la relation demandée est vraie aussi
pour n = 0.

Supposons que la formule demandée soit vraie pour un entier n € N*. Alors
Fror—1=22"""=222" — (22")2 — (F, —1)%,

On en déduit que
n—1 2 n—I1 n—1 2 n—1 n—1
Frot =1+ (Fn—1)2 1874 (1 + HFK> =2+2]] R+ (HFK> =2+ (H Fk) <z+ Hh)
k=0 k=T k=0 k=1 k=0
n—1 n
L (HFk>Fn:2+HFk
k=0 k=0

et la formule est établie par récurrence.
Soient 0 < m <n.Onadonc0 < m < n—1et, dapres la question précédente,

Fn< 11 Fk>Fm:2.

o<k<n—1
k#m

On déduit du Théoreme de Bézout que le pged Fi, /A F,, divise 2, alors que ce pged est impair.
#v La relation de Bézout nous assure que le pgcd d = a/\'b divise tous les entiers de la forme au+ bv, quel
que soit (u,v) € Z2.
@ Les deux entiers Fy, et Fy, sont impairs, donc aucun des deux n’est divisible par 2 et leur pgcd est donc
impair.
On a donc bien démontré que
vo<m<n, Fn AFq=1.

On a démontré que (Fy)nen était une famille infinie d’entiers deux a deux premiers entre eux.
@ Supposons qu'il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers : py, ..., pa. Chaque entier
admet une, et une seule, décomposition en produit de facteurs premiers, donc

a
VYneN, 3(on,1y...,0n,a) € N n:le‘Z“”‘.
k=1

Si deux entiers m et n sont premiers entre eux, chaque facteur premier py apparait au plus une fois
avec une valuation non nulle dans la décomposition de ces deux entiers :

vm?én»V1<k<da OCm,kOCn,kZO.

Par conséquent, une famille d’entiers deux a deux premiers entre eux contient au plus d entiers
distincts.
@ On a démontré par 'absurde qu’il existe une infinité de nombres premiers.



