Variables aléatoires discrétes [106]

Soit X, une variable aléatoire discrete réelle sur 1'es-
pace probabilisé (Q, A, P) : il s’agit d"une application

X:QO—=ECR

ot1'ensemble E des valeurs prises par X est une partie finie
ou dénombrable de R. Par définition,

VxeR, [X=x]eA
[106.1] Pour tout a € R,
X(w)<a & dxeEnl]—oo,a], Xw)=x

donc

x€E
x<a

en tant qu'union finie ou dénombrable (elle est indexée par
une partie de E) d’événements. Par conséquent, on peut
définir une application Fx : IR — R en posant

VaeR, Fx(a)=P(X<a)

[106.2] Soient a < b. Pour tout w € Q, si X(w) < a, alors
X(w) < b, donc
X <al CIX<D]

et par croissance de la mesure P,
Fx(a) =P(X < a) < P(X <b) = Fx(b).

La fonction de répartition Fx est donc une application crois-
sante de R dans [0, 1].

En particulier, cette fonction admet une limite finie a
gauche et une limite finie a droite en chaque point de R
(théoréme de la limite monotone).

@ Soit a € R. On considére une suite strictement dé-
croissante (un)nen qui tend vers a. D’apres le théoreme
de composition des limites, la suite de terme général Fx (u,)
converge vers la limite a droite Fx(a+).

Comme la suite (un )nen est strictement décroissante
et tend vers q, alors en particulier a < u,, pour toutn € N.
En conséquence : si X(w) < a, alors X(w) < uy, pour tout
n € N. Autrement dit :

X<dc (X<l
nelN

Réciproquement, si X(w) < u, pour tout n € N,
alors X(w) < a (passage a la limite dans une inégalité large).
Autrement dit :

neN
Par double inclusion, nous avons démontré que
X<a=()X<unl
neN

Comme la suite (u,)nen est croissante, la suite des
événements [X < uy] est décroissante et d’apres le théo-
reme de continuité monotone,

Fx(a)=P(X<a)= lim P(X<u,)=Fx(at)

n—-+4oo



ce qui prouve que Fy est continue a droite en chaque point
aeclR.

@ De méme, on considere une suite strictement décrois-
sante (uUn Jnen qui tend vers —oo. Comme Fx est croissante
et minorée, on sait qu’elle tend vers une limite finie {_ au
voisinage de —oo et d’apres le théoreme de composition des li-
mites, cette limite {_ est aussi la limite de la suite de terme
général Fx (un).

Soit w € Q. Comme la suite (1, )nen tend vers —oo,
il existe un rang & partir duquel u, < X(w). Autrement
dit :
Qc U [un < XI.
neN

L’inclusion réciproque est évidente ! Par passage au complé-
mentaire, on en déduit que

X <unl =2
neN

On applique a nouveau le théoreme de continuité décroissante
(justification analogue) et on obtient :

Iim Fx(x)= lim Fx(u,)=P(@)=0.
X——00 n—-+4oo
. De méme encore une fois, on considére une suite stric-
tement croissante (un)nen qui tend vers +co. Comme Fx
est croissante et majorée, elle tend vers une limite finie
(. au voisinage de +oo (théoreme de la limite monotone) et
d’apres le théoreme de composition des limites, cette limite £
est aussi la limite de la suite de terme général Fx (u,).
Soit w € Q. Comme la suite (U, )nen tend vers +oo,
il existe un rang a partir duquel X(w) < u,. Autrement
dit :
QcC U X <uyl
nelN

et l'inclusion réciproque est évidente. Cette fois, la suite
des événements [X < u,] est une suite croissante (car la
suite réelle (un)nen est croissante), donc on peut déduire
du théoreme de continuité croissante que

Iim Fx(x)= lim Fx(un)=P(Q)=1.
X—+00 n—-+oo
[106.3] Comme la fonction de répartition Fx est croissante
et continue a droite sur IR [106.2], elle est discontinue au
point xo si, et seulement si, sa limite a gauche Fx(xo—) dif-
fere de sa valeur Fx(xo) en ce point.

@ Considérons une suite strictement croissante (U, Jnen
qui converge vers xo. D’apres le théoreme de composition
des limites, la suite de terme général Fx(u,) converge vers
Fx(x0—).

Comme u,, < xo pour tout n € N, il est clair que :
s'il existe un rang n tel que X(w) < uy, alors X(w) < xo.
Autrement dit :

U X <unl € X < xol.
neN

Réciproquement, supposons que X(w) < xo. Comme
la suite (un)nen tend vers xg et est strictement croissante,
alors il existe un rang a partir duquel X(w) < un. Par
conséquent,

X<xol € |JX<unl
nelN



Par double inclusion, nous avons démontré que

X <xol= | X< unl,
neN

La suite des événements [X < u,,] est une suite crois-
sante, donc on peut appliquer a nouveau le théoreme de
continuité croissante :

P(X<xo)= lim P(X<un)=Fx(xo—).

n—-+4oo

@ [l est clair que
(X < xo] = [X < xo] U [X =x0].
Par additivité de P, on en déduit que
Fx(x0) = P(X < x0) + P(X =x0)
c’est-a-dire :
Vxo €R, P(X=x0)=Fx(x0)—Fx(xo—).

On a ainsi démontré que Fx était continue au point x¢ si,
et seulement si, P(X = xo) = 0.

[106.4] Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes
ayant la méme fonction de répartition, alors

P(X = a) = Fx(a) — Fx(a—)
— Fy(a) — Fy(a—) = P(Y = q)

pour tout a € IR, ce qui prouve que X et Y ont méme loi.
@ Réciproquement, supposons que X et Y soient deux
variables aléatoires réelles discretes méme loi :

VaeR, P(X=a)=P(Y=a).

Il existe donc une partie finie ou dénombrable E C R telle
que X et Y prennent toutes leurs valeurs dans E. On sait
alors que

ack ack
a<sb asb
pour tout a € R.
Il s’agit d"unions (finies ou) dénombrables d’événe-
ments deux a deux disjoints. Par o-additivité de P, on en
déduit que

PX<b)=) P(X=aq)

ackE
a<b

=) P(Y=a)=P(Y<D)
ack
a<gb

pour tout b € IR, ce qui montre bien que les fonctions de
répartition Fx et Fy sont identiques.



