Equations différentielles [14-corrige-06]

Les matrices
3 2 2 1 0 0
A=|0 2 1 et J=10 3 1
01 2 0 0 3
sont semblables et, pour tout t € R,
o3t 2 00 01 1
exp(tA):7 0 1 1|+2tet{0 0 0
01 1 0 0 0
ot 0 0 0
+? o 1 -1
0o -1 1

a Trigonalisation de A
On vérifie sans peine que le polyndéme caractéristique de A est égal a

Po = (X—=3)2(X—1).

a Le sous-espace propre Ker(A — I3) est donc une droite et comme

2 22
A-Tz=[0 1 1],
01 1

on peut remarquer que C; — C3 = 0 et en déduire que

0
Ker(A—I3)=R-¢1 ou g =11
-1

w  Le sous-espace caractéristique Ker(A — 313)? est un plan et comme le rang de la matrice

0 2 2
A-3=[0 -1 1
0o 1 -1

est égal a 2, le sous-espace propre Ker(A — 313) est une droite vectorielle :

1
Ker(A —3I3)=R- |0
0

#  Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est strictement inférieure a la dimension de
U'espace, la matrice A n’est pas diagonalisable.
Comme son polyndme caractéristique est scindé, elle est néanmoins trigonalisable.

& La matrice

0 0 0
(A=313)2=10 2 =2
0 —2 2

nous donne une équation cartésienne du sous-espace caractéristique :

Ker(A —313)? = [y —z =0l

#v Siun vecteur du sous-espace caractéristique Ker(A — AL, )™ est un vecteur propre de A, c’est nécessai-
rement un vecteur propre associé a .

Choisissons un vecteur €3 dans ce sous-espace caractéristique, en veillant a ce que ce vecteur
ne soit pas un vecteur propre de A : ce vecteur doit vérifier I'équation cartésienne sans étre propor-
tionnel au vecteur (1,0,0). Le vecteur

0
€3 = 1
1



convient a I’évidence.
Posons maintenant

4
&) = (A—313)£3 =10
0

w  Par hypothese, €3 € Ker(A —313)2 et (A —313)e3 #0.
On en déduit que (A —3I3)ex = (A — 313)%2e3 = 0 et donc que

¢ € Ker(A — 313)  Ker(A — 313)2.

@ On aurait pu remarquer que £3 appartenait au sous-espace caractéristique Ker(A —313)? et que ce sous-
espace est stable par A (en tant que noyau d’un polyndme en A) pour en déduire que €, appartenait aussi a ce
sous-espace caractéristique.

Comme ¢, est un vecteur propre et que £3 n’est pas un vecteur propre, ce deux vecteurs ne sont
pas proportionnels. Par conséquent, le couple (e, e3) est une famille libre de deux vecteurs dans
le sous-espace caractéristique Ker(A — 313)2. Comme ce sous-espace est un plan, on en déduit que
(€2, €3) est une base de ce plan.

% Le raisonnement qui précéde ne dépend pas du vecteur €3 choisi, il est strictement théorique.

@ D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux, comme Py est un polynéme annulateur de
A (Théoreme de Cayley-Hamilton) et que les facteurs (X — 3)2 et (X —1) sont premiers entre eux,

R? = Ker(A — I3) @ Ker(A — 313)2.

Par conséquent, en concaténant la "famille" (1), qui est une base du sous-espace propre Ker(A —13),
avec la famille (¢3, €3), qui est une base du sous-espace caractéristique Ker(A — 313 )2, on obtient une
base

B = (e1,€2,€3)
de R°.
@ Récapitulons ce qu’on a décidé pour construire la base 2.
Agr = g7 (vecteur propre associé a 1)
Agr =3-¢2 (vecteur propre associé a 3)
Aez =3e3+ €2 (définition du vecteur ¢3)

Notons enfin f, 'endomorphisme représenté par la matrice A dans la base canonique.
Dans la base £ = (¢1, €2, €3), la matrice de f est

100
J={o0 3 1
00 3

Comme A et ] représente le méme endomorphisme f dans deux bases différentes, ces deux matrices
sont semblables.

# La matrice de passage de la base canonique a la base 9 s’obtient en écrivant en colonnes les vecteurs de

0 4 0
P=|1 01
-1 0 1
D’apres la formule de changement de base,
J=P 'AP.

On va voir par la suite que la connaissance de la matrice P est inutile.

& Puissances de A avec division euclidienne

% La connaissance d'un polyndome annulateur scindé permet de calculer assez facilement les puissances
d’une matrice. Méthode a maitriser !

@ Comme Py est un polyndme annulateur de degré 3, pour tout k € N, il existe un unique couple
(Qx, Rk) de polynoémes tels que

Xk = PoQx + Rk avec degRy < 2. (1)



Il existe donc trois réels ay, by et cy tels que
Rk = akXZ + b X + ck.
On obtient deux relations en substituant les racines de Py a X dans la division euclidienne (1).

ax + bx +cx =1
9ak+3bk+ck:3k

Comme P, possede une racine double, on dérive (1) :
kX' =PiQx +PoQi. + Rl avec Ry =2aiX+ by
et en substituant la racine double & X dans cette égalité, on obtient une troisieme relation.
6ay + by = k3!
a [l s’agit donc de résoudre le systéme suivant.
ax + by +cx =1
8ayx + 2by =3k
6ax + by = k3k-1

(On aeffectué L, « 1, —L;.)
11 faut remarquer que ay et by vérifient un systéme 2x2, qu’on peut résoudre avec les formules
de Cramer. Avec un peu de concentration, on trouve :

VkeN, ag= _71(3k —2k31T 1),
—1
b = (=63 + 8k3"" +6),
—1
o= (5.3 - 6k.3%71 —9).

@ Comme Py(A) = 03, on en déduit que, pour tout k € N,

_3k k—1

Ak = T[A2 —6A +513] + S

1
[A2 —4A +313] + Z[A2 — 6A + 915]

ce qu’il vaut mieux écrire

—3k k3k!

A¥ = (A L)(A - 5L) + (A—I3)(A—3I3)+;1(A—3I3)2

pour simplifier le calcul des produits matriciels.

@ Le calcul de A* n'est pas tres compliqué, mais il faut ensuite calculer simplifier trois polynomes en A.
Les matrice (A —13), (A —313) et (A —313)? ont déja été calculées et comme elles ne sont pas inversibles, les
produits sont plus faciles a calculer.

@ Puissances de A avec I'identité de Bézout
On a appliqué plus haut le Théoreme de décomposition des noyaux :

R3 = Ker(A — 313)% @ Ker(A —I3). 2)

# La résolution de I'équation de Bézout va nous permettre de calculer les projections associées a cette dé-
composition en somme directe, puis d’en déduire les puissances de A.

w  Les facteurs P1 = (X—3)? et P, = (X—1) étant premiers entre eux, les polyndmes Q = (X—1) et
Q2 = (X — 3)? sont premiers dans leur ensemble. On peut alors vérifier (avec la méthode habituelle)
que

1

15-XQ + Q= 1.

Les projections associées a la décomposition (2) sont donc

1 1

M =-(5l3—A)(A—1I3) et WZZZ(A—SI_;)Z. (3)

T4

# I faut suivre les indices pour s’y retrouver : la projection Ty envoie sur le sous-espace caractéristique
Ker(A — 313)% = Ker P;(A) et la projection T, envoie sur le sous-espace propre Ker(A — 13) = Ker P2(A).



On remarquera qu’on a déja croisé ces deux matrices!

@ Sur le sous-espace propre Ker(A — I3) = ImTl;, 'application (A — I3) est identiquement nulle.

Par conséquent,
(A—=1I3) xTI, =03 Cest-a-dire A x T, =Tl,.

(4)

De méme, sur le sous-espace caractéristique Ker(A — 313)%2 = ImTIy, l'application (A — 313)? est

identiquement nulle :
(A —3I3)% x Ty = 0s.

(5)

D’apres le cours, en restriction a ce sous-espace, la matrice A est la somme d"une homothétie et d"une

matrice nilpotente. En effet, en posant
N = (A —3I3) x Ty,

on a
A xTI; =311 + N

mais aussi
(A —3I3)N =03 Cc’est-a-dire AN = 3N.

Comme Py (A) = 03, on peut vérifier que

—_—

N = 1(/\—313)(513 —A)A-13) =

) E(A—3I3)(A—13)

et donc que
1
N? = Z(A—Slg)z(A— I13)? = 03.

:a Bref:
All; =311 + N, ATl =TI, AN =3N

et on démontre par récurrence que
Vke N, AN =3 + k35 "N et AT, =T1,.
Comme TTy + 11, = I3, on en déduit que
VkeN*, AF=3T + k3 N +T,.

Comme ITy + TT, = I3, cette relation est vraie aussi pour k = 0.
En revenant a (3) et (6),
3k k3k71

VkeN, Ak:I(Slg—A)(A—Ig)vL 3 1

@ Exponentielle de tA
Par définition, pour tout t € R,

+oo [k

t
exp(tA) = Z W Ak,
k=0

Ayant calculé les puissances de A, on a fait le plus difficile! Pour tout t € IR,

_e3t teSt et
exp(tA) = (A—Ig)(A—SIgH—T(A—Ig)(A—.’)Ig)—i—Z(A—.ﬂg)z
avec
200 011
(A-T3)(A-5I3)=-2[0 1 1| et (A-I3)(A-3I3)=4(0 0 0
011 00 0

(La matrice (A — 313)? a été calculée plus haut.)

(A —313)(A—13) + 1(/\—3,13)2.



