Equations différentielles [rms134-1525]

On considere I'équation différentielle suivante, oit 1 est un intervalle de R.
viel tx/(t)+x(t)=e¢' (E)

@ Déterminer les solutions de (E) qui sont développable en série entiere au voisinage de 0. Représenter
graphiquement ces fonctions.

@ On considere une fonction f qui est solution de (E) sur Uintervalle 10, +oc[. Cette fonction f est-elle
développable en série entiére au voisinage de 0?

@ Résoudre I'équation (E) en discutant sur l'intervalle 1.
@ On revient au cas particulier I =10, 400l et on ajoute a I'équation (E) la contrainte

x(to) =xo (CI)

oit (to,xo0) € R?. Que dit le Théoreme de Cauchy-Lipschitz dans ce cas ? En déduire les solutions de (E)
qui vérifient (CI).

On suppose qu’il existe un réel r > 0 et une suite réelle (an )nen tels que
+oo
Vtel-nrl, x(t)=) ant™
n=0

Comme 1 > 0, la fonction x est de classe €' et dérivable terme a terme sur l'intervalle ouvert ]—r, 1|,
donc
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Vtel-nrl, tx'(t)+x(t)=t Z na,t" !+ Z ant" = Z(n—i— Dant™.
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De plus, la fonction exp est développable en série entiere avec un rayon de convergence infini. Par
conséquent, la fonction x est une solution de 1’équation différentielle (E) si, et seulement si,
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Comme r > 0, on peut identifier terme a terme :
YyneN, (m+1an="1m

et en déduire que a,, = 1/(n 4+ 1) pour tout n € N.

@ Réciproquement, il est clair que le rayon de convergence de la série entiere > "/ 4 1)1 est
infini et les calculs précédents prouvent bien que I'équation (E) posséde une, et une seule, solution
fo développable en série entiere.

Comme on I’a vu, cette solution fy vérifie
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a Pour tout t # 0, on en déduit que
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L'étude des variations du numérateur [t — 1+ (t — 1)e*] prouve qu’il atteint son minimum en t = 0.
Comme ce minimum est nul, on en déduit que le numérateur est toujours strictement positif.
Comme fj est de classe ¢! sur R et que sa dérivée est strictement positive sur R*, on en déduit
que la fonction f( est strictement croissante sur RR.
Il est clair que fy tend vers 0 au voisinage de —oco (asymptote horizontale) et que fo(x)/x tend
vers 400 au voisinage de +oo (branche parabolique verticale).



Le développement en série entiere prouve aussi que fo(t) = 1+t2+ /o4 o(t?) au voisinage de
t = 0. La tangente au point d’abscisse t = 0 est donc la droite d’équation x = 1 + %/ et, au voisinage
de t =0, la fonction fy est au-dessus de cette tangente.

%y Sion est plus curieux, on peut aussi calculer la dérivée seconde :

(t? —2t+2)et -2
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Vt£0, fU(t) =

Comme précédemment, I'étude des variations du numérateur prouve que celui-ci atteint son minimumen t = 0
et que ce minimum est nul. Par conséquent, fq est (strictement) convexe sur IR.

L’équation différentielle homogene (H) associée a (E) est une équation différentielle linéaire du
premier ordre sans singularité sur l'intervalle ]0, +oo[, donc 'ensemble des solutions de (H) est une
droite vectorielle.

D’apres le principe de superposition, une fonction f est solution de (E) sur ]0, +o0[ si, et seule-
ment si, il existe une solution h de (H) telle que f = fy + h.

Il y a donc une infinité de solutions de (E) sur ]0, 400, alors qu’il n’existe qu'une seule solution
développable en série entiere au voisinage de 0. Donc il existe des solutions de (E) sur ]0, +oco[ qui ne
sont pas développables en série entiére.

Pour appliquer la théorie de Cauchy-Lipschitz a 1'équation différentielle (E), il faut 1’écrire sous
forme canonique :

vtel, x'(t) =A(t)x((t)+B(t) = _T]x(t) + %t

et que les deux fonctions A et B soient continues sur l'intervalle I. Par conséquent, l'intervalle I ne
doit pas contenir 0.

@ Sil, C]0,+o0], alors on vérifie sans peine que les solutions de 1’équation homogene (H) sont
de la forme [t — 9/]. La fonction fy nous donne une solution particuliere de (E), donc une fonction f
est solution de (E) sur L, si, et seulement si, il existe C; € R tel que
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@ De méme, une fonction f est solution de (E) sur l'intervalle [ C ]—o0, 0[ si, et seulement si, il
existe C_ € R tel que
C_  et—1
I
a Considérons maintenant une fonction f qui soit solution de (E) sur un intervalle I = Ja, b[ avec
a < 0 < b. D’apres ce qui précede, il existe deux réels C_ et C. tels que

vtel,, f(t)
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Va<t<o, f(t):%—i—fo(t) et VOo<t<b, f(t)—T—I—fo(t).

Comme fj est continue en 0 (et méme développable en série entiere) et que f est de classe € sur
la, b, il fautque C_ = C, =0.

# Sinon, la fonction f admet une limite infinie a gauche et/ou a droite de 0! NB : le signe de cette limite
dépend du signe de la constante C.

Par conséquent, la fonction fy est la seule solution de (E) sur un intervalle I qui contient 0.



Comme on l'a vu, sur l'intervalle I = ]0,+4o0[, I'équation (E) est équivalente & une équation
différentielle linéaire du premier ordre de la forme

vVtel, x'(t) = A(t)x(t) + B(t)

oll A et B sont deux fonctions continues sur I. On peut donc appliquer le Théoreme de Cauchy-
Lipschitz : quel que soit ty € I (c’est-a-dire to > 0) et quel que soit xy € IR, il existe une, et une seule
f qui vérifie I’équation (E) sur l'intervalle I et telle que f(to) = xo.

@ D’apres 'expression de la solution générale, la contrainte (CI) se traduit par
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Donc 'unique solution du probleme de Cauchy (E)+(CI) a pour expression
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