Equations différentielles [rms135-962]

On considere I'équation différentielle
x(1=x)y"(x) + (1= 3x)y’(x) —y(x) =0 ®)

@ Déterminer les solutions de (E) développables en série entiére.
@ Résoudre (E) sur un intervalle 1 sans singularité.

@ Peut-on raccorder les solutions de part et d’autre d’une singularité ?

Soit y, une fonction développable en série entiere : il existe un réel v > 0 et une suite réelle
(an)nen tels que

+oo
Vxel-nrl, ykx) = Z apx®.
k=0

Comme r > 0, la fonction y est de classe ¥’ et (indéfiniment) dérivable terme a terme sur l'intervalle
ouvert ]—r, [, donc

“+oo +oo
Vxel-nrl, y'Kx)= Z(k—f— ay1x5, 3xy’(x) = Z 3kapxk,
k=0 k=1
+oo +oo
xy”(x) = Z(k+ 1kay,1x5, x*y" (x) = Z k(k — 1) axxk.
k=1 k=2

& ]I faut d’abord effectuer tous les changements d’indice nécessaire pour obtenir des sommes dont le terme
général est toujours de la forme byx*.
Il faut ensuite penser a ajouter, autant que possible, de termes nuls pour que les index des différentes
sommes soient analogues, voire, dans le meilleur des cas, égaux.

Par conséquent, pour tout x € ]—r, 7, 'expression x(1 —x)y” (x) + (1 —3x)y’(x) —y(x) est égale

+o0 +oo +o00 +oo +o00
Z(kJr Dkagy1x® — Z k(k — 1) arx® + Z(k+ Daxp1x* — Z Skapx® + Z apxs.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Apres simplification, la fonction y est solution de I'équation (E) si, et seulement si,

+oo
Vxel-rr|, Z(k—i— 12 (ars1 — ax)x® = 0.
k=0

Comme T > 0 et que les deux membres de I'égalité sont développables en série entiére, on peut
identifier les deux sommes terme a terme :

Vke ]N, k41 = Qg.

On a ainsi démontré que toute solution développable en série entiére de (E) est proportionnelle a la
fonction [x — 1/1 _«].

# On a raisonné par condition nécessaire en commengant par supposer que y était une solution dévelop-
pable en série entiére.
1l faut maintenant vérifier que les fonctions trouvées (qui sont les seules possibles) sont effectivement
des solutions de (E).
Au lieu de raisonner sur la série entiere (ce qui nous obligerait a rester sur l'intervalle ouvert de conver-
gence ]—1, 1)), nous allons calculer sur la somme et donc sur R\ {1}.

@ Réciproquement, avec

1 / _ ] 1 _ 2
, on a f1(x)—7(]_x)z et f1(x)—7(1_x)3.

f1(x) = T~

On en déduit facilement que f; est solution de (E) sur les deux intervalles ]—co, 1[ et ]1, 4+-o0l.



#y L'équation différentielle homogene (E) peut étre écrite sous la forme canonique

Vxel, Y'(x)=AX)Y(x) Q)
avec ) 1 ( )
y(x 0 (T—x)x
= t = - .
Y0 (y’(XJ> AN =TTk (1 3x—1 )
L’application A est continue sur les trois intervalles Iy = ]—o0,0[, I, =10, 1[ et I3 =]1, +o0l. On peut donc

appliquer le Théoreme de Cauchy-Lipschitz sur ces trois intervalles (et sur tout sous-intervalle d’un de ces trois
intervalles).

On en déduit que, pour k € [1, 3], pour tout instant x\ € Iy et toute "position initiale” (yx, Vi) € R?Z,
il existe une, et une seule, solution Y € €'(1,R?) de I'équation canonique (C) sur l'intervalle 1y, telle que
Y(xk) = (yx, vi)-

En remarquant que y est solution de (E) sur 1 si, et seulement si, Y est solution de (C) sur 1, on peut
reformuler les conséquences du Théoréme de Cauchy-Lipschitz : pour k € [1;3], pour tout instant xy € Iy
et pour tout couple (yx,vi) € R?, il existe une, et une seule, solution y € ¢*(1,R) de I'équation (E) sur
Uintervalle Iy telle que

yx) =y et y'(xk) = vk

Quelle que soit la formulation (canonique ou non), I’ensemble des solutions est un espace vec-
toriel de dimension 2 et pour 'instant, les solutions que nous avons trouvées sont toutes proportion-
nelles a f1 — nous étudions un plan et nous n’en connaissons qu’une droite.

La théorie de Cauchy nous assure que I'ensemble des solutions de (E) sur I; (resp. sur I, resp.
sur I3) est un plan vectoriel. Nous connaissons un vecteur fy # 0 de ce plan et nous allons chercher
un second vecteur de ce plan, non proportionnel au premier, en faisant varier la constante.

# Comme c’est le cas la plupart du temps, les calculs de dérivées et de primitives sont les mémes sur les
trois intervalles 1y, 1, et 13. Nous allons donc rédiger la résolution sur un intervalle 1y, indéterminé.

Nous cherchons donc une fonction a € €2 (I, R) telle que la fonction

a(x)

) = |x— alx)fi(x) = T

soit une solution de (E) sur Ix. On en déduit que

Vx ey, fix)=a(x)-fi(x)+alx)-f](x),
f5(x) = a”(x) - f1(x) + 2a’(x)f7 (x) + a(x)f{' (x).

# On aura bien sitr pensé a utiliser la formule de Leibniz pour calculer la dérivée seconde !

#v On injecte ensuite ces expressions dans (E) en regroupant les termes en facteur de a(x), de a’(x) et de
a’’(x). On peut se dispenser de calculer le cofacteur de a(x), puisqu’il est nul : par définition, la fonction f;
est une solution de (E)!

Ainsi,
a”(x)  2xa’(x) 2a”(x)
1 =0
R I i puval s g I B g

ou, plus simplement,
Vx e, xa’(x)+a’(x)=0.

%o ]l ne s’agit pas vraiment d'une équation du second ordre, mais d’une équation du premier ordre en a’. Il
en va toujours ainsi lorsqu’on applique la méthode de variation de la constante.

On en déduit tout d’abord que a’(x) est proportionnelle a 1/, puis que la fonction

In|x|
1—x

fzI [Xb—)

est une solution de (E) sur I.
a En conclusion, pour 1 < k < 3, une fonction y est solution de (E) sur l'intervalle Iy si, et
seulement si, il existe deux réels ax et by tels que

1 {
Vx ey, ykx)=ax-——+Dbx- nlxl.
1—x 1—x




# [l est clair que la fonction £ n’est pas développable en série entiére au voisinage de I'origine (limite infinie
en x = 0/!). C’est pourquoi toutes les solutions développables en série entiere sont proportionnelles a f.

Siy est une solution de (E) autour de x = 0, alors il existe des réels a;, by, a; et b, tels que

bl byl
Vx <0, y(x):w ot Vo<x<], y(x)zw.

1—x 1T—x

Comme {n|x| tend vers 0 au voisinage de 0, il faut que by = b, = 0 pour que y soit bornée au
voisinage de 0. Il faut de plus que a; = a, pour que y soit continue en 0.
Réciproquement, on sait déja que la fonction f; est une solution de (E) sur ]—oo, 1[.
@ 5iy est une solution de (E) autour de x = 1, alors il existe des réels a,, b;, asz et b3 tels que

VO<x <1, U(X)ZM et  Vx>1, y(x)zw

1—x 1—x

On sait que {nx ~ (x — 1) pour x voisin de 1, donc

Pour que y soit continue en 1, il faut donc que a; = a3 =0 et que b, = bs.

Réciproquement, la fonction f; est évidemment de classe > sur I, UIz. En posant f,(1) = —1,
on définit un prolongement de f, qui est méme développable en série entiére au voisinage de 1 :
comme

m(1+h) & (-1 Th"

Vhe =110\ {0}, T_nzzo e R
one x—1 (x—1)2 3
fz(X):fz(1+(X—])) xi] —1-}-7—#4—0(()(—1) )

Cela nous montre que f5(1) = 1/ et donc que la fonction f; ainsi prolongée vérifie (E) pour x = 1
également.

% La formule de Taylor donne le développement en série entiére et le développement limité de f, : inutile de

se fatiguer pour calculer un développement limité si on connait un développement en série entiere !

a- Enfin, les discussions précédentes montrent que la seule solution de (E) sur l'intervalle I = R
est la fonction nulle.



