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Dérivation
1. On considere la fonction f définie par 6. Soit f, une fonction de classe ¥* de [0,1] dans R. On
suppose que la borne inférieure de I'ensemble
VxeRy, f(x)=exp(Va).
Z={x€]0,1] : f(x) =0}
1.1 Pour tout n € N*, il existe un, et un seul, polynéme P, tel
que est égale a 0.

Vx>0, f(n)(x): Pn(ﬁ)

xn—1/2

f ().

1.2 Pour tout n € N*,

1 X 1
Pt = 3XP+ (3 =+ 3)P

donc le degré de P, est égal a n — 1 et son coefficient dominant
estégala2™".

1.3 La fonction f n’est pas dérivable en x = 0.
I
Bijections
2. On considere une bijection de classe &t
fo]abl—]cd].
21 Démontrer que f est strictement monotone.
2.2 Exprimer c et d en fonction de 4, b et f. (Discuter sur la

monotonie de f.)

2.3 On suppose que f(xg) =
(f 1) (x0)?

Condition nécessaire et suffisante pour que la tangente a I'y au
point My = (xp, xo) et la tangente & I's1 au point My soient or-
thogonales?

2.4 On suppose qu’il existe deux réels xg et x; tels que

xo- Que vaut f~!(xp)? Et

a<xg<x31<b et f(xg)> f(x1).

Alors

vxelu,bl, f(x) > f(x).

3. Soit f, une fonction dérivable et bornée sur l'intervalle

[0, +00], & valeurs réelles. On suppose que

lim f'(x) =/ €R.

X——+00

Démontrer que ¢ = 0. (Par I'absurde!)

I

Théoréme de Rolle

4, Soit f : R — R, une fonction périodique et dérivable.
La dérivée de f est périodique et s’annule au moins deux fois par
période.

5. Soit f : [0, +00o[ — R, une fonction de classe &1,
On suppose que f(0) < 0 et que la fonction f tend vers 40 au
voisinage de +-co.

5.1 La fonction f s’annule au moins une fois mais sa dérivée
peut ne pas s’annuler.
5.2 Sila fonction f s’annule deux fois, alors sa dérivée f’ s’an-

nule au moins deux fois.

6.1 Il existe une suite (x5, )N de réels strictement positifs qui
tend vers 0 et telle que f(x,) = 0 pour tout n € N.
6.2 On peut en extraire une suite (Y )reN = (¥ )ken qui est
strictement décroissante.
6.3

vneN, fM(0)=o.

III

Théoréme des accroissements finis

7. Soit f € €1(R, R).
Pour tout x > 0, il existe unréel 0 < ¢ < x tel que

fx) = f(=x) = x[f(c) + f(=)].

8. Soit f : [0,1] — R, une fonction continue sur [0,1] et
dérivable sur |0, 1]. On suppose que

f(0)=0 etque f(1)f'(1)<0.

Alors il existe unréel 0 < ¢ < 1 tel que f'(c) = 0.

9. Théoreme de Darboux
Soit f, une fonction dérivable sur le segment [4,b], & valeurs
réelles. On suppose que

fl(a) <0< f'(b).

9.1 On suppose que f est en fait de classe ¢’!. Démontrer qu’il
existe un réel ¢ € ]a, b[ tel que f'(c) = 0.
9.2 On suppose que f est seulement dérivable et on considere

les deux fonctions auxiliaires ¢ et i suivantes.

f(x) — f(a)

p(a) = f'(a) Y x € a,b], go(x):ﬁ,
po) =f 1) vreld pe =00

Les deux fonctions ¢ et i sont continues sur le segment [a, b] et
¢(b) = ¢(a). Comme l'une de ces deux fonctions s’annule, la
dérivée f' s’annule sur ]a, b|.

9.3 Lorsqu’une fonction f est dérivable sur un intervalle, sa
dérivée f' vérifie la propriété des valeurs intermédiaires méme si
elle n’est pas continue.

10.1  Les fonctions cos et sin sont 1-lipschitziennes sur RR.

10.2  La fonction t + e est lipschitzienne sur R. Pour obte-
nir la meilleure constante de Lipschitz possible, il faut remarquer
que

. . b .
Va,becRZ |e’“—e’b|:‘/ ie’tdt’.
Ja
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11. Systémes dynamiques
On consideére une fonction f de classe ¢! admettant un point
fixe :

fe)y=1¢

et une suite convergente (i, ),cN qui vérifie la relation de récur-
rence
VneN, upp1 = f(un).

11.1  Point attractif
On suppose ici que

lim u, =¢ etque |[f(0)] <1

n— 400
Il existe unréel 0 < 6 < 1 tel que
up—€ = OW").

n—+00

11.2  Point répulsif
On suppose ici que

If/(O) >1 etque VneN, u, #/.
Il existe un réel & > 0 tel que, s’il existe un indice 1y € N tel que
Upy, € [0 —a,l+0a],
alors il existe un indice 17 > ng tel que
Up, & [0 — o, 0+ a].

11.3  Estimation asymptotique
On suppose ici que £ = 0, que f(0) = 0 et f/(0) = 1 et que
VneN, O0<u,<1 e lim u,=0.

n—+oo

. u —Uu
lim 22~ Pndl 4
n—+co Uy — Uy

2. S'il existe deux réels a et C # 0 tels que

lim u® ,—ub=C
n——+00 n+1 n 4

alorsa < 0OetC > 0.
3. D’apres le Théoreme de Cesaro,

[
. u
lim 2 =C.
n——+oco n

v

Prolongement de classe ¢!

12. La fonction
f =[x~ cosx]
est continue sur [0, +co[ et dérivable sur |0, +oo[. Elle est en fait

de classe ¢! sur [0, +oo].

13. Contre-exemple exotique ***
On considere une fonction F, continue sur [0, 1] et telle que

Vxe€]0,1[, F(x) :exp<_71 +sin%).

131 Que vaut F(0)?

132 Calculer F/(x) pour 0 < x < 1. En déduire que T est
strictement croissante sur [0,1] bien qu'il existe une infinité de
réels x € [0,1] tels que F/(x) = 0.

13.3  La fonction F est de classe %! sur [0,1].

134  Lafonction F est de classe € sur [0,1] et que

vneN, FM@0)=0

bien que F(x) > 0 pour tout 0 < x < 1.



