Equations différentielles [rms134-849]

Soit A € M, (R).
@ La matrice A est nilpotente si, et seulement si, toutes les solutions du systeme différentiel

VteR, X'(t)=AX(t) (S1)

sont polynomiales.
@ Soit m > 2, un entier. La matrice A est nilpotente si, et seulement si, toutes les solutions du systéme
différentiel

VteR, XM™(t)=AX(t) (Sw)

sont polynomiales.

Supposons que toutes les solutions X € €' (R, R™) du systéme différentiel (S1) soient polyno-
miales. Ces fonctions sont en fait de classe > et on déduit de (S1) que

VkeN VteR, X™M(t)=A*X(t) (%)

(par récurrence sur k).

D’apres le Théoreme de Cauchy-Lipschitz, pour tout T < i < n, il existe une, et une seule,
solution X; du systeme différentiel (S1) qui vérifie en outre la condition initiale X;(0) = E; (ol E; est
le i-eme vecteur de la base canonique de M, 1 (R)).

Il existe donc un entier d € N tel que

vi<i<n, A% =xY(0) =o.

# Chacune des n solutions X; compte n composantes polynomiales : on dispose ainsi de n? fonctions
polynomiales et comme il n"y en a qu'un nombre fini, il existe un entier d qui est strictement supérieur au
degré de toutes ces fonctions polynomiales.

De la sorte, A4 = 0,, et la matrice A est bien nilpotente.
w  Réciproque.
On suppose que la matrice A est nilpotente d’indice d :

Vk>d, A*=0,.

Par conséquent,

VteR, exp(tA)= Z o
k=0 ’

et toute solution du systeme (S1) est polynomiale :

d—1
VteR, X(t)=exp(tA)-X(0)=)_ %Ak - X(0) - t*.
k=0

# Variante
On peut aussi déduire de la relation () que

ViteR, X@Yt)=AX(t)=0

et donc que les n composantes de X sont des fonctions polynomiales dont le degré est strictement inférieur a d.

On peut se ramener au cas précédent en écrivant le systeme différentiel (S,) sous forme cano-
nique : la fonction

X € €™ (R, M1 (R))

est solution du systeme (S1,) si, et seulement si, la fonction

Y= |t— . S cg] (IR» mmn,] (]R))



est solution du systeme différentiel

VteR, Y'(t)=BY(t) (St)
avec
On In
B = \\ | € Mmn(R).
A On

On peut vérifier que
B™ = Diag(A,A,...,A)
et donc que
VkeN, B*™ =Diag(A* A¥ ... A¥).

#v Cette vérification est assez fastidieuse, il faut raisonner colonne par colonne en suivant les indices a la
trace. Dans le cas m = 3, ona

0 I, 0 0 0 I, A 0 0
B=|(0 0 I.|, BZ=|[A 0 0], B*=[0 A 0
A 0 0 0 A 0 0 0 A

et on peut s’inspirer de ce cas particulier pour traiter le cas général.

La matrice B est donc nilpotente si, et seulement si, la matrice A est nilpotente et on conclut a
'aide de la premiere partie.



