Ordre d'un élément dans un groupe cyclique  [22-corrige-01]

Soient n € IN* et ¢ = exp(2i7/n). On sait que 'ensemble U, des racines n-iemes de I'unité est un groupe
cyclique d’ordre n engendré par C (pour la multiplication complexe).

On considere un élément x € Uy, : il existe donc un, et un seul, entier 0 < m < n tel que x = ™.
Démontrer que x engendre Uy, si, et seulement si, { € (x).
En déduire que x engendre Uy, si, et seulement si, I'entier m est premier i n.

@ Plus généralement, on note d = m /\n (sans supposer que d = 1). Il existe donc un entier
1< qg< ntelque

Démontrer que (x) = (C94).
En déduire que I'ordre de x est égal i q.

#Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe au groupe (U, x ). Par conséquent, les résultats démontrés
ici s’appliquent a tout groupe cyclique engendré par un élément a quelconque.

n = qd.

a Sixengendre U,, alors ¢ € U,, = (x), donc ¢ € (x).

# Comme x € Up, on sait déja que (x) C Un. Par conséquent,
U, = (x) & U, C {x).
@ Réciproquement, on sait que
(x) = {x*, k e Z}.
Si ¢ € (x), alors il existe un entier k € Z tel que { = x* et par conséquent,
vo<t<n, ==X e (x),

ce qui prouve que
Unp ={ 0<k<n}C(x).

# Plus généralement, deux groupes cycliques sont égaux si, et seulement si, chacun d’eux contient un
générateur de 'autre :

o=t = {3EW

@ Sim et n sont premiers entre eux, alors il existe deux entiers relatifs a et b tels que
am + bn = 1 (Bézout). Par conséquent,

C=C' = (C™)%- (CY)° =x%-1° =x2 € (x).
@ Réciproquement, si x engendre Uy, alors ¢ € (x), donc il existe un entier relatif a tel que
C=x%=(C")*=¢"" etdonc tel que glmam =1,
Comme ( engendre U,, qui est un groupe cyclique d’ordre n, on sait que
VkeZ, =1 nlk
On a ainsi démontré que 1 — am était un multiple de n. Il existe donc un entier b € Z tel que

1 — am = bn, c’est-a-dire
am+bn=1.

On en déduit (réciproque du Théoreme de Bézout) que m et n sont premiers entre eux.
Comme d = m A n, alors (Théoreme de Bézout) il existe deux entiers relatifs a et b tels que

am+ bn =d.

On en déduit (comme plus haut) que

Cd _ Cam+bn — (Cm)a . (Cn)b =x2. 1b —xa c <X>



a Réciproquement, en tant que pgced, 'entier d est un diviseur de m, donc il existe un entier k € Z
tel que m = kd et par conséquent

X = Cm _ de _ (Cd)k c <Cd>-

On a ainsi démontré que (x) = (¢4).
D’apres la question précédente, I'ordre de x est égal a I’ordre de 9.

#v Par définition, I'ordre d'un élément g est égal a I’ordre du sous-groupe (g) qu’il engendre.
On sait aussi que l'ordre de I'élément g est égal a q € IN* si, et seulement si,

q=min{k € N* : g* =eg}.
@ Par définition de q, on an = qd, donc ((4)9 = (99 = ™ = 1, donc 'ordre de (¢ divise q.
@ Réciproquement, pour 1 < k < q, il est clair que
1<d=d-1<d k<d-q=n,

donc (¢4)* = ¢*4 £ 1 puisque les nombres complexes 1, ¢, (2, ..., (™! sont deux a deux distincts.
L’ordre de x = {™ est donc égal au quotient g de la division euclidienne de n par d = m An.



