Topologie [18-corrige-01]

Soit E, un espace vectoriel normé par ||-||.

@ Un sous-espace vectoriel F qui contient une boule ouverte B, (xo, 1) contient aussi la boule ouverte
B o (OE» T‘).

@ L'intérieur d’un sous-espace vectoriel strict de E est vide.

Supposons que la boule ouverte B, (xo, ) soit contenue dans F :
Vxek, |x—xof<r = x€F

Considérons maintenant un vecteur y de la boule ouverte centrée a 1’origine B, (0g, ) : comme ||y|| <
T, alors

| (x0 + 1) —xo| = llyll <7
donc xp +y € Bo(x0,7) C F. Comme F est un sous-espace vectoriel, il est stable par combinaison
linéaire et donc
y=(xo+y)— xo €F
—— =
€F €F

Par conséquent, la boule ouverte B, (0g, 1) est contenue dans F.

Soit F, un sous-espace vectoriel strict de E: ona donc F & E.

Supposons que l'intérieur de F ne soit pas vide. Il existe alors un vecteur x¢ dans l'intérieur de
F et, par définition de 'intérieur, il existe un réel r > 0 tel que la boule ouverte B, (xo, ) soit contenue
dans F.

D’apres la question précédente, la boule ouverte B, (Og, ) est contenue dans F.

Le vecteur nul O appartient a F (puisque F est un sous-espace vectoriel de E).

Six € En’est pas le vecteur nul, alors

T ZHrXH ' (znrxn %)

La norme du vecteur (7/2|x|) - x est égale a 72 < 1, donc ce vecteur appartient a F et comme F est un
sous-espace vectoriel, x € F.

# Un sous-espace vectoriel est stable par combinaison linéaire. En particulier, siu € F, alors A-u € F pour
tout scalaire A.

On a ainsi démontré que tout vecteur x € E, nul ou non nul, appartenait a F, donc F = E.



