CALCUL DIFFERENTIEL

Exercice 1 16-01  Exercice 5 16-05
Etudier I'application définie par Soit f = f(x,y), une fonction de classe ¢ sur R”.
Xy 1. La fonction g définie par
v (X)y) 76 (O)O)) f(X»y) = |7
x|+ lyl g(u,v) = flu+v,uv)
Exercice 2 16-02 ot de classe %2 sur R2.
On pose Q = R2. 2. Si g est harmonique sur R?, alors
1. Résoudre a I’EDP
of of Zﬁ—i—Zxﬂ—F(Xz—Z )ﬁ—o
YM=(xy) €Q, —(M)—2—(M)=0. (H) 2 T oxay Yay? =
0x dy
7 —_ 2
2. Résoudre I'EDP (E): sur louvert Q = [x* —4y > 0.
of of i -
VM= (xy) €0, ax( )7257“\4) —y (E) Exercice 6 16-06
Y L’application f définie par f(0,0) = O et par
E ice 3 16-03
xereee ¥ (x,y) #(0,0), flxy) = —y?) tn(x* +y?)
1. Calculer les dérivées partielles de
est de classe €' sur R? et
F(X>U) = f(Z(X»HJ) of
2 _
avec f(z) = sinz et z(x,y) = 3x — 4y. v (xy) € RY, d (x,y) = *@(y”‘)'
2. Calculer les dérivées partielles de
Exercice 7 16-07
Fix,y) = f(U(XﬂJ)» V(X)U)) ) .
La fonction f définie par f(0,y) = 0 pour touty € R
avec f(u,v) = u—v, ulx, y) = X2y et v(x,y) = xy?. et par
_ 2 Yy
Exercice 4 16-04 floy) =x COS(X)

On suppose que g = g(u) est une fonction de classe
%? de R dans RR.
1. Siu = u(xy,...,xn) est une fonction de classe €2 de
R™ dans IR, alors la fonction f définie par
f(x1y.e oy xn) = g(ulxa,y...yxn))

est de classe € et son laplacien est donné par
Af = g"(W)||Vu|? + g’ (w)Au.
2. Sur Q =R™\ {0}, on pose

W(X1,yeeeyXn) = /X3 + -+ X2,

%u 1 X2
vVi<k<n, ——>= .3
oxy
2.b. La fonction f est harmonique sur Q si, et seulement
si,

u  ud

n—1

Yu>0, g’(u)+ 0 g'(w)=0

2.c. Sin > 3etsif est une fonction harmonique radiale
sur (), alors il existe deux constantes a et b telles que

a

= ——— +b.
||

Vx #£0, f(x)

sur [x # 0] est différentiable au point (0, 0) mais n’est pas
de classe €' sur R2.
16-08

La fonction f définiesur A=[0<x<a<b<gy]l C
R? par

Exercice 8

(x +y)?

A
V(x,y) €A, -

f(X> y) =
atteint un minimum absolu sur A.

16-09

1. On suppose que trois fonctions f, g et h sont reliées

par

Exercice 9

Vi(xy)€Q, flx,y)=xg(y) +h(y).
Si f € €%(Q), alors g et h sont de classe € sur ]c, d[.
2. Une fonction f € ¢%(Q) vérifie I’équation
2

V(X,U)GQ, w

(X)y) =0

si, et seulement si, il existe g et h de classe € sur Ic, d[
telles que

V(X,U) GQ» f(X»y):XQ(U)-Fh(‘J)
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3. Une fonction f € 42(Q) vérifie I'équation telles que
0% f
v (xy) € Q, =0 Vixy)eQ, flxy)=gx)+hly).
0xdy

si, et seulement si, il existe g € €%(]a,b[) et h € €2 (Ic, d[)



CALCUL DIFFERENTIEL (SOLUTIONS)

Solution 1 16-01

# Notations et préliminaires topologiques
On note comme d’habitude O = (0, 0) l'origine du plan; on pose

U=R*\{0} et V=[x#0N[#0.

Tout ensemble fini est fermé, donc la partie U est un ouvert (en tant que complémentaire d’une partie fermée).
Les ensembles [x # O] et [y # O] sont ouverts puisque ce sont les images réciproques respectives de I'ouvert R* par les
applications continues (polynomiales !)
[(y)—x] et [(x,y)—yl.

La partie V est donc ouverte en tant qu’intersection de deux ouverts.
11 est clair que la fonction définie par

Xy
f =
Cov) = L

est définie sur L.

a Régularité de f sur 'ouvert V
On sait que les applications linéaires de R? dans IR sont de classe €’ sur R? et que les applications [t — [t]] et [t — 1/]
sont de classe ¢ sur R*.
Les composées
vV —mR—R ot vV —mR—R

(% y) — x — x| % y)—y — Nyl
sont donc de classe ¢€*°. La somme de deux applications de classe € sur V est de classe €° sur V. Par conséquent, la
composée

v — R* —R

(%, y) = x|+ Yyl —

est de classe ¥*° sur V.
La fonction (polynomiale) [(x,y) — xy] est de classe > sur V. Par produit, la fonction f est donc de classe € sur

V.
a [’ouvert V est 'union de quatre quarts de plan ouverts Vi, V,, V3 et V,4 sur lesquels on peut calculer les dérivées

partielles de f.

A1z
V; Vi
A A
2375 14
V3 Vy
Azq
» Pour tout point M = (x,y) € Vi,
X of 2 of x2
M) =2, M)y =L (M) =
x+y  0x (x+y) Jy (x+y)
» Pour tout point M = (x,y) € V3,
X of 2 of —x?
f(M)=—9— Z(M)= > Z(M)= :
—x+y 0x (x—vy) dy (x—vy)
» Pour tout point M = (x,y) € V3,
—x of —y? of —x?
(M) = =2, (M) = P, (M) =
x+y  0x (x+y) Jy (x+y)
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» Pour tout point M = (x,y) € V4,

oy of _ —y? of _ x?
R T T

#o [l faut penser a utiliser les symétries de f pour éviter de faire plusieurs fois le méme calcul ou presque !

@ Régularité de f sur 'ouvert U
La fonction [t — [t]] est continue sur R.
Les composées
U —R—R ot uUu —R—R
(%, y) — x — x| % y)—y — Nyl
sont donc continues. La somme de deux applications de classe continues sur U est continue sur U. Par conséquent, la
composée
u — R* —R

(%, y) = x|+ Yyl —

est continue sur U.
La fonction (polynomiale) [(x,y) — xy] est continues sur U. Par produit, la fonction f est donc continue sur U.

# Deux problémes se posent donc.
— Peut-on prolonger la fonction f, qui est continue sur U, en une fonction continue sur R? tout entier ?
— La fonction f, qui est de classe €' sur V, est-elle aussi de classe €1 sur I'ouvert U (qui contient I'ouvert V) ?

@ Prolongement par continuité
On prolonge la fonction f a R? en posant f(O) = 0.

#v On choisit cette valeur apres avoir fait les calculs qui suivent, on ne la choisit surtout pas par hasard !

& Pour justifier la continuité de f au point O, il faut définir une norme sur R?. Peu importe laquelle : sur R?, espace vectoriel
de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, donc le choix de la norme n’aura aucune conséquence sur la continuité du
prolongement. Il s’agit de choisir la norme qui rendra les calculs aussi commodes que possible.

On choisir de munir I'espace R? de la norme euclidienne canonique. Autrement dit, on passe en coordonnées
polaires : pour tout point M # O, il existe 0 € IR tel que

M = (rcos 8, rsinB) ol r=||OM].

On en déduit que

|cos 6 sin ) T |OM]|
YM=#£O fiM) —f(O)|=r ———F—— < — = —
#0, [f(M)-f(0)|=r |cos 8] + |sinB] — mo mo
oll on a posé
mo = min |cosB|+ [sinB] > 0.
0<0<m/2

En effet, la fonction [0 — [cos 8] + |sin B]] est strictement positive (le sinus et le cosinus ne peuvent pas s’annuler simulta-
nément), continue et 71/2-périodique, donc elle atteint un minimum my strictement positif (puisque la fonction ne prend
que des valeurs strictement positives).

L’encadrement ainsi obtenu prouve que

lim f(M) = f(O)
|OM||—0

et donc que la fonction f, telle que nous I'avons prolongée, est continue au point O.
La fonction f est donc continue sur R? tout entier.
# Toute fonction différentiable est continue, mais toute fonction continue n’est pas différentiable.
11 est donc naturel de se demander si ce prolongement de f, qui est continu au point O, est aussi différentiable au point O.
wa Différentiabilité a I’origine

# Par définition, la fonction f est différentiable au point O si, et seulement si, elle admet un développement limité a l'ordre 1 au
voisinage de O.
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On sait de plus que le seul développement limité possible est de la forme

of of
f(O +h) o f(0) +x5-(0) +y@(0) + o(|[R[]).

Nous allons donc d’abord calculer les dérivées partielles avant de vérifier si nous avons bien un développement limité a I'ordre 1.

Pour tout t # 0,
f(t,O) — f(O) O) _ f(o) t) — f(o) 0) -0
t N t N

donc les deux dérivées partielles de f sont définies en O et

of  of

Comme f(O) = 0, il reste donc a vérifier si

HO+1) = ol[n]).

2y Comme pour la continuité, le calcul sur les ordres de grandeur impose de choisir une norme sur R

Nous conservons la norme euclidienne canonique sur R? pour calculer en coordonnées polaires. Comme on I'a déja
vu,
|cos 0 sin O]

fO+h)=r —M——
(O+h)=r |cos 0] + [sin ©|

et comme le facteur de v = ||h|| est indépendant de r, il ne peut pas tendre vers 0 lorsque r tend vers 0. Par conséquent,

O(h) mais f(O+h) # o(h).

—0 h—0

f(o+h)h

Par conséquent, la fonction f n’est pas différentiable au point O.

# Variante
On peut aussi raisonner par I'absurde.
Supposons que f soit différentiable au point O. Alors I'application linéaire tangente df(O) est une forme linéaire sur R? et
cette forme linéaire est alors caractérisée par I'image de la base canonique (e, e2) :

af(O)(e1) = §110) =0, df(O)(ez) = £1(0) =0

Par conséquent, la forme linéaire df(O) est identiquement nulle.
Considérons maintenant le vecteur w = (1, 1). On sait que la dérivée de f au point O suivant w peut se déduire de I'application

linéaire tangente :
Dy (f)(0) = df(O)(u) =0

(puisque I'application linéaire tangente est identiquement nulle).
Mais si on revient i la définition de la dérivée suivant u, on obtient

Dy(f)(0) = lim f(O+t-u)—f(0) — lim f(t,t) —f(0,0)  lim L)
-0 t t—0 t t—0 2t

ce qui est absurde (la limite a gauche différe de la limite a droite).
Par conséquent, 'application f n’est pas différentiable au point O.
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:a Différentiabilité sur U

@ Pour démontrer que f est de classe ¢ sur \, il nous suffit d’étudier  sur les quatre demi-axes ouverts de coordonnées (on sait
déja que f est de classe € sur V).
Dans ce but, nous allons bien entendu appliquer le Théoreme fondamental :
— dans un premier temps, nous allons vérifier que les dérivées partielles de f sont bien définies en chaque point Mo de V ;
— ensuite, nous allons vérifier que les dérivées partielles de f sont continues en chaque point Mo de V.
Le premier point est tres facile, il ne demande que de revenir a la définition des dérivées partielles.
Le second point est plus délicat et il impose une fois de plus de choisir une norme sur R? pour étudier la limite.

@ Nous noterons A4 (resp. Ay, resp. Az3, resp. Azy), la demi-droite ouverte qui sépare les quarts de plan V; et V4
(resp. Vi et V,, resp. V; et V3, resp. V3 et Vy).
1l s’agit de vérifier que la fonction f est de classe ¢"' sur U, sachant qu’elle est de classe ¢ sur V, et donc d’étudier
f au voisinage des points M appartenant a 1'une de ces quatre demi-droites A;;.
@ La fonction f admet deux dérivées partielles en chacun de ces points.

» Si My € Ay UA;3, alors Mo = (x0,0) avec xo # 0 et, pour tout t # 0 assez petit,

f(Mo+t-er1) —f(Mo)  f(xo +1t,0) —f(x0,0)

= :0

t t ’

f(Mo +t-ez) —f(Mo) _ flxo,t) = flx0,0) _  xo0
t t xo + [t

En faisant tendre t vers 0, on en déduit que les dérivées partielles sont définies et que

of of
7(MO):O) 7(Mo):1.
ox dy

> Si Moy € Ajx UA3zy, alors Mo = (0,yYo) avec yo # 0 et, pour tout t # 0 assez petit,

f(Mo+t-e;)—f(Mo)  flt,yo) —f(0,yo) Yo

t t i +yo’
f(Mo +t-e2) —f(Mo) _ f(0,yo +1t) —f(0,y0) _ 0
t t )

En faisant tendre t vers 0, on en déduit que les dérivées partielles sont définies et que

T =1, 2 (Mo) =0,
X dy
@ ]l reste a démontrer que les deux dérivées partielles de f sont continues en chaque point My considéré.

Pour éviter de faire plusieurs fois presque la méme chose, nous allons nous restreindre aux points My € Aqy, de
coordonnées (xg,0) avec xo > 0.

Pour étudier la continuité, nous allons choisir la norme produit (la norme euclidienne canonique n’est pas plus
simple).

A ce sujet, on rappelle que, pour tout point M = (x,y), le vecteur h = MM est en fait égal a (x — xo, y). Par
conséquent, la norme produit de ce vecteur est définie par

[MoM]| = max{|x — xol, lyl}
et nous utiliserons les deux encadrements suivants.
x —xol < [[MoM| [yl < [[MoM]|

@ Puisqu’il s’agit d’étudier f au voisinage du point Mg, nous allons choisir un réel « > 0 tel que 0 < & < x¢ et nous
restreindre aux points M = (x, y) tels que [MoM|| < «.
11 s’agit des points M situés a l'intérieur du carré bleu sur la figure ci-dessous. On constate qu’il faudra distinguer
trois cas : M € V; (C'est-a-dire y > 0); M € A;; (c'est-a-dire y = 0) et M € V4 (c'est-a-dire y < 0).
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V7|V
............ a
M :.(X)y)
/
O A1y
Mo = (x0,0)
............ _“
V3| Vs : :
X0 — & X0 + &
 Etudions la continuité de la premiére dérivée partielle.
» Pour M = (x,y) € Vq,
of of y? IMoM||?
= (M) = = (Mo)| = <
ax( ) ax( ) (x+y)?2 = (x0—a)?

puisque 0 <xp —ox <x+y(car0 <xo —ax < xety > 0).
» Pour M = (x,y) € V4,

of of y? IMoM||?
— (M) — —(Myp)| = <
ax( ) ax( O)’ (x—y)? = (x0—«)?

puisque 0 < xp —ax <x —y(car0 <xp —ax < x ety < 0).

» Pour M = (x,0) € Ay,

of of
S (M) = =~ (Mo)| =o.

Bref : pour tout point M tel que [MoM|| < acavec 0 < & < xo, on a démontré que

of of

3 M) —

_ IMomP?

S (xo — )2’

Lorsque le point M tend vers le point My, le numérateur tend vers 0 et le dénominateur reste constant. Par encadrement,

on en déduit que

of of
li —(M
Mi»nl\l/lo ax( )= 0x

~—(Mo)

et donc que la premiere dérivée partielle est continue au point M.
@ On reprend la méme démarche pour la seconde dérivée partielle.

» Pour M = (x,y) € Vi,
of of

(M) — =~ (Mo)| =

of 12xy + y?| _ 2xo+o) +af - [MoM||
oy oy

(x+y)2 — (xo — )2

puisque 0 < x <xo+ &, 0 <y < xet0 < xg — o« < x +y (comme plus haut).
» Pour M = (x,y) € V4,
of of

oy M)~ 5, (Mo)| =

12xy —y?| < 2(xo + &) + o] - [MoM]|
(x—y)2 ° (xo —«)?

puisque 0 < x <xo+ &, 0 <y < xet0<xp—ax <x—y.
» Pour M = (x,0) € Ay,

of of
3y M~ 5, (Mol =0.
A nouveau, pour tout point M tel que |[MoM|| < aavec 0 < & < X0, on a démontré que
of of 2x0 + 3
5y (M) = 5. (Mo)| < 270 - [MoM.
oy dy (xo —
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Le premier facteur est indépendant de M. On en déduit par encadrement que

. of of
lim —(M)=—(My)
M—M, 0y oy
et donc que la seconde dérivée partielle est continue au point M.
w D’apres le Théoréeme fondamental, la fonction f est donc de classe ¢! en chaque point de la demi-droite A14.
. Enrépétant la démarche sur les trois autres demi-droites, on peut conclure : la fonction f est de classe ¢! sur 'ouvert
.

Solution 2 16-02

#v On sait, apres avoir traité différents exemples, qu’on peut résoudre ces EDP a I'aide d’un changement de variables linéaire. Com-
ment choisir un changement de variables convenable ? Quelles différences voit-on apparaitre entre deux changements de variables ?

1. @ LEDP (H) nous dit que le gradient d"une solution est constamment orthogonal au vecteur (1,—2). Le gradient
de f en un point M quelconque est donc proportionnel au vecteur (2, 1), c’est-a-dire au gradient de la forme linéaire

¢ =I[(x,y) —» 2x +y].
On devine ainsi que la fonction f est constante sur les droites affines d’équation
2x+y=C]

et qu’il est donc intéressant de poser u = 2x +y.
@ Considérons le changement de variables linéaire (u,v) = @ (x,y) défini par

©-C7)-6 )0)

La matrice J est (clairement) inversible, ce qui prouve que @ est bien un changement de variables et la matrice inverse

(01
=0 )

nous donne les variables x et y en fonctionde uetv:

D))

VMeQ, f(M)=g(o(M).

Comme l'application @ réalise une bijection de Q sur Q, qu’elle est de classe ¢"' et que sa réciproque est aussi de classe
%" sur Q, on en déduit que f est de classe %1 sur Q si, et seulement si, g est de classe €' sur Q :

@ On pose

YNeQ, g(N)=f(@ '(N)).

@ D’apres la regle de la chaine,

0g _df ox  of dy _of of

v dx dv dy v ox dy
Plus précisément,
0 of of
YMeQ, “2(@(M)) =5 (M)—25 (M) (#)
ov 0x dy

et comme @ réalise une bijection de Q sur (), on en déduit que la fonction f est une solution de I'EDP (H) si, et seulement
si, la fonction g est une solution de I'EDP (H’) :

VYN =(u,v) € Q, @(N):o. (H)
ov

@ Le cours nous donne les solutions de (H’) : une fonction g de classe %' sur Q est solution de (H’) si, et seulement
si, il existe une fonction G de classe €' sur R telle que

Y (u,v) € Q, glu,v)=G(u).
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Par conséquent, une fonction f de classe ¢ sur Q est solution de (H) si, et seulement si, il existe une fonction G de classe
%" sur R telle que
V(x,y) e Q, flxy)=g(Cxy))=G(ulxy))=G(2x+y).

2. D’apres la regle de la chaine (#) et le changement de variables (&), la fonction f est une solution de (E) si, et
seulement si, la fonction g = f o ®~' est une solution de (E’) :

VN =(uv) € Q, g—g(N):u—ZV. (E"

D’apres le cours, une fonction g de classe ¢ T sur Q est une solution de ’EDP (E’) si, et seulement si, il existe une
fonction G de classe ¢! sur IR telle que

vV (wv) € Q, g(uv) =uv—v? + G (u)

otl on reconnait la superposition d"une solution particuliére et de la solution générale de I'équation homogene (H).
On en déduit qu’une fonction f de classe €' sur Q est une solution de (E) si, et seulement si, il existe une fonction
Gi € €' (R) telle que
V(xy)eQ, f(lx,y)=x+y)x+Gi(2x+y).

@ Variante : Autre changement de variables
Considérons maintenant le changement de variables linéaire (s, t) = W(x,y) défini par

(16) =~ -6 )
) e (v -()

@ On pose maintenant f(x,y) = h(‘l’(x, y )) : comme plus haut, la fonction f est de classe € ! sur Q si, et seulement si,
la fonction h est de classe €' sur Q et, d’apres la régle de la chaine,

oh  of ox  of aiy_—y(af 2af)_

3t "o ot Tay ot 2 \ax Yy

Cette fois,

On en déduit que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si, la fonction h est solution de

oh
YP=(s,t) eQ, -—2-: E(P) =y(s,t) =t
c’est-a-dire solution de (E”) :
B oh B j "
VP=_(s1t) €Q, at(P)_ 5 (E")

Comme plus haut, la fonction h € €1(Q,R) est solution de 'EDP (E”) si, et seulement si, il existe une fonction G, €

%' (R) telle que
42
V(s,t) € Q, his,t)= e + Ga(s).

On en déduit que f € €1(Q,R) est solution de (E) si, et seulement si, il existe une fonction G, € €' (R) telle que

2

VoY) €0, flxy) = - +Ga(2x +y).

#y Les solutions de (E) trouvées avec ces deux changements de variables ne différent qu’en apparence !
En effet, pour tout (x,y) € Q,

2 2
Yy (2x+y)
(x+y)x= 1 + 7
donc 5 5
— 2
x+y)x+Gi(2x+y) = :j + (ny) +Gi1(2x +y)

et par conséquent les fonctions Gy et G, sont liées par la relation suivante :

2
VzeR, Gz(Z)ZG](Z)-I—ZI.
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Solution 3 16-03

1. Sion fixe y, on se retrouve avec la composée de

x = g(x,y)

par
z — F(z).

Il s’agit donc de la composée de deux fonctions d’une variable réelle et il suffit d’appliquer la regle de dérivation des
fonctions composées : la régle de la chaine est ici hors sujet.

OF df )
30y = a[g(x,y)] X a—i(x,y)

= cos[3x — 4y] x 3 = 3cos(3x — 4y).

» Méme chose en fixant x...

oF _df 0g
—(xy) = a[g(x,y)] x @(x,yJ

9y
= cos[3x — 4y] x (—4) = —4 cos(3x — 4y).
» On retrouve (heureusement!) ces résultats en explicitant la fonction F et en dérivant directement (= sans faire appa-

raitre f et g) :
F(x,y) = sin(3x — 4y).

# Quand on maitrise vraiment le fonctionnement de la régle de la chaine, on peut sous-entendre le point oil les dérivées partielles
sont évaluées. Dans un délai raisonnable, vous écrirez donc

oF df 9g . oF _df ag
il L lieu de a—x(x,y) = a[g(x,y)} X a—x(x,y).
Pour le moment, privilégiez encore la sécurité a la vitesse d’exécution !
# Savez-vous démontrer rapidement que la fonction F est de classe ¢ sur R??
2. Ona
oF of ou of ov
a(x)y) - a(g(x»y)»h(x,y)) X a(X»U) + a(g(x)y)»h(x»y)) X a(xay)
=1 (2xy) + (1) x y? = (2x —y)y
puisque u(x,y) = yx? et v(x,y) = y*x.
De méme,
oF of ou of ov
oy 09 = 5y (906 u) 06 y)) x 500 y) + 50 (90 y), hiy)) < 5000 y)

=1x (x?)+ (1) x (2xy) = (x — 2y)x.

#y Les dérivées partielles de f étant constantes, il serait trés agréable de pouvoir se contenter d’écrire
OF _of ou_ df v . OF_2f du df v
ox du 0x dv 0x dy ou dy OJv Jy

pour s’épargner de la peine. C’est possible a condition de bien maitriser son outil !

# [ci encore, on peut retrouver ces résultats sans passer par la régle de la chaine, en partant directement de I'expression simplifiée
de F(x,y).
Fix,y) =x*y —xy? = xy(x —y).

# Savez-vous démontrer rapidement que la fonction F est de classe ¢ sur R??
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Solution 4 16-04

# On voit ici des calculs assez simples, parce que la situation physique est elle-méme trés simple : on sait, grice a une pro-
priété de symétrie, que les quantités étudiées ne dépendent du vecteur position (x1,...,xn) que par l'intermédiaire d une fonction
u(uy, ..., un) — par exemple que les quantités sont radiales et sont donc représentées mathématiquement par g(r).

C’est bien d'une composition de fonctions qu’il s’agit :
f(X],...,Xn) = (9 Ou)(X1,...,Xn).

Mais ce n’est pas un changement de variables (on n’a pas le méme nombre de parametres pour calculer f et g), c’est beaucoup plus
simple.

1. Comme g et usont de classe 42, la fonction composée f = gou : R™ — R est de classe €.

R™ U=U(XTye0eyXn) R g=g(u) R

@ On suppose que 'espace R™ est muni de sa norme euclidienne canonique, pour laquelle la base canonique est une
base orthonormée. Dans cette base, les coordonnées du gradient de u sont égales a

ou ou ou

ox:’ oxz’ T Oxn

et comme cette base est orthonormée
Ivul? =Y (5-)"
b an
a D’apres la regle de la chatne,
of dg ou
oxx  du Ox’
# Comme g est une fonction d'une seule variable, on peut remplacer les 0 par des d.

V1<k

N

Pour calculer la dérivée partielle seconde, on applique la formule précédente a elle-méme. Pour tout T <k < n,
PR v
0 (d 0 dg 0°
[ (dg)). 2, do 2
Oxk \ du 0xk du oxy

:[d<dg) au} ou  dg *u

2
ot~ o (o o)

(dérivée d'un produit)

duldu/ ol oxe el Fle du 1ler ord
duldu/ ) ax  du ox? (Fle du 1er ordre)
_ L. (2u)?, do 2w
T odw? \x/ T du 0¥
etensommantsur 1 <k <n:
d?g 2 dg
Af = AVuf® + == A

du? du

#o Cette égalité doit étre comprise comme une égalité entre fonctions des variables x1, ..., xn (car f et u sont des fonctions de x1,
..., Xn). On peut alourdir la formule pour la rendre plus explicite :
¥Yx e R",  Af(x) =g”(u(x)) - [|[Vux)|? + g’ (u(x)) - Au(x)

en notant x = (x1,...,xn) pour que la formule reste lisible!

2.a. Onrappelle I'astuce usuelle du calcul radial. Comme u? = x7 + - - - 4 x2, alors

mns

ou? 0 0
o 2u- e 2x;.  etdonc v Xk.
Oxx 0xyc Ox U

On en déduit en particulier que

n d 2 n 2
IVulP =3 (50) =) ==t
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#y On calcule ici dans la base canonique, qui est orthonormée pour le produit scalaire canonique.

@ Pour tout 1 < k < n, on peut dériver cette expression comme un produit de deux fonctions de x :

azu. an 1 a“/d
— = —  — Xy dérivée du produit
axi X u K 0xy ( P )
1 -1 ou . .
=1 —4+xx — 57— (dérivée de l'inverse)
u u?  0xy
_1ox
u  ud’
# On rappelle que u est une fonction de x1, ..., Xn.
@ En sommant sur 1 < k < n, on obtient
n 1 & n u2 n—1
AUu=———- XZZ———:i_
u  ud 1; KT uouwl u

2.b. D’apres la relation générale établie a la premiere question,

n—1
VxeQ, Af(x)=g"(u(x)) - 1+¢g"(u(x)) - R
@ La fonction u = u(x1,...,xn) est une application de Q dans R . Par conséquent, si
—1
Vr>0, ¢"(n+—g'(n =0,
alors en particulier
n—1
VxeQ, g”(ux) 1+g (ulx))- ) 0
et Af(x) =0.
@ Réciproquement, la fonction u = u(x1,...,xn) est clairement surjective sur R . Ainsi, pour tout r > 0, il existe (au
moins) unx € Q) tel que r = u(x) et si Af(x) = 0 pour tout x € Q, alors
vr>0 3dxeq, {T5nx
r>0 3axedd g”(u(x))~1+g’(u(x))-3(;‘):O
et donc
" n—1I l
Yr>0, g"(r)+ -g'(r)=0.

T

# Une fois de plus, j'ai détaillé exagérément les calculs pour distinguer les deux moments de I"équivalence et en particulier mettre
en valeur la propriété de surjectivité de la fonction u, qui est essentielle pour conclure ici.

2.c. Soit f, une fonction de classe ¥ et harmonique radiale sur Q. On admet qu’il existe une fonction g € ¢2(R%)
telle que
Vx € Q, f(x) = g(u(x)).

# Ceux qui refusent d’admettre une telle propriété n’auront qu’a la prendre pour définition des fonctions harmoniques radiales.

a D’apres la question précédente, cette fonction g est une solution de I'équation différentielle

n—1
T

Vr>0, g’(r)+ g'(r)=0.
On remarque qu'il s’agit ici d’une équation différentielle linéaire, homogene, du premier ordre en g’(r). On en déduit

qu’il existe une constante K telle que
K

rn—1

Vr>0, g¢g'(r)=

et donc qu'il existe deux constantes a = 55— et b telles que

Vr>0, g(r):rni_erb
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et donc telles que
a

VxeQ, fx)=—r—5+
[x™

#v En particulier, si une fonction harmonique et radiale est bornée sur Q, alors a = 0 et cette fonction est nécessairement
constante.

Solution 5 16-05
1.

#v On utilise ici un changement de variables non linéaire. Comme on doit s’y attendre en pareil cas, il n’est pas simple de justifier

la bijectivité de @ et encore moins simple d’exprimer la réciproque @~ .

Posons @(u,v) = (1 + v, uv) pour tout (u,v) € R2.
Il est clair que @ : R? x R? est une application de classe ¥, car ses deux composantes :

x=[u,v)—u+v] et y=I[(u,v)—uw]

sont de classe > sur R? (polynomiales).
@w Comme f : R? — R est de classe ¢ par hypothese, on en déduit que la composée

g: R2 QEE™ R2 fe€? R

est de classe 2 sur R%.
@ Avant d’aller plus loin, étudions ¢ pour voir s'il s’agit bien d"un changement de variables.
» Tout d’abord, ¢ n’est pas injectif! En effet, ¢(u,v) = @(v,u) pour tout (u,v) € R2.
On pourrait se restreindre au demi-plan [u > v], mais ce demi-plan n’est pas un ouvert de R”. En effet, ce demi-plan
contient I'origine mais n’est pas un voisinage de l'origine (faites une figure!).
Nous allons donc nous restreindre au demi-plan U = [u > V], qui est bien un ouvert de R? (faites une figure!).

» Soit (x,y) € R% Il existe (u,v) € U tel que ¢(u,v) = (x,y) si, et seulement si, u et v sont les racines du polynéme
X2 — xX + y (cf. relations entre coefficients et racines d’un polynome).

Dans U, il faut que u > v et donc que les racines du polyndmes soient réelles et distinctes. Il faut donc que son
discriminant : x* — 4y soit strictement positif.

Réciproquement, si x> — 4y > 0, alors le polynome X? — xX + y admet deux racines réelles 1 et v et si on impose
u > v, alors le couple (u,v) est unique.

» On vient ainsi de démontrer que @ réalise une bijection de I'ouvert U sur l'ouvert

Q= [x2—4y > 0].

# Faites une figure pour démontrer que Q est un ouvert de R? |

> Par ailleurs,

74 N 1

mais, fort heureusement, nous n’utiliserons pas ces formules...

u(Xay) =

2.

# Il nous reste a relier 'EDP Ag = 0 a I’'EDP en f et pour cela il faut exprimer les dérivées partielles secondes d une des fonctions
a l'aide des dérivées partielles de I'autre. Mais dans quel sens procéder ?

@ D’apres 'expression de o,

ox 0x
fouw ov)| /1 1
Yl ety Jacotwy = |38 ) (1 1), 0

u o
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Avec les formules de Cramer, on en déduit que

v (x,y) €Q, Jacle )(xy) = [Jace(ulx,y),vix,y))]

Jou Ju

1 (u =1\ [0 oy

_u—v<v 1)_ v v | (2)
ox Jy

Bien entendu, dans cette expression, il faut comprendre que u et v sont des fonctions de x et y (puisque le membre
de gauche est lui-méme une fonction de x et y) et non pas des variables comme dans la jacobienne de .
Plus précisément,
Vi(xy €, (wv)= (U(X»y),V(MU)) :((971)("»14)‘

# Méme si l'expression de @~ (x,y) est compliquée (voire impossible a formuler), on peut facilement calculer la jacobienne de
o' ¢ il suffit d’inverser la jacobienne de .

@ Appliquons la regle de la chaine en tenant compte de la jacobienne (1) de .

og _of ox  of dy _of  of

au_ax'$+@ ou  0x V.@
dg of ox of oy 0of  of

v 0x Ov 0dy Ov 0x oy
Avant de continuer, il faut bien comprendre le sens exact de ces deux relations. La premiére signifie :

Vi el 2wy = 3 (olmv) +v- 5 (ol v)

et la signification de la seconde est analogue.
@ On en déduit les dérivées partielles secondes de g. Comme f est supposée de classe ¢, on peut simplifier les
dérivées partielles secondes croisées avec le Théoreme de Schwarz.

d%g 0 ,of of 0 sof of
aw = Lo lon gt v sy (oo v gy
Ry O (L L
~loxz  ax oy Oxdy oxdy Oy Oy oy?
o%f %f 5, %
= W +2v- axay + v ayiz (Par (2))
g 0 /of of 0 sof of
W—{a(a”'@)}”'{@(a*“'@)}
(e O 2 {azf L
~loxz  ox 9y Oxdy oxdy dy Oy oy?
0% f o%f , 0*f ,
T2 o oxdy tu oy? (par (2) aussi)
@ On peut alors calculer le laplacien de g.
0% f o%f o%f
=2—+2 . 2. 2=
Ag 2 +2(u+v) oxdy + (u” +v7) o2

Une fois encore, il faut faire apparaitre le changement de variables ¢ pour expliciter le sens de cette égalité (c’est une
égalité entre fonctions de u et v).

V(u,v) el, Agu,v)= Zﬁ(cp(u V) +2(u+v) - o°f

ox? ’ oxdy

2 g, O

+ (u” +v7) - @((P(U»V))

(plu,v))

@ Tenons maintenant compte de I’hypothese d’harmonicité pour g.
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Comme ¢ réalise une bijection de U sur (), on en déduit que

Y(x,y) e Za—zf(x )+ 2[ulx,y) +v(x )]-if(x )
Y ) X2 Y Y »Y Ixdy Y
) ) 0% f
+ [u (X,UH-V (X)U)] : ayz (X)U)ZO

Par définition de @', on a

X
Vi(xy) €Q, < ullxy)+vi(xy) = ulxy)+v(x,y)? —2ulx,y)v(x,y)

=x? - 2.

Par conséquent, la fonction f vérifie I’équation

0 f 0% f o2 f

22— 2% —— 2 2 — =

a2 P2 ey T )52 =0
sur 'ouvert Q.
Solution 6 16-06
Les applications

(%, y) = xl, [(x,y) = x> +y?] et [(xy) = x* —y?]

sont de classe ¢’ sur R? en tant que fonctions polynomiales.
En tant que composée de fonctions de classe ¥, la fonction

R*\{0}— R:* —R
(x,y) —x2+y?—m(x? +y?)

est de classe € sur I'ouvert U = R? \ {O}.

# Toute partie finie est fermée, donc U est un ouvert (en tant que complémentaire d'un fermé).

En tant que produit d’applications de classe €, ’application f est donc de classe €"*° sur 'ouvert U.

@ L'énoncé définit la fonction f sur R? tout entier : est-elle de classe €' sur R? ou seulement sur U?
@ Pour M = (x,y) #0,0na

of x? —y? of x? —y?
_ x| 2 2 i —yl——3 _ 2 2 )
aX(M) X X2+yz+€n(x +y)|, ay(M) y i n(x* +y~)
Pour M =0,ona
(0 + h,0) —(0,0)
h

£(0,0 + h) — £(0,0)
h

=hfnh> ——0 et =_—hfnh?> ——0
h—0 h—0

donc af of
—(0)=—(0) =0.
3 ©) o (0)
Ainsi, les dérivées partielles de f sont définies sur R? tout entier.
@ On munit R? de sa structure euclidienne canonique.

# Autrement dit : on passe en coordonnées polaires. De la sorte, le point M tend vers l'origine O si, et seulement si, le réel
T = ||OM|| tend vers 0.

D’apres les expressions des dérivées partielles de f calculées plus haut,

of of
™M~ 5

(O)’ = 2r|cos 0] |12n 1 + cos 20| < 2r + 4r|inT|

et de méme
of 7 ﬁ

—(M) (O)‘ < 2r +4rlin|.
dy oy
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On a trouvé un majorant indépendant de 6 et qui tend vers 0 lorsque r tend vers 0, donc on a démontré que les deux
dérivées partielles de f étaient continues en O.

Ainsi, les dérivées partielles de f sont définies et continues sur R? tout entier, donc la fonction f est de classe €' sur
R? tout entier (théoréme fondamental).

# Sion sait bien appliquer la régle de la chaine, on peut se contenter de ne calculer qu’une seule des deux dérivées partielles de f.
Pour exploiter la forme de symétrie de f, on considere I'application linéaire ¢ définie par

o(xy) = (e1(%,1), 92(x,Y)) = (y,x).

On sait alors que
dy 0x
0 =—=1 0 =—=0
Z@I(X»y) ay ) ZmZ(X)y) ay
et que
v (XJJ) e u, f(XﬂJ) =—(fo @)(XJJ)

Comme f est de classe € sur U (démontré plus haut) et que ¢ est de classe €>° de U dans U (en tant qu’application linéaire
injective définie sur un espace de dimension finie), on en déduit que la composée f o @ est de classe € sur U et que, pour tout
M= (x,y) el,

02f(M) = =01 f(@(M))d2¢1(M) — 02f(9(M))d292(M)
=—0:1f(@(M))

c’est-a-dire, avec les notations habituelles (Leibniz)

Solution 7 16-07
On note U, I'ouvert [x # 0].

#v La partie U est I'image réciproque de I'ouvert R* (= union de deux intervalles ouverts) par l'application continue [(x,y) — x],
donc c’est une partie ouverte de R?.

L'application polynomiale [(x,y) — x?] est de classe ¢"> sur R? et 'application

u — R —R
(%, y) — Y/x — cos Y/x

est aussi de classe ¥ sur U en tant que composée d’une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur
U par une fonction de classe > sur R.
En particulier, la fonction f est bien de classe €' sur U.

& L'énoncé définit f sur R? tout entier : cette fonction est-elle de classe ¢ sur R tout entier ?

@ Pour M = (x,y) € U,

of of
—(M) :Zxcosl‘i—kysinE et — (M) :—xs'mli.
0x X X X

Pour M = (0,y) € [x =0],
f(0+h,y) —f(0,y)

T = hcos A~ 0 et n =0
donc les dérivées partielles de f sont bien définies sur [x = 0] et
VM e [x =0], ﬁ M) :ﬁ(M) =0.
ox oy

@ Nous allons étudier la continuité de 9f/dy en un point My = (0,yo). Nous allons mesurer les distances avec la
norme produit : si M = (x,y), alors

MoM = (x,y —yo) et [[MoM| =max{[x|,ly —yol}.
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[x =0
Miaceeee e
u
Mo N
D’apres les calculs précédents,

of of
=2 (M) = == (Mo)| = | = xsin 2| < I < [[MoM|
dy oy X

donc af of
M) ——

— —(Mo).
oy M—Mo ay( o)

Autrement dit : la dérivée partielle 0f/dy est continue en chaque point M, de I'axe [x = 0] et comme f est ¢! sur U, on
en déduit que 9f/dy est continue sur R? tout entier.

@ Nous allons maintenant étudier la continuité de 9f/0x en un point My = (0,yo) € [x = 0] distinct de l'origine. En
conservant les notations précédentes,

E(M) — ﬁ(Mo) = 2x cos Yy
0x ox X

inY
+ysmx.

Comme précédemment,
‘2xcos E‘ < 2||[MoM||
3

donc le premier terme tend bien vers 0 lorsque M tend vers M.
En revanche, lorsque M tend vers My, le quotient Y/, est équivalent a Yo/x et tend donc vers oo (selon le signe de
Yo). Comme sin n’a pas de limite en 400, ni en —oo et que y tend vers yo # 0, on en déduit que la variation

of of
™M~ 50

(Mo)
n’a pas de limite lorsque M tend vers M, et donc que la dérivée partielle 3f/0x n’est pas continue en M.

@ Enfin, nous allons étudier la continuité de 0f/0x a I’origine et pour cela, nous allons utiliser la structure euclidienne
canonique de R? (passer en polaires).

Pour tout 0 € IR,
of of
— t-e.)—
6x(o +t-er) ox

Ainsi, la dérivée partielle 9f/9x est continue a I'origine.

(0)] < 2l + tyl < 3t —» 0.
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s En conclusion, les dérivées partielles de f sont définies sur R? tout entier; la dérivée partielle df/dy est continue
sur R? tout entier mais la dérivée partielle df/dx n’est continue en aucun point de l'axe [x = 0] autre que l'origine.
La fonction f n’est donc pas de classe ¢! sur R?.

#y Au voisinage de I'origine, avec h = (hy, hy) et hy #0,

[f(O +h)| =h

h
cos 12| < hZ < ||’
hy
(qu’on choisisse la norme euclidienne canonique ou la norme produit). Il est clair que I'encadrement
(0 +h)| < [[h]?
est encore vrai si hy = 0 : il est donc vrai au voisinage de I'origine et on en déduit que
2
f(O+1) =O([n]%)

et donc que
f(O+h) =f(O) + w(h) + o(h)

pour h voisin de 0. La fonction f est donc différentiable a I'origine et I'application linéaire tangente a f en O est I'application nulle
w (ce dernier point étant prévu, puisque les deux dérivées partielles de f en O sont nulles).

Solution 8 16-08

# Pour justifier I'existence d'un extremum sur une partie qui n’est pas compacte, on peut quand méme recourir a un argument
de compacité.

a La partie A sur laquelle la fonction f est définie est un rectangle infini :
A=0<x<anb<yl=]0,a] x [b,+ool.

La partie A n’est pas un ouvert de R? : le point (a, b) appartient & A mais visiblement A n’est pas un voisinage de
ce point.
La partie A n’est pas fermée non plus : la suite de terme général

a
M, = (7, b)
n
est constituée de points de A, elle converge vers le point M, = (0, b), mais ce point n’appartient pas a A, donc A n’est
pas stable par passage a la limite.

O « a
a La fonction f est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur A (ni x, ni y ne s’annulent sur

A), donc f est continue sur A.
a Pour 0 < o < aetf; > b, on peut définir une partie compacte

K = [e, a] x [b, B] C A.
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(I est clair que K est une partie fermée et bornée de IR?, espace vectoriel de dimension finie.)
Sur ce compact, la fonction continue f est bornée et atteint ses bornes : il existe (au moins) deux points Py € K et
P; € K tels que
VM e K, f(P1) < f(M) < £(Po).

# Le réel £(Po) est le maximum de la fonction f restreinte au compact K et le réel f(P1) est son minimum.
Pour le moment, on peut choisir librement « et 3. Il nous reste a voir comment bien les choisir.

» Soit P = (x,y) € A, un point situé en dehors du compact K : on distingue deux cas.
— QOubieny > 3 et, dans ce cas,

(x+y)? > y*>py >0 B
{ 0 < xy < av, donc f(x,y) > o
— Oubieny < B et0 < x < «xet, dans ce cas,
(x+y)? > y? > b? b2 b2
> — > —.
{ 0 < xy < PBx, donc  flxy) 2 Bx = ap

» Comme (a,b) € A, nous allons enfin prendre f(a, b) comme valeur de référence.
On peut choisir 3 assez grand pour que

P> fa,b)
a

et, maintenant que {3 est fixé, on peut choisir « assez proche de 0 pour que

b2
~_ > f(a,b).
o > flat)

Pour un tel couple («, 3), on a démontré ci-dessus qu'il existait un point P; € K C A tel que
VMeXK, f(M)=f(Py)
et en particulier tel que f(a,b) > f(P;) (puisque (a, b) € K). On a également démontré que
VMe A\K, f(M) = f(a,b)>f(Py).

Par conséquent, on a bien démontré que
YMeA, f(M)=f(Pr)

c’est-a-dire que f atteint une valeur minimale sur A (égale a f(P1)).

# Et f(Pq) ? Cette valeur maximale sur K est sans intérét | Lorsque x tend vers 0, la valeur de f(x, b) tend vers +o0, donc f n’est
pas majorée sur A.
Nous avons prouvé que f atteignait un minimum sur A. Allons-nous en rester 1o ? Ou au moins essayer de calculer la valeur
de ce minimum ?

@ Premiere méthode.
IIn’y a que deux possibilités : ou bien f atteint son minimum a l'intérieur de A, c’est-a-dire sur 'ouvert

A° =10, al x ]b,+ool,
ou bien f atteint son minimum sur le bord de A, c’est-a-dire sur I'un des deux intervalles suivants :

H:{(x,b),0<x<a}, VZ{(G)U)>b<y}

» [Premier cas] Si f atteint son minimum en un point Py de I'ouvert A°, alors le point Py est un point critique de f. Or

of _ (x—y)lx+y) of _ (y—x)(x+y)
=222 et =2 2
ox x2y dy xy?2
donc les points critiques de f sont les points de la médiatrice [y = x].
Seulement voila : la médiatrice ne rencontre pas A°! En effet, si (x,y) € A°, alorsx < a < b <y, doncx < y.
La fonction f n’a donc aucun point critique sur 'ouvert A° et, faute de point critique, elle n’atteint pas son minimum
sur A°.
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» [Second cas] La fonction f atteint donc son minimum sur l'intervalle horizontal H ou sur l'intervalle vertical V.

Pour tout (x,y) € H,on a
b

0<x<a et f(x,y)zf(x,b)z%—i—Z—i— o

Une étude de fonction montre que le second membre est décroissant sur ]0, b] et croissant sur [b, +oo[. Or x € ]0,a] C
10, b], donc

in f =f(a,b).
(xr,ﬂﬁréH (x,y) = f(a,b)

De méme, pour tout (x,y) € V,ona
b<y et f(x,y)="~f(lay)= S +2+ %.

C’est la méme chose! Et comme y € [b, 400l C [a, +o0], on en déduit que

in f = f(a,b).
in (x,y) = f(a,b)

Conclusion : On connait la valeur minimale de f

in f =f(a,b
hin (x,y) = f(a,b)

et le raisonnement précédent nous assure aussi que cette valeur n’est atteinte qu’au seul point (a,b) (minimum global
strict).
@ Deuxiéme méthode.
On peut aussi appliquer la méthode des crétes puisque f est définie sur un rectangle.

» [Balayage en y] On fixe 0 < xo < a et on étudie les variations de la fonction

X0 Yy
= fxo,y) = = + 2+ =
y = f(xo0,Y) y o

sur l'intervalle [b, 4+-o00[. C’est déja fait! Comme
y € [b,+oo[ C [x0,+o0l,
on sait que

V0 <xo <a, rr;igf(m,y) = f(xo, b).

=

» [Balayage en x] Il reste a étudier les variations de
[x — f(x,b)]

sur l'intervalle ]0, a] et c’est déja fait. Comme
x €]0,a] C]0,b],

on sait que
Or<r;11<1a f(x,b) = f(a,b).
Par conséquent,
hin fx,y) = Jmin [ryrggf(X)y)} = f(a,b).
Solution 9 16-09
1.

# Tout est dans I"analyse du probleme! 1l faut ici comprendre que f(x,y) est une fonction affine de x et se souvenir que les detix
coefficients d"une fonction affine sont déterminés par la donnée de deux points du graphe.

» Soient donc a < x1 < x2 < b. On sait alors que

f(x1,y) = gly) +x1h(y)
vy €le dl, {f(Xz,y) = g(y) +x2h(y)
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et comme x; —x7 # 0,

hly) = f(Xz,}:z) :i(]th) pente

Vg E]C)d[»

x2f(x1,y) —x1f(x2,y)
X2 — X1 )

gly) = ordonnée a l'origine
Ainsi les fonctions g et h sont de classe € sur]c, d[ en tant que combinaisons linéaires de [y — f(x1,y)] etde [y — f(x2,y)],

qui sont toutes les deux de classe €? sur]c,d[.

Je,d P, o €@ g
)
y —  (x0,Y) — f(xo0,Y)

2. Onsuppose qu'il existe deux fonctions g et h de classe ¢ sur Ic, d[ et on pose
Vixy)eQ, fix,y)=xg(y)+hly).

w La fonction [(x,y) — x] est de classe €’ sur Q (application linéaire sur IR?). Les fonctions [(x,y) — g(y)l et [(x,y) — h(y)]
sont aussi de classe €2 sur Q.

. 2 x
xy) — y — e(y)

Par produit et somme (dans cet ordre), la fonction f est aussi de classe €% sur Q.

# [l n'y a aucun calcul compliqué ici! Mais il y a quand méme une vraie difficulté théorique : il est crucial de tenir compte que
f est une fonction de deux variables (c’est-a-dire une fonction du couple (x,y) en fait) et qu'il faut justifier la régularité de f en
tant que fonction de deux variables — et surtout pas en examinant la régularité selon x et selon y séparément.

Cela dit, on vérifie facilement que
2

of 92f
V(xy) € Q, a(x,y)zg(y) et donc que ﬁ(’%y):(l

@ Réciproquement, on suppose que f est de classe ¢ sur Q et que

V(x,y)eQ ﬁ(x ) =0
»Y ) Ox2 yYy) =L
» Fixons yo € Ic, d[. La fonction
[x = f(x,y0)]

est de classe €2 sur l'intervalle ]a, b[ comme composée :
x = (x,Yo) — f(x,Yo)

et que cette fonction est affine (puisque sa dérivée seconde est identiquement nulle sur un intervalle). Il existe donc deux
constantes réelles, qui dépendent a priori de I’'ordonnée y, choisie et qu'on note donc g(yo) et h(yo), telles que

Vxela,bl, f(x,yo)=xg(yo) +h(yo).
» On a ainsi défini deux fonctions g, h : |c, d[ — R telles que
Vixy)€Q, flx,y)=xg(y)+hly).

D’apres la question précédente, ces deux fonctions sont de classe ¢’ sur Ic, d[.
3. On applique exactement la méme méthode.
@ On suppose qu'il existe deux fonctions g € ¢%(]a, b[) et h € ¢*(Ic, d[) telles que

vV(xy) € Q, f(x,y) = g(x) + h(y).

> La fonction f ainsi définie est bien de classe ¢’ sur Q, en tant que somme de deux fonctions de classe ¢ sur Q.

2

o yogb SR o Iogea R
xy) —  x = g(x) (xy) — 'y = hy)
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# On voit une fois de plus sur ce diagramme sagittal qu’il est toujours possible de considérer une fonction d"une variable comme
s’il s’agissait d'une fonction de deux variables...
Pour une fonction de plusieurs variables, il est vraiment nécessaire de faire un diagramme sagittal avant de s’en servir.
(Pardon!)

> Le calcul des dérivées partielles est sans mystere.

of o 0%t ~ 0lg’(x)]
V(x,y) € Q, a(xﬂj)—g (x) etdonc m(x)y)— dy

(X) y) =0
Ceux qui ne font pas confiance au Théoreme de Schwarz peuvent recommencer.

02f _0[h/(y)]
oxdy oy = 0x

V(xy) € Q, ﬁ(X,y)Zh’(y) et donc

ay (X)y):O

@ Réciproquement, supposons que f soit une fonction de classe €% sur Q et que

v (x,y) € Q ﬁ( ) =
Y " dydx Yl =

> Cela signifie que
Y (x,y) € Q i(—)(xg)zo.
) ) dy \ox >

On sait dans ce cas qu’il existe une fonction n = 1(y) de classe €' sur Ic, d[ telle que
of
Q, — = .
Vioy €Q, 5 xy)=ny)

> Pour tout xo € ]a,b[, la fonction [y — f(x0,y)] est de classe ¢ sur I'intervalle Ic, d[ (propriété maintenant tres
classique). D’apres le Théoreme fondamental du calcul intégral,

Y
g(x, z)dz

¥ (o) €0, Yy eledl, ) = flxyol + | &

Yo
Y

:f(x,yo)+j n(z) dz
Yo

et donc, pour un ¢ < yo < d arbitrairement choisi,
Vixy)€Q, flxy)="~f(xyo)+Holy)

ot H est de classe €2 sur Ic, d[ en tant que primitive den € €1 (lc,d[) et [x — f(x,yo)] est de classe € sur ]a, b[ en tant
que composée de [x — (x,yo)] par f (qui sont toutes deux de classe ¢2).



