TOPOLOGIE

Exercice 1 18-01

Soit E, un espace vectoriel normé par ||-||.
1. Un sous-espace vectoriel F qui contient une boule ou-
verte B, (xp, T) contient aussi la boule ouverte B, (Og, 1).
2. Lintérieur d'un sous-espace vectoriel strict de E est
vide.

Exercice 2 18-02

Soit f, une forme linéaire sur E.
1. Si f n'est pas continue, alors il existe une suite
(xn)nen qui tend vers Og telle que f(x,) = 1 pour tout
n e N.
2. Laforme linéaire f est continue si, et seulement si, son
noyau est fermé.

18-03

Soient E, un espace préhilbertien et F, un sous-espace
vectoriel de E.
1. Lorthogonal de F est un sous-espace fermé.
2. SiE=FaF, alors la projection orthogonale sur F est
continue et le sous-espace F est un fermé de E.
3. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un
espace préhilbertien est fermé.
4. Sila dimension de F est infinie, il se peut que F ne soit
pas fermé, mais F- = (F)* et

Exercice 3

FeF =Fa ()t cFa(F)' CE.

Exercice 4 18-04

1. Soit H, un hyperplan de E.

l.a. L’adhérence H de H est un sous-espace vectoriel de
EtelqueH C HCE.

1.b. SiaeH\H,alorsE=H® K -ac H.

2. Unhyperplan de E est une partie fermée ou une partie
dense dans E.

3. Soit f, une forme linéaire non nulle sur E. L'applica-
tion f est continue si, et seulement si, son noyau est fermé.
4. On suppose maintenant que la forme linéaire f €
L(E,R) est continue.

4.a. Les images réciproques [f > 0] et [f < 0] sont des
ouverts connexes par arcs, mais leur réunion [f # 0] est un
ouvert qui n’est pas connexe par arcs.

4.b.

0]

Il

VxeE, d(x,Kerf)=

Exercice 5 18-05

On munit I'espace E = %% des fonctions continues
et de période 27t de la norme de convergence en moyenne
quadratique sur I = [0, 27].

l.a. Lasuite de terme général f,, = [t — cosnt] est bor-
née.

1.b. Sin et p sont deux entiers non nuls et distincts,
alors ||fn, —fp|| = 1 et on ne peut extraire aucune suite
convergente de la suite (fn )nen.

2. La boule unité de E est une partie fermée et bornée
qui n’est pas compacte.

Exercice 6 18-06

1. Soientac€ Eetre RY.

1.a. Lediametre de laboule fermée B¢(a, ), le diametre
de la boule ouverte B,(a,r) et le diametre de la sphere
S(a,r) de centre a et de rayon r sont tous les trois égaux a
2r.

1.b. Laboule ouverte B, (a, r) etla boule fermée B¢(a, 1)
sont des parties convexes de E.

2. Soitaetb,deux pointsdeEet0 <s <.

2.a. La boule ouverte B,(b,s) est contenue dans la
boule ouverte B, (a, 1) si, et seulement si,

Ib—a| <r—s.

2.b. Les boules ouvertes B, (a,r) et Bo(b,s) sont dis-
jointes si, et seulement si, ||b — al| > 1+ s.

18-07

1. Représenter un cercle (resp. un carré) comme l'image
directe d’un segment par une application de R dans R?.
2. Représenter un disque comme l'image directe d'un
carré [a,b] x [c, d] par une application de R? dans R?.

3. Représenter le groupe SO, (IR) comme I'image directe
d’un segment par une application de R dans 9t (R).

Exercice 7

18-08

Par définition, un point x € E est adhérent a la partie
A si, et seulement si,

Exercice 8

Vr>0, ANB(x,r1) # 2.

Démontrer que les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.
1. Le point x est adhérent a la partie A de E.

2. 1l existe une suite d’éléments de A qui converge
vers x.

3. La distance de x a A est nulle : d(x,A) = 0.

Exercice 9 18-09

1. L’adhérence de A est un fermé qui contient A.
2. Tout fermé F qui contient A contient aussi ’adhérence
de A:

ACF = ACFE

18-10

L'intérieur d'une partie A est un ouvert contenu dans
A et tout ouvert G contenu dans A est aussi contenu dans

Exercice 10
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I'intérieur de A :

GCA = GCA"°.

Exercice 11 18-11
Pour toute partie A,
(A)=(A%)° et (A%)=(Ac).
Exercice 12 18-12

Soit K, un compact non vide de E.
1. Pourtoutx € E,

d(x,K) =

yelgd(x,y)-

2. SiK’estun compact disjoint de K, alors d(K,K’) > 0.
3. L'axedes abscisses et le graphe de exp sont des fermés
disjoints de R?, mais la distance qui les sépare est nulle.

Exercice 18 18-18

Soit f, une application linéaire de E dans F.
1. Sif est continue, alors

A= {X IS = Hf(x)HF = 1}
est un fermé de E.
2.a. Si, pour toute suite (un)nen de vecteurs de E qui
tend vers Og, la suite (f(un))nen est bornée, alors 'appli-

cation f est continue.
2.b. Sifn’est pas continue, alors A n’est pas fermée.

18-19

Soient u et v, deux endomorphismes continus de E.
5’il existe un scalaire « tel que

Exercice 19

uov—vou=oalg,

alors

+1 7vn+1

YynelN, uov® ou=m+T)ov™

et si v n’est pas nilpotent, alors « = 0.

Exercice 13 18-13  Exercice 20 18-20
Soient A, un compact et B, un fermé de E. Soit K, un compact contenu dans un ouvert U de E.
1. Lapartie 1.
VxeK, x>0, Bolx,a)C U
A+B= {x +vy, (x,y) €A X B} 2. Lafonction x — d(x, U¢) est continue sur le compact
K et ne s’annule pas, donc
est un fermé de E. Jao >0, VxeK, Bg(x,00) C U
2. Si B est compact, alors A + B est compact.
Exercice 21 18-21
Exercice 14 18-14

1. SiKestun compact de E qui ne contient pas le vecteur
nul, alors le cone positif

F={Ax, (\,x) € Ry x K}
est un fermé de E.

2. La partie K = [(x1 — 1)2 + x% < 1] est bien compacte
mais la partie F = [x; > 0] U{(0,0)} n’est pas fermée.

Exercice 15 18-15

Soit f : (E, ||-[[¢) — (F, [|||¢), une application continue.
Si K C E est une partie compacte de E, alors son image
f.(K) est une partie compacte de F.

Exercice 16 18-16

Sif : (E|[g) = (F-|lf) est une application conti-
nue, alors sa restriction a une partie compacte de E est uni-
formément continue.

Exercice 17 18-17

Sif :
alors

E — F est une application continue et bornée,

sup [ ()| = sup [[f(x)]|;
XEA XEA

pour toute partie A C E.

Soit E, un espace vectoriel normé de dimension supé-
rieure a 2. On note S, la sphere unité de E.

1. Soita € S.
1.a. Sib € S est différent de —a, alors la fonction
(1—t)a+tb
tw———
(1T —t)a+ tb||

est continue de [0, 1] dans S.

2. Lasphere unité S est connexe par arcs.

3. Le complémentaire de la boule unité fermée est
connexe par arcs.

4. Dans R?, le complémentaire d'un ensemble fini est
connexe par arcs.

18-22

Sif : E — Fest une application uniformément conti-
nue, alors il existe deux réels a et b tels que

Vx€E, If)]] < allx|lg +b.

Exercice 22

En particulier,

f(x) || = O(|[x]|¢) au voisinage de I'infini.

18-23

Soit f : [0,1] x [0,1] — R, une application continue.
1. Démontrer que

Exercice 23

g(x) = omax, f(x,y)

est bien défini pour tout x € [0, 1].
2. Démontrer que g est continue sur [0, 1].
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Exercice 24 18-24

Soit
V={AeM(R): AAT. A=A}

1. Le groupe orthogonal O, (R) est contenu dans V.

2.  Que dire des matrices inversibles A € V?

3. Le groupe orthogonal est ouvert et fermé pour la to-
pologie relative a V.

Exercice 25 18-25

Le plan IR? est ici muni de la norme euclidienne cano-
nique.
1. Une fonction f : R*? — R tend vers { au voisinage de
(x0,Yo) si, et seulement si, il existe & > 0 et une fonction
¢ : 10, [ — R de limite nulle en 0 telle que

V(r,0) €10,alxR, |f(xo+7cos8,yo+rsind)—L| < @(r).

2. Les expressions suivantes :

x?y? x3 +y3 23 +3y3 xy3
x2+y?’  x2+y?’ 2x2 4y’ VAt

tendent vers 0 au voisinage de (0, 0).
3. Les expressions suivantes :

x* —y? Xy
XZ +y2’ XZ _|_g2

x? +xy + y?
x2 +y2

n’ont pas de limite au voisinage de (0, 0).

18-26

Soient U, un ouvert de RZ et f : U x [a,b] — R, une
fonction continue. La fonction F : U — IR définie par

Exercice 26

b
f(x,y,t) dt

a

Fix,y) = |
est continue sur U.

18-27

Soient I et ], deux intervalles ouverts de R. On consi-
dereU=IxJCR?Q=1IxIxJetf: U— R,une
fonction continue. Alors la fonction F : O — IR définie par

Exercice 27

y
F(x,y,z) = J f(t,z) dt

X

est continue.

Exercice 28 18-28

1. L'expression (x+y)e~ (x*+v*) tend vers 0 au voisinage
de l'infini dans R?.
2. L'expression x* 4+ y? tend vers +oo et le quotient

x? + yz
2X4 + 94

tend vers 0 au voisinage de l'infini dans R?.

3. Lexpression x* {n(x* +y?) n’est pas bornée, mais ne
tend pas vers +oo au voisinage de l'infini.

4. L'expression x’y+y {n?y, définie sur R x R*, ne tend
pas vers oo au voisinage de I'infini.

5. Si q est une forme quadratique définie positive sur
R3, alors (M) tend vers +oco lorsque M tend vers l'infini
dans R3.

Exercice 29 18-29

L'expression
Xy
x4 +y4
n’est pas bornée, mais ne tend pas vers l'infini au voisi-
nage de l'origine.

18-30

On étudie au voisinage de (0,0) la fonction f définie

par

Exercice 30

3 3

X~y
v (x,y) # (0,0), m
1. Pour h voisin de I'origine, f(h) = O(h).
2. Si @ est une forme linéaire sur R? telle que f(h) ~
¢@(h) au voisinage de (0, 0), alors

f(x,y) =

Vh=(x,y) eR* @) =x—y.

La différence f(h) — @(h) est dominée par h, mais pas né-
gligeable devant h.

18-31

L'espace E = R, [X] est muni de la norme définie par

Exercice 31

|aX? + bX + ¢|| = max{|al, |bl, [c[}.

1. Lensemble U des polyndmes de degré 2 est un ouvert
de E, qui est dense dans E mais pas connexe par arcs.

2.a. Lediscriminant A : U — IR est une fonction conti-
nue.
2.b. Lapartie F = [A(P) = 0] est un fermé relatif a U qui

n’est pas un fermé de E.
2.c. SiV est un voisinage relatif 8 U d'un polynoéme
Po € F,alors VN F€ £ &.

Exercice 32 18-32

Soit f : R — R, une application de classe ¢. La
fonction F : R? — R définie par

f/(x) six =vy,
V(ny) e]Rz) F(X)y) = f(X)*f(y) .
ﬁ six #y.

est continue sur R? car

1
Y (x,y) e R?, F(x,y) = L f'(x + t(y —x)) dt.



TOPOLOGIE (SOLUTIONS)

Solution 1 18-01

1. Supposons que la boule ouverte B, (xo, 1) soit contenue dans F:

Vx€eE, |x—xof<r = x€F
Considérons maintenant un vecteur y de la boule ouverte centrée a 1'origine B, (0g, ) : comme ||y|| < 7, alors

[(xo +y) =xof = Iyl <
donc xp +y € Bo(x0,7) C F. Comme F est un sous-espace vectoriel, il est stable par combinaison linéaire et donc

y=(xo+y)— xo €F
—

cF €F

Par conséquent, la boule ouverte B, (0g, ) est contenue dans F.
2. Soit F, un sous-espace vectoriel strict de E: ona donc F ¢ E.

Supposons que l'intérieur de F ne soit pas vide. Il existe alors un vecteur x¢ dans l'intérieur de F et, par définition
de l'intérieur, il existe un réel v > 0 tel que la boule ouverte B, (xo, ) soit contenue dans F.

D’apres la question précédente, la boule ouverte B, (0g, ) est contenue dans F.

Le vecteur nul Og appartient a F (puisque F est un sous-espace vectoriel de E).

Six € E nest pas le vecteur nul, alors

i (5 %)-
T 2]l

La norme du vecteur (7/2)x||) - x est égale a 7/2 < 1, donc ce vecteur appartient a F et comme F est un sous-espace vectoriel,
x €F.

#  Un sous-espace vectoriel est stable par combinaison linéaire. En particulier, siu € F, alors A - w € F pour tout scalaire A.
On a ainsi démontré que tout vecteur x € E, nul ou non nul, appartenait a F, donc F = E.

Solution 2 18-02
1.

# On sait qu'une application linéaire est continue si, et seulement si, elle est bornée sur la sphere unité.

Si f n’est pas continue, alors il existe une suite (un )Jnen de vecteurs unitaires telle que la suite (réelle) (f (un))TL eN
ne soit pas bornée.
On peut donc extraire une sous-suite (W, (k) )keN telle que

im[flugs)| = +oo.

Une suite réelle qui tend vers +oo est strictement positive a partir d'un certain rang. On peut donc poser

1
Xk = u
f(uqy(k)) @ (k)
Par homogénéité de la norme,
U (k) 1
[l = 0
[flueao)|  [flugn)| koo
et par linéarité de f,
flu
o) = etd) g
flugp(x))

2. Sila forme linéaire f est continue, alors son noyau est fermé en tant qu'image réciproque du singleton {0} par une
application continue.

#> Dans tout espace vectoriel normé, les singletons sont des parties fermées.
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@ Réciproquement, si f n’est pas continue, on peut considérer une suite (xn )nen qui tend vers 0 alors que f(xn) =1
pour toutn € N.
Par linéarité de f,
YneN, f(xn—x)=0

donc yn = xn — Xo appartient au noyau de f pour tout n € N. La suite (yn )Jnen converge vers —xo :

[yn — (=x0)[ = |(xn —x0) + X0 = [IXn|| ———0
n—+oo

mais —xo n’appartient pas au noyau de f :
f(—Xo) = —f(Xo) =—1 75 0.

Le noyau de f n’est donc pas stable par passage a la limite, ce qui signifie qu’il n’est pas fermé.

# Le noyau d'une forme linéaire non identiquement nulle est un hyperplan de E. Comme I"adhérence d'un sous-espace vectoriel
est encore un sous-espace vectoriel, on a donc ici :
Kerf C Kerf C E.

Comme Ker f est un hyperplan, il n’y a donc que deux possibilités, mutuellement exclusives :
— ou bien Ker f = Ker f ¢ E et, dans ce cas, Ker f est fermé, c’est le cas oii f est continue;
— ou bien Ker f ¢ Ker f = E et, dans ce cas, Ker f est dense dans E, c’est le cas oir T n’est pas continue.
11 est difficile de se représenter géométriquement cette alternative, car en dimension finie, seul le premier cas a lieu.

Solution 3 18-03

1. D’apres la définition,

yeFt & VxeF ylx

ce qui nous donne I'égalité

Fr=[(R-x)*.

x€F

@ Or l'orthogonal d’un vecteur
(R-x)" = [(x|y) =0]

est 'image réciproque du fermé {0} C R par I’application
y— (xly)l: E—=R
et cette application linéaire est une fonction continue de y puisque

vyek, [(xly)|< x| Iyl
~~~
Cte

# QOui! Cest bel et bien I'inégalité de Schwarz !

@ Donc (R - x)* est une partie fermée de E pour tout x € F et F- est donc un fermé de E, en tant qu’intersection de
fermés.
2. SiE=FaF alors la projection orthogonale p sur F est bien définie, de méme que la projection orthogonale q sur
FL et p+q= Ie.
D’apres le Théoreme de Pythagore,

vxeE, ot + x—p0a] = [p0o]l + latal] = I,

ce qui prouve que
YxeE, e <l etque  VxeE, [q()] < .
Comme p et g sont des applications linéaires, cela prouve que ce sont des applications continues.
# Cela prouve aussi que ||[pll| < 1 et que|llqll] < 1.

Si F et FX ne sont pas réduits au vecteur nul (ce qui est le cas la plupart du temps), alors |||pll| = 1 (puisque p(x) = x pour
tout x € F) et |||qlll = 1 (puisque q(x) = x pour tout x € F*).

@ La projection orthogonale ¢ est la projection sur F parallelement a F, donc F = Ker q. En tant qu’image réciproque
d’une partie fermée (le singleton {O¢ }) par une application continue (la projection q), le sous-espace F est donc fermé.
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# La projection orthogonale p est la projection sur F parallelement a F-, donc F+ = Ker p est également une partie fermée de E.

3. Dans un espace préhilbertien, tout sous-espace de dimension finie posséde une base orthonormée et, de ce fait, la
projection orthogonale p sur F est bien définie. Par conséquent, E = F & F* et on déduit de la question précédente que le
sous-espace F est fermé.
4. Pour toute partie F de E, on sait que F C F et donc que (F)*+ C F*.

Réciproquement, soit x € F*. Par définition,

VyeF (x]y) =0.

Considérons maintenant un vecteur z € F. Il existe, par définition de 1’adhérence, une suite (Yn )nen de vecteurs de F
qui converge vers z. D’apres 'inégalité de Schwarz,

vieN, [(xlz) = (xlyn)| =] (xlz=yn) | <IN |2 = ynll ———0.

Par conséquent,
(xlz) = lim (x|yn) =0

n—-+4oo

puisque les y,, sont, par hypothese, orthogonaux a x. On vient de prouver que x était orthogonal a F.

Par double inclusion,
FJ_ _ (F)J_

etdoncF@F+ =Fa (F)L. B
@ Comme F est un sous-espace de F, on en déduit que

Fo(F)* cFa (P CE.

# Si E est un espace préhilbertien complet (c'est-a-dire un espace de Hilbert), on peut démontrer que F & F+ = E pour tout
sous-espace fermé F.

Solution 4 18-04

# Commengons par rappeler les propriétés qu'il faut absolument connattre sur les hyperplans.

Soit H, une partie d'un espace vectoriel E (de dimension quelconque).
@ Premiére caractérisation — La partie H est un hyperplan si, et seulement si, il existe une forme linéaire f € L(E,K) non
identiquement nulle telle que H = Ker f.
En dimension finie, I'hyperplan H est alors représenté par une équation cartésienne :

H= [f(x1,...,xn) :0]

dans le cas dim E = n.
Une telle forme linéaire n’est pas unique mais presque : si H = Ker f = Ker g, alors il existe un scalaire « non nul tel que

Vx ek, f(x)=ag(x).

@ Deuxiéme caractérisation — La partie H est un hyperplan si, et seulement si, il existe un vecteur a # Og tel que E =
HP K- a.

@ Choix d'un supplémentaire — Si H est un hyperplan, alors E = H ® K - a quel que soit le vecteur a € E\ H.

@ Lien entre supplémentaire et forme linéaire — Si 'hyperplan H C E est le noyau de la forme linéaire f, alors il existe un
vecteur a € E tel que f(a) = 1 et, quel que soit x € E, il existe un vecteur xyy € H et un scalaire A € K tels que x = xy + A - a.
Par linéarité de f, on en déduit que

x =xu + f(x) - a.

1.a. Quelle que soit la partie H de E, on a toujours : H C H C E.

@ L’adhérence H est, par définition, contenue dans l’espace vectoriel E. Le vecteur nul O appartient au sous-espace H
et par conséquent a H. Enfin, H est stable par combinaison linéaire (propriété dite "linéarité de la limite"). Par conséquent,
’adhérence H est encore un sous-espace de E.

# L'adhérence de tout sous-espace de E est encore un sous-espace de E.

1.b. Soit a € H\H (en admettant qu’un tel vecteur existe). Comme a ¢ H et que H est un hyperplan, alors E = H&K-a.
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. D’autre part, H C H (quelle que soit la partie H de E, sous-espace vectoriel ou non) et comme a € H, alors K-a C H.

# Un sous-espace vectoriel est stable par combinaison linéaire!

Comme H est un sous-espace vectoriel de E qui contient H et K - a, il contient la somme H® K - a.
# Un sous-espace vectoriel qui contient a la fois H et KK - a contient nécessairement la somme H + IK - a.
2. On distingue alors deux cas.
@ SiH = H, alors H est fermé.

# L'adhérence d'une partie est toujours fermée !

@ Sinon H ¢ H, donc il existe un vecteur a € H\ H et E C H d’apres la question précédente.

Dans ce cas, H = E — autrement dit : H est dense dans E.

# [l n'y a donc que deux possibilités :
— ou bien un hyperplan est fermé (ce qui est toujours le cas si la dimension de E est finie);
— ou bien il est dense dans E.

3. Sila forme linéaire f est continue, alors son noyau est fermé.

# L'image réciproque Ker f = [f(x) = 0] du fermé {0} par une application continue f : £ — K est fermée.

@ Réciproquement, si la forme linéaire f n’est pas continue, alors elle n’est pas bornée au voisinage de Og (Théoreme
de caractérisation des applications linéaires continues). Il existe donc une suite (u, )nen qui converge vers le vecteur

nul et telle que
lim |f(un)| = +oo.
n—+oo
Par conséquent, pour tout entier n assez grand, le scalaire f(u,,) n’est pas nul :
Ing € N, Vn > ny, f(un) # 0.

Pour tout n > ng, on pose alors

Up f(un)
= t f = =1
Vn =g ) et on remarque que f(vy) )
Par homogénéité de la norme,
[
Vyn>ng vnll = .
=)

Par hypotheése, le numérateur tend vers 0 et le dénominateur vers +oco, donc la suite (v, )Jn>n, converge vers le vecteur
nul Og.
Cela dit, par linéarité de f,
VYN >no, Vn—Vn, €Kerf

puisque f(vy —vn,) = f(vn) — f(vn,) =1 —1 =0 et comme v,, converge vers Og, alors

lim vy, —vn, =—vn, ¢ Kerf
n—-+oo

puisque f(—vn,) = —f(vn,) =—1.
On a ainsi démontré que Ker f n’était pas fermé (ce sous-espace n’est pas stable par passage a la limite).

# Cette alternative démontre que le noyau d’une forme linéaire est fermé si, et seulement si, la forme linéaire est continue.

4.a. Sila forme linéaire f est continue, alors les trois parties
[f(x) > 0] = [f(x) €10, +0ol], [f(x) < 0] = [f(x) €]—00,0[], [f(x)#0] = [f(x) € {0}]°

sont des ouverts de E.

# L'image réciproque d'un intervalle ouvert par une application continue est ouverte.
L'image réciproque d'un intervalle fermé par une application continue est fermée.
Le complémentaire d'un fermé est un ouvert.
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@ La partie P, = [f(x) > 0] est convexe : si deux vecteurs x; et x, appartiennent a P, alors f(x;) > 0 et f(x,) > 0;
quel que soit t € [0, 1], on a donc

(1=t +tx2) = (1 = )f(x1) + tf(x2) >0

ce qui prouve que (1 —t)x; +tx, € P.

# Pour 0 < t < 1, 'expression (1 —t)f(x1) + tf(x2) est la somme de deux termes strictement positifs.
Pour t =0, il reste f(x1) > 0 (par hypothese); pour t = 1, il reste f(x2) > 0 (par hypothese aussi).

Toute partie convexe est connexe par arcs, donc P, est connexe par arcs.
11 est clair que la méme démonstration prouve que P_ = [f(x) < 0] est convexe et donc connexe par arcs.

# On n’a pas eu besoin de la continuité de f pour conclure.

a Comme f n'est pas identiquement nulle, il existe un vecteur xo € E tel que f(xo) # O et comme f est linéaire,
f(—xo0) = —f(x0).
Si f est continue sur E et s’il existe une fonction continue

v : [0,1] 5 E telle que v(1) = —xo
vtel0,1], vy(t) € PL UP_H®

alors foy : [0,1] — IR est une fonction continue, définie sur un intervalle et & valeurs dans IR. On peut donc appliquer
le Théoreme des valeurs intermédiaires. Comme

(foy)(0) =f(xo) et  (foy)(1)=—f(xo),

la fonction f oy change de signe et il existe donc un réel t; € [0, 1] tel que (f o y)(t1) = 0, ce qui signifie que y(t1) € H:
c’est impossible par hypothése.
Par conséquent, si la forme linéaire f € L(E, R) est continue sans étre identiquement nulle, alors [f(x) # 0] est ouvert

mais pas connexe par arcs.
4.b.

#v Dans la suite, I'hyperplan H = Ker f est supposé fermé.
D’apres le cours,

d(x,H) =0 & xcH (cours!)
& xecH (H est fermé)
— f(x) =0.

La propriété a établir est évidente dans ce cas (tres) particulier.
Nous supposerons par la suite que x ¢ Ker f et (donc!) que d(x,H) > 0.

@ Version euclidienne
On suppose ici que E est un espace euclidien. Par conséquent, il existe un vecteur unitaire a tel que

1
E=H®R-a.

Comme x ¢ H, le vecteur x n’est pas le vecteur nul et il existe un vecteur xy € H et un scalaire t # 0 tels que x = x+t-a.
Comme a est orthogonal a H, on déduit du théoréme de Pythagore que

2
[1 Ixwdl
x| = tI\/ T+ S IR

Par linéarité de f, on a f(x) =t - f(a) (puisque H = Ker f) et par conséquent, comme x # O,

On a ainsi démontré que
VxeE\H, [fx)] < [f(@)] - x].



Topologie 9

11 est clair que cette propriété est encore vraie pour x € H = Ker f. Nous avons ainsi démontré que f € L(E,R) était une
application continue (ce qui n’est pas une surprise) et que

1]l < |f(a)|.
Par ailleurs, comme a est un vecteur unitaire,
[f(a@)] < [f(a)] - lal

et ce cas d’égalité prouve que
Il = [f(a)].

D’autre part, comme x = xy+t-aottxy € Heta € H+, on déduit du cours que d(x,Kerf) = ||t - a|| = [t (puisque
le vecteur a est unitaire). D’apres les calculs précédents,

1] _ [
[f()| ~ T

d(x,Kerf) =|t| =

# La propriété que nous venons de démontrer est vraie en dehors du cadre des espaces euclidiens.

@ Version générale
Nous supposons toujours que x ¢ H = H et donc que f(x) # 0 et que d(x,H) > 0.
@ Comme x ¢ H et que H est un hyperplan, ona E = H @ K - x. Pour tout vecteur y ¢ H non nul, il existe donc un
vecteur yy € H etun scalairet € K tel quey =y +t-x.

# On a choisiy en dehors du sous-espace vectoriel H. Comme Og € H, on en déduit que y # Og.

Comme y # O, le scalaire t n’est pas nul! On en déduit comme plus haut que

1
[Fw)] = 1t [f0)] etque [yl = yn+t-x] = [t [x+ ¢ -y

Comme /i -y € H, on en déduit que
Iyl > It inf [x+uf = d(x, H).

# Un espace vectoriel est stable par changement de signe, donc

inf ||[x +u|| = inf ||x —u| = d(x,H).
ueH ueH

Ayant majoré le numérateur et minoré le dénominateur, on en déduit que

fW)] _ [0

E\H < .
VYEENH TS A Rer )

Le membre de gauche est nul pour touty € H\ {Og}, donc

)l _ )

VY0 TS A Rer )"

En passant a la borne supérieure par rapport au parametre y, on en déduit que

[f(x)]

fll < ————.
Il < 3o Rerd

@ Réciproquement, on rappelle que
d(x,Kerf) = in}ﬂ IIx —yl|.
ye

Pour touty € H = Kerf,
£ = [Foc—y)| < Il Ix =yl
puisque l'application linéaire f est supposée continue. On a donc

[f()]

VyeH x—y|| = 5.
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On peut donc passer a la borne inférieure par rapport au parametre y et obtenir enfin :

f(x)|
d(x,Kerf) > ‘7
erD) 2 i
@ On a ainsi démontré par double inégalité que
f(x)]
d(x,Kerf) = |

Kert) = e
pour toute forme linéaire f continue sur E.
Solution 5 18-05

1.a. Pour tout entiern € N,
1 pourn=0,

) 1 27 5
I fnll :—L cos“ntdt = 1, pourn > 1.

2m

Il est donc clair que la suite (f;,)nen est bornée pour la norme ||-|| de convergence en moyenne quadratique.

# Sion ne connait pas le résultat par ceeur, on le retrouve en linéarisant.

1+ cos 20

VO eR, cos? 0 = >

1.b. Onsuppose que 1 < n < p. On déduit de la question précédente que
2 2 2
[ = Fpl|” = Ifnll” +Ifp 1" =2 {fnlfp) =1=2(fnlfp).

On linéarise a nouveau :

1 27
(fulfp) = —J cosntcospt dt

27 ),
27 _
B lJ cos(n +p)t+cos(n —p)t dt — 0
27 ), 2
et donc
vi<n<p, [[fn —fpll =1.

a §'i] existe une suite extraite (f, Jxen qui convergeait, alors il existerait une limite £ € E telle que

Hm |fn, — || = 0.

k—+o00

Par inégalité triangulaire, on aurait en particulier
VkelN, 0< ||fnk+1 _fnk” < ||fnk+1 _€|| + He_fn—k”

et par encadrement
kl—i)I—rFloo ”fnk R H =0.

Or 1 < ny < ng < ngqq pour tout k > 1 (par définition des suites extraites!), donc

V=1, |fa., —full =1

M1

ce qui contredit la limite précédente.
Par conséquent, de la suite bornée (f;, )nen, On ne peut extraire aucune suite convergente.
2. Laboule unité fermée B de E est fermée (comme son nom l'indique) et bornée (par définition).
La suite (fn )Jnen est une suite d’éléments de B quin’a aucune valeur d’adhérence, donc la partie B n’est pas compacte.
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Solution 6 18-06
1.a.

# Ces résultats sont "physiquement” évidents lorsque le plan ou 'espace est muni de la norme euclidienne canonique. Il est
intéressant de constater qu’ils restent vrais indépendamment de la norme choisie!

Soit A, une sphere/une boule ouverte/une boule fermée de centre a et de rayon r.
@ Quels que soient x et y dans A,
Ix =yl <lx—af+a-yl<2r

donc A est bien une partie bornée et son diametre est inférieur a 2r.
@ Soit u, un vecteur unitaire de E. On pose alorsx =a+1-uety=a—1-u.Ona donc

Ix—aff=llr-uf =r-fuf=r
et de méme ||y — a|| = r, donc x et y sont des points de la sphere/de la boule fermée de centre a et de rayon r. Or
I =yl = lI12r - ulf = 2r - [Ju]| = 2r.

Donc le diametre de la sphere/de la boule fermée est égal a 2r.
@ Si A est la boule ouverte de centre a et de rayon r, alors on pose

—1 —1
vyn>1, xn:a+u~u et yn:a—u-u
n n

de telle sorte que

||Xn_a||:M<r
n

et donc que x, € A. De méme, y,, € A.

Or ||[xn —yn|l = 2(“7;1”, ce qui tend vers 2r lorsque n tend vers l'infini. Par conséquent,
sup [x—yl[ > Hm_|xn —ynl =2r
(,Y)EAXA noteo

et par double inégalité, on a démontré que le diametre de la boule ouverte A était égal a 2r.
1.b. Soit A, la boule ouverte de centre a et de rayon r > 0.
@ Quels que soient les points x et y dans A, on a donc

Ix—a]<r et |ly—al <.
Pour tout t € [0, 1], on en déduit que

0=t x+t-y—af=[0-t)-(x—a)+t-(y—al
SOt x—all+_t _-ly—al
>0 >0
<(T—tr+tr=r

cette derniére inégalité étant stricte comme somme de deux inégalités dont 1'une au moins est stricte (pour t = 0 et pour
t =1, une seule est stricte; pour 0 < t < 1, les deux sont strictes).
Cela prouve que [x,y] C A et donc que A est convexe.
@ Si A est une boule fermée, il suffit de remplacer les inégalités strictes par des inégalités larges.
2.a. Onsupposeque |[b—al <1 —s.
Considérons un point x de la boule ouverte de centre b et de rayon s. On a donc

[x =b| <7
et par inégalité triangulaire
Ix—al| <|[x=b|+|b—al| <s+(r—s)=7

donc x € By (a,r).
@ Réciproquement, on suppose que a # b et que B, (b,s) C By(a,r). Pour tout 0 < t < s, le vecteur
a—b

Xe=b—t —
' la—b|
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appartient a la boule ouverte B, (b, s) :

a—Db
||xt—b\|:t-H7H:t<s.
[a—"b]
On a alors
b—a
xt=a+(b—a)+t- —— € Bo(a,1)
[a—b]|
et donc
Vo<t<s, [xxe—all=|b—qa||+t<T.

Par passage au sup (par rapport a t), on en déduit que ||b —al| +s < 1.
2.b. Supposons qu’il existe un point x € B, (b, s) N B, (a,r). On a alors

o —afl <[l —x[|+[x—al <r+s.

Par contraposée, si |[b — a|| > r + s, alors les boules ouvertes B, (a, ) et B, (b, s) sont disjointes.
@ Réciproquement, on suppose que |[b —al| <r+s.

> Si||b—al| <, alors b appartient & B, (a, r), donc l'intersection des deux boules ouvertes contient au moins b!
> On suppose donc que que ||b — a|| > . On peut donc choisir un réel A tel que

O0<|b—al|—T<A<s.

On pose alors
a—>b
la =Dl

Onadonc ||[x —b|| =A < s,donc x € B, (b, s). Mais on a aussi

XxX=b+A-

b—a a—D>b a—>b
—a=lb—al —* A 2T A b—al) 22
x—a=lb—al p—gp A g = A lb—al) gy
et donc
x—all = A= Io— .

D’apres nos hypotheses,
—T<A—|b—al|<s—|b—a||<s—7<0

12

donc ||x — a|| < r,doncx € B, (a,r).On a ainsi trouvé un vecteur x appartenant aux deux boules ouvertes : 'intersection

de ces boules n’est donc pas vide.

Solution 8 18-08

On suppose que x € E est un point adhérent & A. Par définition, pour tout r > 0, I'intersection A N B¢(x,r) nest pas
vide, donc il existe au moins un élément y(r) qui appartienne a la fois a A et a la boule B¢(x, 1), c’est-a-dire un élément

y(r) € A tel que
[x =yl <.

@ On suppose que
Vr>0,3y(r) €A, Hx—y(r)ng.

Pour tout n € IN, on choisit r =27™ > 0. Il existe donc y,, € A tel que
[x—ynll <27™

Par encadrement, une telle suite (yn )nen d’éléments de A converge vers x.
@ On suppose qu'il existe une suite (Yn )nen d’éléments de A qui converge vers x. Par définition,

d(x,A) = inf ||x — 2]
ZEA
Comme la borne inférieure est un minorant, on en déduit que
VTLEN, 0< d(X)A)< HX_ynH

et, par encadrement, d(x,A) =0.
@ On suppose enfin que d(x,A) = 0.
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Sir >0, alors
[ —
v > Inf |x—y]

donc il existe y(r) € A tel que
> [x —y(r)

c'est-a-direy € AN B, (x,7) C AN B¢(x,1). Par conséquent,

Vr>0, ANB¢(x,7)# 2.

#v En particulier, le point x appartient a I'adhérence de A si, et seulement si, il existe une suite (Yn)nen d éléments qui
converge vers X.

Solution 9 18-09
1.

# Une partie est fermée si, et seulement si, elle est stable par passage a la limite.

Soit (Xn )nen, une suite d’éléments de A qui converge vers un point { € E.

# [l s’agit maintenant de prouver que { € A et donc qu'il existe une suite (un )nen d'éléments de A qui converge vers L.

Pour tout n € N, le point x,, est adhérenta A. Or 2=™ > 0, donc il existe un point u, € A tel que
Xn —unf <27
Par inégalité triangulaire,
16— tnll = 11— xn 4 %n = ttnll < €= xXn ]l + [[Xn = tn | < 6= xa ]l +27™

Le majorant est la somme de deux quantités de limite nulle, donc [|¢{ — u, || tend vers 0 par encadrement.
On a ainsi démontré qu’il existait une suite (un )Jnen d’éléments de A qui convergeait vers £. Donc £ € A.
2.  Onvient de démontrer que I’adhérence de A est un fermé et on sait que I’adhérence de A contient A :

A CA.

Considérons maintenant une partie fermée F qui contienne A : A C F.

Pour tout y € A, il existe une suite (un )nen d’éléments de A qui converge vers y.

Comme A C F, la suite (un)nen est une suite d’éléments de F qui converge vers y. Or F est fermé, donc la limite y
est un élément de F.

Ainsi A C F.

# On vient donc de démontrer que I'adhérence de A était un fermé qui contenait A et que, de tous les fermés qui contiennent A,
I'adhérence de A est le plus petit. B
On a donc caractérisé 'adhérence A comme un "fermé extrémal”.

Solution 10 18-10

Soit x, un point intérieur a A. Par définition, A est un voisinage de x et en particulier x € A. Donc A° C A.

# Une partie est ouverte si, et seulement si, c’est un voisinage de chacun de ses points. Il s’agit donc maintenant de vérifier que
A° est un voisinage de x.

@ Plus précisément, il existe un rayon r > 0 tel que la boule ouverte B, (x,7) soit contenue dans A. Or cette boule
ouverte est une partie ouverte, donc B, (x, ) est un voisinage de chacun de ses points et comme B, (x,1) C A, la partie
A est un voisinage de chaque point de B, (x, ). De la sorte, la boule B, (x,T) est tout entiere contenue dans A°, ce qui
prouve que A° est un voisinage de x.

On a donc démontré que A° était un voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire une partie ouverte de A.

a Considérons maintenant une partie ouverte G contenue dans A : G C A.

Par définition, pour tout x € G, la partie G est un voisinage de x, donc A est un voisinage de x.

# Toute partie qui contient un voisinage de xo est elle-méme un voisinage de x (propriétés filtrantes des voisinages).
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Cela signifie que A est un voisinage de chaque point de G, c’est-a-dire (définition de l'intérieur d’une partie) que
chaque point de G est a l'intérieur de A :
GCA°CA.

@ On vient donc de démontrer que l'intérieur de A est une partie ouverte contenue dans A et que, de tous les ouverts
contenus dans A, l'intérieur de A est le plus grand de tous.

# On a ainsi caractérisé l'intérieur d’une partie A comme un "ouvert extrémal”.

Solution 11 18-11
On sait que A est une partie fermée qui contient A : -
A CA.
On en déduit que B
(A)C C AC.

En tant que complémentaire d'une partie fermée, (A)€ est une partie ouverte et elle est contenue dans A°€.

# L'intérieur d'une partie B est le plus grand ouvert contenu dans B.

Donc -
(A)¢ C (A°)°.

> Réciproquement, I'intérieur (A°)° est un ouvert contenu dans A°. Par passage au complémentaire,
A = (AS)C C I(AS)°]S.
Ainsi [(A€)°]€ est une partie fermée qui contient A.

# L'adhérence d'une partie B est le plus petit fermé qui contienne B.

Donc

A C [(AC)O]C

et donc _
(A%)° C (A)-.

> Par double inclusion, on a démontré que o
(A%)° = (A).

a La propriété précédente est vraie pour toute partie A C E, en particulier pour A€. On a donc démontré que
[(A®)]° = A® = (A<)°

et donc, par passage au complémentaire, que o
(A%)° = Ac.

Solution 12 18-12
1. Soitx € E (fixé). L'application

[y — d(x,y)]
est lipschitzienne et donc continue.

# En effet,
| d(x,y) — d(x,2)| = [ly = x|l = [Ix —z]|| < [[(y —x) = (x = 2)|| = ly — 2l

(inégalité triangulaire).

Sur une partie compacte, une fonction continue est bornée et atteint ses bornes. En particulier, elle atteint son
minimum, donc il existe un élément y, € K tel que

d(X»yo) = min d(X»U)
yekK

et, par définition d(x,K) = d(x,yo).
2.
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# Commengons par rappeler la définition :

d(K,K') =  inf d(x,y).
(x,y)EK XK’

Cette définition a un sens car
{d(xy), (xy) € KxK'}

est une partie non vide [car ni K, ni K’ n’est vide] et minorée [par 0] de R.
Par ailleurs, pour toute partie non vide A, I'application [x — d(x,A)] est lipschitzienne et admet 1 pour constante de Lip-
schitz. (Résultat du cours, peut-étre méconnu ?)

L’application
[x — d(x, K/)]

est continue et sur le compact K, elle atteint son minimum. Il existe donc x¢ € K tel que

d(x0,K") :mi]r(l d(x,K’) = d(K,K").
X€

D’apres la premiére question, il existe alors un élément yo € K’ tel que
d(x0,K’) = d(x0,Yo)
et d(xo,Yo) > 0 car xo # Yo (puisque xp € K, yo € K’ et KN K’ = 2).
» La distance qui sépare deux compacts disjoints est strictement positive.
& Si les compacts ne sont pas disjoints, alors la distance qui les sépare est nulle, car il existe xo € KN K’ et

0< d(K,K') < d( %0, x0 )=0.
=

€K €K’

3.  Onsuppose que R? est muni de la norme produit.
# Comme R? est un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sur R? sont équivalentes. Par conséquent, la
distance entre deux parties A et B est nulle pour une norme quelconque N si, et seulement si, elle est nulle pour la norme produit.

w L'axe des abscisses A = [y = 0] est fermé en tant qu’image réciproque du fermé {0} par I’application continue

[(x,y) = yl.

Le graphe de la fonction exp :
G=[y—exp(x)=0]

est fermé en tant qu’image réciproque du fermé {0} par l’application continue

[(x,y) =y —exp(x)].

@ Ces deux parties fermées sont disjointes, car si M = (x,y) € G, alorsy =exp(x) > Oetsi M € A, alorsy = 0.
a Et pourtant la distance entre ces deux fermés est nulle (a cause de ’asymptote horizontale) :

X——00

0< d(A,G) < lim |[(x,e¥)—(x,0)[| = lim e*=0.
X—=00 e/ N~
€G €A

#v L'hypothese de compacité était donc essentielle pour conclure a la question précédente.
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Solution 13 18-13

1. On considere une suite (zn )nen d’éléments de A + B et on suppose que cette suite converge vers un point £ € E.

# Une partie est fermée si, et seulement si, elle est stable par passage a la limite.

Par définition de A + B, pour tout indice n € N, il existe x,, € A ety,, € B tels que zn = Xn, + Yn.-

Comme la partie A est compacte, il existe une suite extraite (x,, Jxen qui converge vers un élément u € A.
En tant que suite extraite d’une suite convergente de limite ¢, la suite (z,,, Jxen converge vers (.

En tant que différence de deux suites convergentes, la suite de terme général

Ynie = Zny — Xny

est convergente, de limite { — u.

Or tous les yn, appartiennent a B et B est une partie fermée, donc la limite ({ —u) appartient encore a B.

Ainsi

{= u +(f—u)e A+B.
N ~——
€A B

On a démontré que (A + B) était stable par passage a la limite et donc fermée.
2.

# Si B est compact, alors B est fermé, donc on étudie ici un cas particulier du résultat précédente, mais le plan de la démonstration
n’a plus rien a voir : on considere ici une suite (zn)nen d'éléments de (A + B) et on cherche a démontrer que cette suite posseéde
une valeur d’adhérence qui appartient bien a (A + B).

On considére une suite (zn )nen d’éléments de A + B. Pour tout indice n € N, il existe x, € A ety, € B tels que
Zn = Xn + Yn.

Puisque tous les x,, appartiennent au compact A, il existe une suite extraite (X n))nen qui converge vers u € A.

Puisque tous les Yy, (n) appartiennent au compact B, il existe une sous-suite extraite (Yyoy(n))nen qui converge
versv € B.

En tant que suite extraite d"une suite qui converge vers u, la sous-suite extraite (X(poﬂ)(n) JneN converge aussi vers
u.

Par conséquent, la suite extraite de terme général

Zgow(n) = Xgo(n) T Yo (n)
converge vers u+Vv € A + B, ce qui nous prouve bien que (A + B) est compacte.

#y Variante. Comme A et B sont des parties compactes de E, alors le produit cartésien A x B est une partie compacte de E x E et
A + B est une partie compacte de E en tant qu’image (directe) du compact A x B par I'application

[(x,y) = x+ Y]

qui est une application continue de E x E dans E.

Solution 14 18-14
1.

#y Remarque sur le vocabulaire : pour x € K fixé (non nul!), 'ensemble des points de E de la forme A - x avec A € R est la
demi-droite issue de I'origine et dirigée par le vecteur x. L'ensemble F est donc I'ensemble des demi-droites issues de O et dirigée
par un vecteur de K, c’est ce qu’on appelle un céne positif (figure de gauche).

Le cdne construit sur K est I'ensemble des droites vectorielles dirigées par un vecteur de K (figure de droite).
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Considérons une suite (un )nen de points de F en supposant que cette suite converge vers une limite £y € E.

#v Une partie est fermée si, et seulement si, elle est stable par passage a la limite.

Pour tout n € N, le vecteur u,, appartient a F, donc il existe un scalaire A,, € R, et un vecteur x,, € K tels que
Un = Ap - Xn.

Comme K est compact, il existe une suite (xn,, )xen extraite de la suite (xn)nen qui converge vers une limite ¢ € K.

En tant que suite extraite d"une suite de limite {y, la sous-suite (un, )xen converge elle aussi vers .

Comme le vecteur nul n’appartient pas a K et que les scalaires A, sont tous positifs,

YyneN, A,= ([ et en particulier VkeN, A, = [ |
[[xnl [xn |l
donc ol
0|l not.
— —— = xecRs,.
M koo |2l *

#y En effet, la norme vue comme une application de € dans R est une application continue (elle est lipschitzienne et admet 1 pour
constante de Lipschitz d’apres I'inégalité triangulaire).

On en déduit que
o= lim up= lim u,, = lim Ay Xpn, = « - { €F
° nodoo T k—too T kotoo K TR TN
cR, €K

On a démontré que F était stable par passage a la limite, donc F est fermé.
2. Lapartie K est la boule fermée de centre My = (1,0) et de rayon 1. C’est, par définition, une partie fermée et bornée
et comme IR? est un espace de dimension finie, la partie K est compacte.

# Contrairement au compact de la question précédente, cette fois, K contient I’origine.
Pour comprendre que 'ensemble F est ici encore le cone positif basé sur X, il faut bien regarder la figure suivante et connattre
un peu de trigonométrie (Théoreme de I'angle au centre).
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> L’origine O appartient clairement a F. Par conséquent, pour tout point M € K, le point 0 - M = 0 appartient a F.
> Considérons un point M = (x1,x,) de K distinct de O. Il existe donc un angle —m < t < 7 tel que
x1 =14 cost et X2 = sint.

Comme cost > 0, on a bien x; > 0 et par conséquent

YA>0, A-M=(Mj,M2)cF
—~—

>0

> Réciproquement, considérons un point N = (u,u;) € F distinct de O et posons
u
o = Arctan u—z € -7, 4l
1

Comme cos o > 0, il existe donc un réel r > 0 tel que

(x1,x2) = (rcos &, rsin ) = - (2 cos? &, 2 sin o cos &) = - (1 + cos 2x, sin 2x).

2cos o 2cos

Par conséquent, il existe un réel A = 5— > 0 et un point M = (1 + cos 2«, sin 2«) € K tels que N = AM.

#o Le point M est le point d’intersection d'une demi-droite [ON) issue de O avec le cercle K. L'angle « est la détermination
principale de I'arqument de N.

> Par double inclusion, on a donc démontré que
F= {(0,0)} U ([x 0Ny > O]).

@ Cet ensemble F n’est pas fermé pour la norme produit ||-|| .. En effet, pour tout indice n > 1, le point
My, = (] ) 1/71)

appartient a F. Lorsque n tend vers +oo, la suite (M, )nen converge vers le point L = (1,0) qui n’appartient plus a F.
Comme F n’est pas stable par passage a la limite, on en déduit que F n’est pas fermé.

# L'ensemble F n’est pas ouvert non plus, car (0,0) est un point de F mais F n’est pas un voisinage de (0, 0) (fiqure!).

Solution 15 18-15

On considére une application continue f : E — F et une partie compacte K C E. L'image (directe) de K par f est définie

par

f.(K) = {f(x), x € K}.

Pour démontrer que f.(K) est une partie compacte de F, on considére une suite (Yn)nen d’éléments de f x (K). Par
définition, pour tout n € N, il existe au moins un x,, € K tel que yn = f(xn).
Comme K est une partie compacte, il existe une suite extraite (xn, Jxen qui converge vers £ € K.
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Comme f est continue (sur E et en particulier au point £ € K),

Y = Flxn,) —— (0
(Théoreme de composition des limites).
Comme { € K, alors f(£) € f,(K). On a ainsi démontré qu'il existait une suite extraite (yn, Jxen qui convergeait vers
une limite f({) € f,(K).
Ainsi, toute suite d’éléments de f. (K) posséde une valeur d’adhérence dans f, (K), ce qui signifie que f,(K) est une
partie compacte de F.

Solution 16 18-16

#v La fonction f est uniformément continue sur X si, et seulement si,
Ve>0,3a>0,Vxyek [x—yle <a=|fl0)—fu)l; <e

Nous allons procéder par contraposée et pour cela, nous commengons par écrire la négation de cette expression formelle.

» Nous supposons que :

e = Yalle <

Jeo >0, Voa>0, Ixg,Yya €K, {
Hf(xoc) - f(ycx)”F > €0.
#y Conservons leréel eg > 0 qui nous est donné par I'hypothese de travail et puisque nous pouvons choisir librement , choisissons
o en imposant des contraintes de plus en plus fortes.

Pour tout n € N, prenons &, = 27" > 0. Pour chaque valeur de n € N, il existe alors deux éléments x, et y, de K
tels que
[xn —ynllg <277 et Hf(xn) - f(Un)HF > €o-

» Comme tous les x,, appartiennent a K et que K est compact, il existe une suite extraite (xn, Jxen qui converge vers
tekK.
Par inégalité triangulaire (et astuce taupinale),

Vke N» 0 < ||ynk _EHE < ||ynk _Xﬂk”E + ||Xnk - EHE

<1/2™k —0

donc la suite extraite (yn, )ken converge elle aussi vers {.
» Comme f est continue sur E, elle est en particulier continue au point { et, par composition de limites,

f(xn,) R f(e) et flyn,) I f(£)

ce qui prouve en particulier que

[0 ) — Flyn) | ¢ P 0.

Mais cela contredit la propriété établie plus haut :

VkEN> Hf(xnk)_ ynk HF €0 > 0.

» Notre hypotheése de travail est donc fausse et nous pouvons conclure : si f est continue sur E, alors la restriction de f
a un compact K C E est uniformément continue.

Solution 17 18-17

Comme la fonction f est bornée (sous entendu : sur E tout entier), les deux bornes supérieures ont bien un sens.

» Toute partie est contenue dans son adhérence, donc

VL) lgy x € A} € {IF()p, x € A}

et par conséquent
sup [|f(x)]ly < sup [[f(x)]].
XEA xEA
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» Réciproquement, soit xo € A. 1l existe une suite (Un)nen d’éléments de A qui converge vers xo (caractérisation
séquentielle de ’'adhérence) et, d’apres le Théoreme de composition des limites,

[ (un) ¢ P [If(xo0) |

puisque f est supposée continue.
Comme la borne supérieure est un majorant et que tous les u, appartiennenta A,

VneN, [|f(un)lly < sup lf(x)]l;
XEA

et comme les inégalités larges sont conservées par passage a la limite, on vient de démontrer que

Vxo €A, [f(xo)[[¢ < sup [[f(x) |-
XEA

Le majorant trouvé est indépendant de x,, on peut donc passer a la borne supérieure et en déduire que

sup [[f(xo)[| < sup [[f(x)][¢.
X()EX XEA

» L’égalité cherchée est donc démontrée par double inégalité.

Solution 18 18-18

1. On étudie ici une application linéaire f : E — F.

# Dans un espace vectoriel normé, tout singleton est fermé.
L’image réciproque d'une partie fermée de F par une application continue de E dans F est une partie fermée de E.
D’apres l'inégalité triangulaire, l'application ||-||; : F — R est lipschitzienne et donc continue.

Sif : E — Fest continue, alors ||f||; : E — R est continue et
A= {X €E: ||f(x)HF = 1}

est I'image réciproque du fermé {1} C R par une application continue (||f|; : E — R), donc A est une partie fermée de
E.
2.a.

# Une application linéaire est continue si, et seulement si, elle est bornée au voisinage de I'origine :
IM>0,3r>0,Vxek |x]g<r=|f(x)]f <M. (1)

Nous allons procéder par contraposée.

@ Sil'application linéaire f n’est pas continue, alors elle n’est pas bornée au voisinage de O, c’est-a-dire :
xfle <,
VM >0 ¥r>0, [xcE)] {||f(x)”F>M_ @

# La propriété (2) est ln négation formelle de la propriété (1).
On peut raisonner par analogie, comme s’il s’agissait d’événements d’une tribu : dire que I"événement B est une conséquence
de I'événement A se traduit en algebre booléenne par

A C B,
c’est-a-dire par
ANB® =0o.
(On vient d’exprimer la contraposée.)
La propriété contraire se traduit donc par
ANBC#0o

et donc par le fait qu'il existe au moins un x € € pour lequel I'intersection A N B€ est réalisée.

# Puisqu’on peut choisir librement M > 0 et v > 0, nous allons choisir ce qui est le plus contraignant : le minorant M de plus
en plus grand et le rayon r de plus en plus petit.
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Pour tout entier n > 1, il existe donc un vecteur x,, € E tel que

1
nlle < — et fif(xn)fr >n.

La suite (xn)n>1 converge vers Og et pourtant la suite (f(x,))n>1 n’est pas bornée, cqfd.

2.b. Puisqu’on suppose ici que 'application linéaire f n’est pas continue, nous reprenons la suite (xn)n>1 de la ques-
tion précédente et nous posons

Xn

vn>1 -
B L TR

# Le dénominateur est strictement supérieur a 1, on ne risque pas de diviser par zéro.
Par linéarité de f et homogénéité de ||-||,

_ f(xn)
toole = g

=1
Xn)”F

F

donc (Yn)n>1 est une suite d’éléments de A.

# ]I faut voir la définition des yn, comme un moyen naturel de construire une suite d’éléments de A.
D’autre part, par construction de la suite (xn)n>1,

xnlle 1

£ Ifx)lly " n2

Vn=1, fyn —Oelle

e
||f(xn)HF

donc la suite (Yn)nen converge vers O.
Et comme f(Og ) = Or par linéarité de f, la limite de la suite (yn)n>1 n'appartient pas a A.
L’ensemble A n’est donc pas stable par passage a la limite, ce n’est donc pas un fermé de E.

Solution 19 18-19

La propriété

n+1 n+1

uov —v ou=(Mn+1o-v" (HRR»)

est vraie pour n = 0 par hypothese.
Si la propriété (HR,,) est vérifiée pour un certain rang n € NN, alors

M+ Na- v = (wov™T — vy T ou)ov (composition par v)
:uoanrZ _vn+1 o (LLO\))
=uov*2 v 1o (vou+ alg) (HRy)

(m+1)+1 _ |, (n+1)+1 +1

=uov v ou—o-vht
et donc

uov(n+1)+1 _v(n+1)+1 ou = [(n-i—])-i—ﬂ(X'Vn_H,

ce qui prouve que la propriété (HR;,) est bien fondée et héréditaire.
La propriété (HR,,) est donc vraie pour tout n € N.

# La suite de 'exercice était facile a traiter avec I'ancien programme, en utilisant la norme d’application linéaire continue. Je
donne dans un premier temps I'ancienne preuve et je montre ensuite comment I'adapter dans le cadre du nouveau programme. (Ce
sont les mémes idées, mais cela demande une maitrise technique bien supérieure : au lieu d’appliquer une recette vue en cours, il
faut inventer la recette et le cours qui va avec!)

a [’espace vectoriel L. (E) des endomorphismes continus de E est normé par

lull = sup |lu(x)].
[Ix|[=1
La norme d’application linéaire continue [||-|||, dite aussi norme subordonnée a la norme ||| sur E, est une norme

d’algebre :
Vu,veLe(B),  llwovill <l fivIl.
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Par homogénéité et inégalité triangulaire, on déduit de (HR,,) que
(1) Lo [V IR IV™ T V™I < 21l VAT
Par conséquent : ou bien v est nilpotent, ou bien
VneN, (m+T)a< 2l

et dans ce cas, o« = 0.

# Comme on suppose que les applications linéaires sont continues, on sous-entend que I'espace E n’est pas un espace de dimension
finie!
En effet, si E est un espace de dimension finie,
— tous les endomorphismes de E sont continus;
— on pourrait aussi raisonner sur le nombre fini de valeurs propres pour conclure.

Solution 20 18-20

1. Soitx € K. Comme K C U, I’élément x appartient aussi & U et comme U est ouvert, c’est un voisinage de x. Il existe
donc un réel o > 0 tel que la boule ouverte B, (x, «) soit contenue dans U.

# Le réel o dépend a priori du point x choisi.

2. Onsait que, pour toute partie non vide A de E, l'application
[x — d(x,A)]

est continue (et méme 1-lipschitzienne). Donc la fonction x — d(x, L) est continue.
D’apres la question précédente, pour tout x € K, il existe un réel & > 0 tel que B, (x, «) C U. Cela signifie que

Vy e us, y € Bo(x, ) C'est-a-dire o < |y —x].
On a un minorant indépendant de y € U¢, on peut donc passer a la borne inférieure pour obtenir

d(x,U®) > a > 0.

# On rappelle que, dans ce raisonnement, le réel o dépend du point x € K considéré.

@ Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes. Donc la fonction x — d(x, U¢) atteint en
particulier son minimum en un point de K : il existe xo € K tel que

VxeK, d(x,U¢) > d(xo,U)

et comme la fonction ne s’annule pas, son minimum est strictement positif.
On a ainsi justifié I'existence d'un réel
Xpo = d(XQ,UC) >0

tel que
Vx €K, d(x,K) > ap > 0.

# Et cette fois, grace a la compacité de K, on a trouvé un minorant indépendant de x € X.

Solution 21 18-21
1.a.




Topologie 23
2.
3.
4.
b
a.

Solution 22 18-22
Comme f est uniformément continue, il existe un réel o« > 0 tel que

Vyzekl |y—zlg<a = [[fly)—fl2)]; <T. (*)

#y On a choisi ¢ =1, c’est sans importance ici.

@ Pour tout vecteur x € E non nul, on pose

X .
n= {QJ pour avoir  na < |[x[| < (n+1)a.

On passe de Og a x en faisant de petit pas :

n

F) — F(08) = [f(k"" )~ F(0e= e ﬁ)] i [f(X) (e ﬁﬂ

k=1

et dong, par inégalité triangulaire,

[0 = F(0e)[| < Y
k=1

) o e Z o-o 2
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X —no - XH = H(||x|| —no) - XH = |Ix|| —no < a.
x| X[

Pourtout1 <k < n,
Hkoc

: =l
[IxIl T [T

et

On peut donc appliquer I’estimation () a chacun des (n + 1) termes de la somme :

1
[f(x) = f(0p)[| < (n+1) <1+ o Xl
d’ot, par inégalité triangulaire :
1
GOl < < - Iell + 1+ [#00e)]

@[] est clair que cette majoration est aussi vraie pour x = O !
@ ['estimation qu’on vient de justifier :

Vx €E, [t < allx|[+b

prouve que le quotient ||f(x)||/|x|| reste borné lorsque ||x|| tend vers +oo, donc

6l =,,.. Ol

et

Solution 23 18-23
1. Pour tout x € [0, 1], 'application

y— (x,y) — f(x,y)

est continue sur [0, 1] (en tant que composée d’applications continues). Les segments de IR sont des parties compactes,
donc cette application atteint un maximum et g(x) est donc bien défini.

2. Soient xo € [0,1] et ¢ > 0. L’application f est continue sur le compact [0, 1] x [0, 1], donc elle est uniformément
continue. Il existe donc un réel o« > 0 tel que

Y (x1,u1), (x2,42) € (0,11 x [0,7],  ||(x2,42) — (x1,y1)|| L S &« = [f(x2,y2) — f(x1,u1)| <.

Ainsi,
Vyelo,1], Vx € xo— o, xo +al N[0, 1], |f(x,y) —f(xo,y)| <€ (*)

@ En particulier
Vyelo,1], Vx € xo—o,xo+alN0,1], f(x,y) < flxo,y)+e<gxo)+e
puisque le maximum est un majorant. On a un majorant indépendant de y, donc on peut passer au maximum :

Vx€lxo—oa,xo+alNI[01], g(x)= rg{g)g]f(x »Y) < glxo) + €.
y

a D’autre part, il existe yo € [0, 1] tel que
f(x0,Yo0) = g(xo)

et (x) nous donne alors
Vx € [xo—o,xo+afN0,1],  glxo) — & =Tf(x0,y0) — & < f(x,yo) < g(x).
@ On obtient de cette maniere I'encadrement suivant
Vx € xo—ox+alN0,1], glxo) —e < g(x) <glxo) + e

ce qui prouve que g est bien une fonction continue sur [0, 1].
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Solution 24 18-24
1. SiA € O0n(R),alorsAT.A=1,,doncA.AT.A=AetA € V.Donc On,(RR) est contenu dans V et par conséquent

On(R) =On(R)NV. ®3)

# Le groupe orthogonal O (IR) est aussi contenu dans GL,, (R) — mais n’anticipons pas trop.

2. SiA € Vestinversible, alors on peut multiplier (2 gauche ou a droite, c’est indifférent) par A~ I'égalité
AATA=A

et obtenir AT.A = I,,, ce qui signifie que A € O (RR).
Avec la question précédente, on vient en fait de démontrer que

On(R) =GL,(R) N V. @)

3. Pour démontrer que O, (R) est a la fois un ouvert relatif & V et un fermé relatif a V, il faut démontrer qu’il existe
un ouvert G de E et un fermé F de E tels que

O.(R)=GNV=FNV.

# On rappelle avant d’aller plus loin que :
— toute application linéaire sur un espace de dimension finie est continue;
— en particulier les applications coordonnées (relatives a une base quelconque) sont continues;
— toute combinaison linéaire et tout produit d’applications continues sont encore des applications continues;
— en particulier toute fonction polynomiale des coordonnées (relatives a une base quelconque) est continue;
— tout singleton est fermé.

» Le groupe orthogonal
On(R) =M".M =1,]

est un fermé de E = M, (R) en tant qu'image réciproque du fermé {I,,} par I'application
M= MTM] : My (R) = M (R),
qui est continue en tant que produit des applications continues
M—=M et [M—MT]

(applications linéaires sur M, (R), espace de dimension finie).
On déduit alors de (1) que Oy (R) est un fermé relatif a V (on prend F = O, (R)).

» ['ensemble
[detM = (]

est un fermé de 91,,(R) en tant qu’image réciproque du fermé {0} par I'application
M = detM] : ML (R) — R,

qui est continue en tant que fonction polynomiale des coordonnées relatives a la base canonique de 9, (R).

# La formule
detM = Z e(0)M1 (1) M2,6(2) - Mn,o(n)

[GISIGPN
n’a jamais servi a calculer le moindre déterminant, il faut bien qu’elle serve a quelque chose !
Le groupe linéaire
GL,(R) = [detM # 0] = [detM = 0]°

est donc un ouvert de 9, (R) en tant que complémentaire d'un fermé et par (2), le groupe O, (IR) est un ouvert relatif
aV (on prend G = GL,(R)).

# Variante
On peut aussi appliquer la caractérisation séquentielle des fermés. Pour cela, on considere une suite (Ay )xen d'éléments de V
qui converge vers une matrice L € My, (R) et il s’agit de vérifier que la limite L appartient encore a V. Mais comme Ay €V,

VkeN, AAlA=A,



Topologie 26

et comme "application
A AATA]

est continue (en tant que produit de trois applications linéaires sur un espace de dimension finie), on déduit du Théoreme de
composition des limites que
LLT.L=L

et donc que L € V. Mission accomplie!

# Pour la topologie relative a V, comme pour toutes les topologies, il y a au moins deux parties ouvertes et fermées : & et V.
Mais, au contraire de ce qu’on observe dans un espace vectoriel, ce ne sont pas les seules parties ouvertes et fermées : il y aussi
On(RR) (et son complémentaire dans V, bien silr).

Solution 25 18-25

1. Nous allons bien évidemment procéder par double implication.
@ Supposons que f tende vers { au voisinage de (xo, Yo)-

> Par définition de la limite, pour ¢ =1 > 0, il existe un réel a; > 0 tel que
[(x,y) — (xo,yo)| S o1 = |f(X>U) - €| <l
En particulier, pour tout 0 < r < 7 et pour tout 6 € IR, le couple
(x,y) = (x0 + TCos 6, yo + rsin )
vérifie bien
16, 9) = (xo, Yol =7 < o1
et la fonction
(8 — f(xo0 +TCOsO, yo + rsinB) — {]

est bornée sur R (sa valeur absolue est inférieure a 1).

> On peut donc poser

VOo<r< o, (p(r):sup‘f(xoercosG, y0+rsin9)f€‘ (%)
0cR
pour obtenir
Vo<r< o .
V0 R, ’ ’f(xo + rcos 6, yo+rsme)—£’ < (1) (k)

(puisque le sup (x) calculé sur le cercle de centre (xo,yo) et de rayon r, est un majorant).

> Revenons a la définition de la limite.
Pour tout 0 < ¢ < 1,il existe 0 < x(e) < 7 tel que

106, y) = (x0,yo) | < xle) = [flx,y) — €| <ee.

Le majorant étant indépendant de (x,y), on peut passer au sup en restant sur le cercle de centre (xo,yo) et de rayon
0<r<ae):
VO<r<ae), 0< o(r) Le.

On vient de démontrer que la fonction ¢ : 10, x;] — R, définie par () et qui vérifie la propriété (xx), tend vers 0 au
voisinage de 0.

a- La réciproque est beaucoup plus simple. On suppose qu'il existe un réel o1 > 0 et une fonction ¢ définie sur ]0, ot1]
et de limite nulle en O telle que

VO<r<a,
Vo eR,

|f(xo + 1rcos B, yo + rsinO) ff| < o(r).
Soit ¢ > 0. Par hypothese sur ¢, il existe un réel 0 < « < «; tel que
Vo<r<a, O0<o(r)<e.

Pour tout (x,y) tel que
H(Xay) — (XO>yO)H <«
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le point (x,y) est dans le disque fermé de centre (xo,yo) et de rayon «, donc il existe 0 < v < ccet 6 € R tels que
(x,y) = (xo +1rCcos 0, yo + rsinb)

et par conséquent
[fx,y) — € < o(r) < e

On vient de démontrer que f tend vers { au voisinage de (xo,yo)! (Relire ce qui est écrit en rouge...)
2. Ontraite les quatre exemples au moyen des coordonnées polaires en mettant en évidence une fonction ¢ convenable
a chaque fois.

Premier exemple

x?y? ™ cos?0sin’ 0
O<f(x,y)=x2+y2 = 2 <17 = (1)
Deuxiéme exemple
3 (|cos? 0] 4 |sin® 8])
0< |f(x,y)| < ") <2r= (1)
Troisieme exemple
2IxI3 3 3
0 < [fxy)| < EHIE 375 o

x2 +y2 2

Quatrieme exemple
La fonction [6 + V/cos* 0 + sin? 9} est continue et -périodique sur IR, donc elle est bornée et atteint ses bornes. En

particulier, elle atteint un minimum et comme la fonction ne s’annule jamais (puisque cos 0 et sin 6 ne peuvent s’annuler
en méme temps!), son minimum my est strictement positif.

r 2

< —=ol()
121/cos* 0 +sin*0 ™

@ Les quatre fonctions sont naturellement définies sur R? \ {O} et continues sur cet ouvert (soit comme fonctions
rationnelles, soit par opérations sur des fonctions continues).

On vient de démontrer qu’elles tendent vers 0 au voisinage de (0,0). On peut donc, si on y a intérét, les prolonger

en fonctions continues sur R?.
3. Pour démontrer qu'une fonction n’a pas de limite au voisinage du point O = (0, 0), on peut procéder par contrapo-
sée en utilisant le Théoréme de composition des limites.

0 < [f(x,y)] <

# Si f tend vers € au voisinage de O et si g : R — R? tend vers O au voisinage de 0, alors la composée

(fog)(t) =f(gx(t), gy(t))

tend aussi vers € lorsque t tend vers 0.
@ Par contraposée, si on trouve une fonction continuey : 1—o, «[ — R? telle que

v(t) = (x(t),y(t)) — (0,0)

t—0

et que f (y(t)) ne tende pas vers { lorsque t tend vers O, alors f n'est pas continue en (0, 0).
w Variante : si on trouve deux fonctions gy et g définies sur un voisinage de 0 dans R telles que

lim g1 (t) = lim g2(t) = (0,0)

t—0

et telles que
ll_f)% f(g1(t) # 11_1{(1) f(g2(1)),

alors f n’est pas continue en (0,0).

Premier exemple
Avec g1 (t) = (t,t) et g2(t) = (t,—t), on obtient

Vi#0, flgi(t)l=5 et flga(t)] =5

ce qui prouve que f n’a pas de limite au voisinage de (0, 0).
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# En coordonnées polaires, on aurait trouvé
f(rcos0,rsin®) = 1+ cos 0sin 6
et quel que soit £ € IR, il est impossible de majorer I'écart, qui ne dépend pas de ,
[f(x,y) — ¢

par une expression qui ne dépend que de v et qui tend vers 0 lorsque v tend vers 0.

Deuxiéme exemple
Avec g1 (t) = (t,0) et g2(t) = (0, 1), on obtient

Vt#£0, flgi(t)l=1 et flga(t)] =—1.

#y En coordonnées polaires,
Vr>0, f(rcos6, rsin6) = cos26.

Troisieéme exemple
Avec g1 (t) = (t,t) et g2(t) = (t,—t), on obtient
—1

Vi£0, flgi(t)=7 et flgat)] =

#y En coordonnées polaires,
Vr>0, f(rcosf, rsinf) =sin6cosO.

#y Pour trouver les fonctions gy et g qui prouvent que la fonction f n’a pas de limite, il est utile de passer en coordonnées polaires
pour voir comment f dépend de .
Si f ne dépend pas de r (comme c’est le cas de ces trois exemples), la dépendance en © permet de trouver des chemins qui menent
a des valeurs incompatibles.

Solution 26 18-26

# Pour démontrer que F est continue sur U, il faut prouver que F est continue en chaque point de . La démonstration commence
donc par :

@ Soit Mo = (x0,Yo) € U. Comme U est un ouvert, il existe un rayon ro > 0 tel que

K™ [IMoM| < 1o] cU

et K, en tant que boule fermée dans un espace de dimension finie, est une partie compacte de E.

# Dans la définition des voisinages, il est dit qu'il existe une boule ouverte de centre My et de rayon v > 0 contenue dans U.
Pour tout 0 < vo < 1, la boule fermée de centre My et de rayon o est contenue dans la boule ouverte de centre My et de
rayon r. C’est une telle boule fermée que nous notons K.
L'avantage de considérer une boule fermée est qu’une telle boule, dans un espace de dimension finie, est une partie compacte.
(On dit que les EVN de dimension finie sont localement compacts.)

@ Un produit de parties compactes est une partie compacte de 1'espace produit, donc
K x [a,b]

est une partie compacte de R? x R. Comme la fonction f est continue sur U x [a, b], sa restriction au compact K x [a, b]
est uniformément continue.
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€

@ Soit ¢ > 0. Comme b > q, le réel =

est strictement positif et, par continuité uniforme, il existe un réel o« > 0 tel que
Vtelabl, V((xy),s) € Kx[a,bl,

||((X,U),S) - ((XanO))t)Hoo S«
== |f(X)y> s) — f(XO>yO)t)| <

b—a’
On en déduit que
VM= (x,y) XK, Vt € [a,b],
Ix —xol < & £
— <
{ Rse ) = tmn o) < =

PUiSque || (M) t) - (MO) t) ||oo = max{|x - XO|) |U - y0|) O}
a La conservation des inégalités par l'intégrale nous donne alors :

b
|F(M) — F(Mo)| = J f(x,y,t) — f(x0,Yo, t) dt

a

b
< j £,y £) — Flx0, Yo, )] dt

a

<(b—a)x =¢

€
b—a
pour tout M = (x,y) € Utel que [x —xo| < x ety —yol < .

On a bien démontré que F était continue au point My € U et comme cela vaut pour tout My € U, on a démontré
que F était continue sur U.

Solution 27 18-27

#» On considere ici une fonction définie par une intégrale qui dépend de trois parametres : les deux bornes et un troisieme parametre
sous le signe [. La régularité d'une telle expression ne fait pas partie des théoremes au programme, mais on peut I'étudier en restant
dans le cadre du programme...

@ Pour rassurer les inquiets, on précise que I et ] sont des intervalles ouverts de longueur strictement positive.

@ Pour des raisons de commodité, nous munissons les espaces R? et R? de leurs normes produit respectives (ce qui
n’est pas une restriction comme on sait), qu’on notera toutes les deux ||-|| .

a Dans tout ce qui suit, on fixe un point My = (x0, Yo, z0) € Q.

a Comme les intervalles I et | sont ouverts, il existe v > 0 tel que

[xo =myxo+ 1 x [yo =T yo+ 1l x 2o =1 z0 + 11 CIxIx]=Q. (5)
Comme I est un intervalle, il existe un segment [a, b] C I tel que
[xo —Tyx0 + 7] C [a,b] et [yo—r1,y0+ 1] C [a,bl. (6)
En tant que produits de deux compacts (segments) de R, les rectangles
Ky = [xoy,yol X [zo —Tyzo+1] CIx]J=U

et
Ky =la,bl x [zo —1,20+ 7] CIX]

sont des parties compactes de R
. On fixe maintenant une tolérance ¢ > 0.

» Comme la fonction f est continue sur U, elle est en particulier bornée sur le compact K :
JA >0, V(t,z) € Ky, [f(t,z)| <A (7)
et uniformément continue sur le compact Kj :

30(>0,V(t,2),(t1,21) € Kh
||(t1,21) - (t)Z)Hoo Sx = |f(t,Z)—f(t1,Z1)| <€
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donc en particulier

Fo>0,Vte [xo,yol, Vz€[zo—T,20+T1], 4)
|Z_ZO|<‘:X = |f(t,2)—f(t,20)| < e
» Nous disposons de deux réels strictement positifs : r donné par (1) et « donné par (4). Nous noterons dans la suite

®o, le plus petit de ces deux réels :
xo = min{r, «} > 0.

De cette maniere,
[zo — 0,20 + xo] C [zo — 1,20 + 7]

et
lz—2z0l < g = |z—20] < .

D’apres (3),
V (t,2) € [a,b] x [zo0 — &0,20 + 0] C Kz, [f(t,2)| <A )

et d’apres (4),
Y (t,2) € [x0,Yol X [z0 — &0, 20 + xol, |f(t,z) — f(t,zo)| <. (10)

» Nous appliquons maintenant I'astuce taupinale et 'inégalité triangulaire avec opiniatreté. Quel que soit (x,y,z) €
la, b] x [a,b] x [zo — &o0,20 + o],

’F(X,y,l) - F(XO)HO>ZO)|

X0 Yo Y Yo
:‘(J f(t,z)dtJrJ f(t,z)dtJrJ' f(t,z)dt)J f(t,zo)dt’
x X0 Yo X0
X0 Yo Y
< J f(t,z)dt‘+J f(t,z)—f(t,zo)dt‘+ J f(t,z)dt’
x X0 Yo
Yo
< Afx—xo + J f(t,Z)—f(t,Zo)dt’+Aly—yo| (par (5))
X0

car [x & xo] C [a,blet [y < yol C [a,b]. et d’apres (6),

Yo
J (¢, 2) — £(t, zo) dt‘ < lyo —xol € < (b— a)e.

X0
» Sion impose en outre [x — xo| < ¢/a et [y —yol < ¢/a, c'est-a-dire
max{|x —xol, [y —yol} < min{eoto, ¢/a} et |z—zo| < xo,
—_——
>0

alors
‘F(X)U)Z) - F(XO)UO)ZO)’ < (b —a+ 2)8

Les réels a et b ayant été choisis avant ¢, ce sont bien des constantes et cela prouve que F est continue au point (xo, Yo, Zo).

Solution 28 18-28

Cas d’une limite finie
S’il existe un réel Ry > 0 et une fonction

@ : JRp,+oo[ = R

de limite nulle au voisinage de +oo et telle que

Vr = Ro .
Vo c ]R,’ (x,y) = (rcosO,rsinf) e A = ‘f(x,y) —€] < (1)
alors la fonction f tend vers { au voisinage de l'infini.
Cas d’une limite infinie
S’il existe un réel Ry > 0 et une fonction
II) : ]Ro, +OO[ — R
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qui tend vers +oo au voisinage de +oc et telle que

VT}R(),

VO ER, (x,y) = (rcosB,rsinf) e A = ’f(x,y)| > P(r)

alors la fonction f tend vers 'infini au voisinage de l'infini.

# On doit étre conscient que I'étude de f au voisinage de l'infini signifie que la norme de la variable tend vers +oo. Pour se
représenter géométriquement la situation, on peut imaginer que la variable peut évoluer n’importe oit dans I'ensemble de définition
A en restant en dehors d’un disque arbitrairement grand.

Nous avons choisi les coordonnées polaires a cause des expressions étudiées. On pourrait utiliser n’'importe quelle autre norme
sur R? sans modifier les résultats obtenus. La seule regle est de choisir la norme en fonction de I'expression f(x, y) étudiée.

1. Quel que soit (x,y) € R?,
[(x+y)e” | < (] + lyl)e 7Y L 2are ™ = (1),

2. Quel que soit (x,y) € R?,

2

x* +y2 =12(r? cos* 0 + sin? 0).

@ La fonction {9 + cos? @ + sin? 9} est continue et m-périodique, donc elle est bornée et atteint ses bornes (c’est

comme si la fonction n’était définie que sur le compact [0, 71]). Comme cette fonction ne s’annule pas (puisque cos 0
et sin 0 ne peuvent pas s’annuler simultanément), son minimum « est strictement positif.
@ Pourr > 1,onadonc

VO eR, rzcos46+sin29>1-Cos49+sin26>oc>0
N
>0

et donc
Vr>1,VeeR, Xty > ar? =P(r).

» La fonction [6 + 2cos* 0 + sin’ 6} est continue et m-périodique, donc elle est bornée et atteint ses bornes. Comme
cette fonction ne s’annule pas, son minimum m; est strictement positif. (Air connu)
x? +y? 2 1

< < = =
Vr>OVOER,  0< oo g < g = s = el

# Pour les deux exemples suivants, il est important de remarquer que si 'une des coordonnées x ou y tend vers l'infini, alors le
vecteur (x,y) tend aussi vers l'infini puisque

[oy)|[=r et =k, =Rl

3. Sion se déplace sur 1’axe des abscisses,

f(x,0) = 4x? tn|x| — ot

donc la fonction f n’est pas bornée au voisinage de 1'infini.
Si on se déplace sur 1’axe des ordonnées,

\V’y#o, f(O)U)ZO

donc la fonction f ne tend pas vers 400 au voisinage de l'infini.

#v Utilisation habituelle du Théoreme de composition des limites pour prouver qu'une fonction ne tend pas vers une valeur donnée.

4. Déplagons-nous sur la courbe d’équation x?y = 1, qui est clairement contenue dans I’ensemble de définition de f.
K'y=1TCA=RxR:

Dans ce cas,
1 4 5
vV x #0, f(x,y)zf(x,—x2>:1+—x2€n X
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expression qui tend vers 0 lorsque x tend vers +oo. Par conséquent, la fonction f ne tend pas vers +oco au voisinage de
I'infini.
5.

& On rappelle qu'une forme quadratique sur R> est une fonction q définie par la relation
Yu=(x,y,z) € R3, qu) =u'.Hu

ot H est une matrice symétrique réelle. Cette forme quadratique est définie positive lorsque les valeurs propres de H sont toutes
strictement positives.

D’apres le Théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale P et trois réels

0< A <A< A3

tels que
PT.H.P = Diag(A1,A2,A3) 2 A
et donc
VueR?, qu) =u".PAP T u= (P .u) . A(PT ).
En notant

a A0 0 a
Plau=1|b], ona qu=(a b ¢)|{ 0 A 0 b
c 0 0 A/ \c

et on en déduit que, pour tout u € R?,

_ 2 2 2 S 2 12, .2
q(u) =Aa —i—\?\i/\b/_/-l-&i/\c///)\](a + b +c9)

>A 200 Ay 20
=AMPTwW P Tw=Au"u
= N Jull’ = w(w
~—

>0

ce qui prouve que q tend vers +oco lorsque u tend vers 'infini (= lorsque ||u|| tend vers +o0).

Solution 29 18-29

La fonction est continue sur R? privé de l'origine en tant que fonction rationnelle dont I'unique pdle est O = (0, 0).
@ Pour tout x # 0,

x2 1

f(x,x) = 7 = 12
Lorsque la coordonnée x tend vers 0, le point M = (x, x) tend vers O (puisque |[OM|| , = [x| tend vers 0) et f(x,x) tend
vers +oo. Donc la fonction f n’est pas bornée au voisinage de O.
a Pour tout x # 0, on a aussi f(x,0) = 0. Lorsque la coordonnée x tend vers 0, le point N = (x,0) tend vers O
(puisque ||[ON]|, = Ix| tend vers 0) et f(x, 0) reste bornée (et méme constante), donc la fonction f ne tend pas vers +oo
au voisinage de O.

Solution 30 18-30

1. La fonction f est de classe ¢’ sur I'ouvert U = R? \ {O} en tant que fonction rationnelle dont 1'unique pole est
l'origine O.

# L'ensemble de définition U est un ouvert en tant que complémentaire du fermé {O} (tout singleton et, plus généralement, tout
ensemble fini est fermé).
Plus généralement encore, toute fonction rationnelle est définie sur un ouvert car 'ensemble de ses pdles est un fermé. En effet,
une fonction rationnelle s’exprime sous la forme

P(X1y...yXn)

Q(x1yenvyxn)

oit P et Q sont des fonctions polynomiales sur R™.
En tant que fonctions polynomiales, P et Q sont des applications continues sur R™ et I'ensemble des poles de f :

m(f) = [Q(x1,...,xn) =0
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est une partie fermée de R™ en tant qu’image réciproque du fermé {0} C R par I'application continue Q.
L’ensemble de définition de f est donc ouvert en tant que complémentaire d'une partie fermée :

U = [r(f)]*°
et f est continue sur U en tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule en aucun point de U.

Pour h = (x,y) # O, en coordonnées polaires (c’est-a-dire en munissant R? de la norme euclidienne canonique),
[f(O+h)| = [f(x,y)| =T |cos® 6 —sin® 6] < 2r = 2||h].

Cela prouve bien que f(h) = O(h) au voisinage de O.
En particulier, cela implique que f(h) tend vers 0 lorsque h tend vers O et qu’on peut donc prolonger f en une
fonction continue sur R? en posant
f(O) =0.

2.  L’hypothese faite sur f signifie que f, une fois prolongée par continuité, serait différentiable au point O et que ¢
serait son application linéaire tangente.
df(0) = ¢

On sait alors que

¢(1,0) = %(0,0) et @(0,1) =

of

oy (0,0).

Or, pour tout x # 0 et pour touty # 0,

=1 et =—1
x—0 € y—0
donc f admet des dérivées partielles au point O avec
of of
—(0)=1 t ——(0) =-1.
= (0) et 3,00

Donc, @ f est différentiable au point O, alors
Matean (df(0)) = (1 —1)

C’est-a-dire
V(X)U)GRZ) (P(X)U):X_y'

@ Pour (x,y) # O,
Xzy . Xyz

2Ty =71-sin0cosO(cos® —sin0).

f(X>y) - @(X,U) =

expression bornée

11 est donc clair que
f(O+h) =f(0) + ¢(h)+ O(h)

lorsque h tend vers 0.
Cependant, le quotient
[f(h) — @(h)|
[l

est indépendant de r = ||h|| sans étre identiquement nul (on peut prendre 8 = s ou 6 = —7/4 par exemple), donc ce
quotient ne tend pas vers 0 lorsque r tend vers 0.

Par conséquent, f(h) — @(h) # o(h), ce qui prouve que f n'est pas différentiable au point O (bien que f soit continue
au point O et admette des dérivées partielles en ce point — ce sont les dérivées partielles de f qui ne sont pas continues
au point O).
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Solution 31 18-31

1. Lanorme considérée par I’énoncé est bien une norme sur £ = R, [X] : il s’agit de la norme produit associée a la base
canonique de E!
IP|| = ||Matean(P)||

Dans le méme ordre d’idée, les trois applications coordonnées
ezz[P:aXz—ka—kCr—)a] e1 =[P — D] o =[P —c]

sont linéaires et (donc) continues sur E, espace de dimension finie.
@ Le noyau de la premiere forme coordonnée :

[e2(P) =0] = [a =0]

est un fermé de E (en tant que noyau d’une forme linéaire continue).
L’ensemble U des polynémes de degré 2 (dont le degré est exactement égal a 2) est, par définition, le complémentaire
de [e2(P) =0]:
U= [82(P) 75 O} = [Sz(P) = O]C

et U est donc un ouvert de E.

» Soit P = aX? + bX + ¢, un polyndéme de E.
Sia##0,alors P € L.
Sia=0,alors P ¢ U et on pose alors

1
Vn>1, Pn:EX2+bX+c€u.

On a ainsi défini une suite (P, )n>1 d’éléments de U qui converge vers P :

1 1
IP=Pull = | =X = =~ ——o.
n n n—+oo

Donc 'ouvert U est bien dense dans E.

» Les polyndomes A = X? et B = —X? appartiennent tous les deux a U.
S’il existe une application continue f : [0,1] — E telle que

fl0)=A, f(1)=B et Vtel0,1], f(t)elU

alors la fonction
(e20f) : [0,1] 5> R

est continue (en tant que composée d’applications continues) sur l'intervalle [0, 1], strictement positive en t = 0 (car
€2(A) = +1) et strictement négative en t = 1 (car ¢2(B) = —1). D’apres le Théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe
donc un instant ty € 10, 1{ tel que

(e20f)(to) =0

c’est-a-dire f(tp) ¢ U : c’est absurde!
Donc 'ouvert U n’est pas connexe par arcs.

# L'ouvert U est ['union de deux composantes connexes par arcs :
U=[a>0U[a<0].
Eneffet, si A = a1X? + b1X + ¢y et B = a;X? + b X + ¢ avec a; > 0 et ay > 0, alors la fonction affine définie par

vtelo, 1], f(t)=(1—1t)A+1tB
=[(1—t)ar +tax]X? + [(1 — )by +tb2 ] X + [(1 —t)ey + tca]

est continue, elle vérifie f(0) = A et f(1) = B et
vtel0,1], (ezo0f)(t) =(1—1t)a; +taz € [a; « a3] C]Rj_.

On vient en fait de démontrer que les deux composantes connexes par arcs de U sont des parties convexes !
Idem si ay et a, sont strictement négatifs.
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2.a. Lapplication
[P — b* —4ac]

est une fonction continue sur E en tant que fonction polynomiale des coordonnées.
Le discriminant A est donc une fonction continue en tant que restriction a I'ouvert U d’une application continue sur
E.

# Le discriminant n'est défini que sur U, pas sur E tout entier !
2.b. Par définition de A,
F™ [A(P) = 0] = [b? —4ac = 0] N L.

La partie [b2 — 4ac = 0] est un fermé de E en tant qu’image réciproque du fermé {0} par une application continue
(fonction polynomiale des coordonnées), donc F est un fermé relatif a .

» Mais F n’est pas un fermé de E! Considérons les polynémes définis pour tout n € N par

P =27 "X,
11 est clair qu’il s’agit d’une suite d’éléments de F et que cette suite converge vers le polyndéme nul :

[Pa—0f =27 ———0
n—-+oo

alors que le polynéme nul n"appartient pas a F. La partie F n’est donc pas stable par passage a la limite.
2.c.  On considere un point Py € F et V, un voisinage relatif a U de ce point. Il existe donc un rayon ro > 0 tel que

[”P—Po” < To] NUucw
Comme U est un ouvert, si le rayon 1o > 0 est choisi assez petit, on a
[||P— Poll < ro} cu

et donc
[IP—Po| <o) C V.

Si on note Py = a(z) + boX + co, on sait que
ap #0 etque b% —4apco =0
(par définition de Py € F). Il est alors clair que
VYneN, bj—4aop(co+2 ™) =-2""q#0
et donc que

Qn=0a0X?>+boX+(co+2 ™) &F

alors que
Qnel et [[Qn—Pof=2""

ce qui signifie que Qr, € V pour tout n assez grand.

En clair : si Py € F, on a trouvé une suite de polynémes (Q) qui converge vers Py alors qu’aucun de ces polynomes
n‘appartient a F.

En VO : tout voisinage relatif a U d’un polynéme Py € F rencontre F¢, c’est-a-dire : F est une partie d’intérieur vide
relativement a .

# ]I faut faire le parallele avec Q et R \ Q! L’ensemble Q est dense dans R et d'intérieur vide, puisque tout voisinage d’un
nombre xo € Q contient des irrationnels.
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Solution 32 18-32

La fonction F est naturellement définie sur R2 privé de la diagonale A = [y = x] et comme f est continue sur R, la
fonction F est continue sur R? \ A en tant que quotient de la différence des fonctions continues

lin. cont,

(xy) — x—f(x) etde (x,y)r—y+— f(y)

par la fonction linéaire (ou polynomiale)
(oY) —x—y
qui ne s’annule pas sur la diagonale A.
» Le prolongement de F a R? défini par 1'énoncé est le plus naturel qui soit. En effet, quel que soit x € R fixé,

f(x) —fly)
X—Yy y—x

(x)

puisque f est dérivable sur IR, ce qui prouve que

vVxeR, lim F(x,y) = F(x,x), (11)
Yy—x
condition minimale pour que F soit continue sur R?.
Il reste a prouver que ce prolongement est bien continu sur R?, c’est-a-dire (compte tenu de ce qui précéde) continu
en chaque point (xo, Xo) de la diagonale A.

#y La propriété (1) n'indique qu'une "continuité partielle” de la fonction F, puisqu’une seule variable varie (y), I'autre variable
étant fixée (x est fixée par le quantificateur).
NB : La "continuité partielle” n’a pas de sens mathématique, c’est juste une fagon imagée de parler.

» Premiére méthode
Fixons xo € R, le point My = (xo, Xo) sur la diagonale et une tolérance ¢ > 0. Comme f est de classe ¢ 1, il existe
o > 0 tel que
Vx € [xo— &, x0 + &, [f/(x) — f'(x0)| < e. (12)

> Considérons maintenant un point M = (x,y), distinct de M, tel que

On doit distinguer deux cas : ou bien M est sur la diagonale (cas M), ou bien M n’est pas sur la diagonale (cas M,).

Yo + o -
yo
X0 — & )éo X0+ &

> Six =y, alors
[F(x,y) — F(xo,x0)| = [f'(x) = f'(xo)| < ¢

par (2), car |x — xo| < «.

> Six # vy, alors (Thm des accroissements finis) il existe

celx eyl Clxo—ax+af
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tel que F(x,y) = f’(c) et par conséquent, a nouveau par (2),
[F(x,y) — F(xo,x0)| = |f'(x) — f'(x0)| < &

car |c — xo| < .
> Dans les deux cas, on a bien
’F(X)U) - F(XO>UO)’ <€

> On a donc démontré qu’il existait un réel o« > 0 tel que
YMeR? [[MoM| <a = [F(M)—F(Mo)| <,

ce qui prouve que F est continue au point My = (x0,Yo), quel que soit xo € R, et donc que F est bien continue sur R?.
» Variante savante
Pourx =y,

1 1
J f'(x +t(y —x)) dt :J f'(x) dt = f'(x).
0

Pour x # y, on effectue le changement de variable affine

u=x+tly—x)=(1—-t)x+ty

et on trouve

X Yy—x
Dong, quel que soit (x,y) € R?,
1

F(x,y) = Jo f'(x + t(y —x)) dt.

# Evidemment, c’est un début assez siouxx ! L'avantage est de disposer maintenant d une expression unique pour F.

> Il nous reste a vérifier les hypothéses du théoréme de continuité des intégrales fonctions d’un parametre.
@ Quel que soit (x,y) € R?, la fonction
[t (x4 tly —x))]

est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
a Quel que soit t € [0, 1], la fonction
(%, y) = ' (x +tly —x))]
est continue sur R%, comme composée de fonctions continues.
R A R “, R
(xy) — x+tly—x) — f'(x+tly—x))

a Restreinte & un segment [—a, al, la fonction f’ est bornée (puisqu’elle est continue), donc il existe une constante
A > 0 telle que

Vtel0,1], V(xy) €l—a,d x [—a,al, [f'(x+tly—x))|<A.
—— ———
€l—a,a]

@ D’apres le Théoreme de convergence dominée (version "convergence bornée"), la fonction

1
F= [(x,y) »—>J' f'(x+ tly —x)) dt]

0

est continue sur tout compact de la forme [—a, a] x [—a, al.
> Comme la continuité est une propriété locale, la fonction F est continue sur

R? = U [—a,a] x [—a,da].

a>0



