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Soit n > 5. L'espace R™ étant muni de sa structure euclidienne canonique, on considere un sous-espace V
de dimension k < n — 4. La projection orthogonale sur V est notée vy et la matrice relative a la base
canonique de R™ de cette projection est notée P.

On note A, la matrice P privée de sa diagonale et D = P — A.

On considere un vecteur aléatoire X = (Xy, ..., Xy) défini sur un espace probabilisé (Q, A, P). Les
coordonnées Xy, ..., Xn sont supposées indépendantes et de méme loi :

vi<k<n, P(Xk:il):%.

On étudie ici la variable aléatoire
R= d(X,V) =min|X—v]|.
vev

Démontrer que R(w) < y/n pour tout w € Q.

Démontrer que
3.| Endéduire gue
q

Calculer E(R?).
Démontrer que tr D? > ¥/,

Démontrer que

VxeRY, d(x,V)?= (x|x—my(x)).

REP=n—k—X".AX.

E[(XT.AX)?] < Zin—k)
n

Démontrer que
k
PR>2vVn—-k+2)<

%-

D’apres le cours,

¥xeR"Y, d(x,V)? =[x —mv(x)|’.

Par conséquent, pour tout w € Q,
R(w)? = [X(e) = v (X)) [ = |1 = ) (X{ew)) [ < [X(e0)

puisque I — 7ty est une projection orthogonale (la projection orthogonale sur V).
Comme les coordonnées de X sont des variables aléatoires de Rademacher,

X(w)[* =Y X}(w)=n
i=1

et on a donc

Cf cours.

(Dorénavant, la variable w sera sous-entendue.)
Pour le produit scalaire canonique, la base canonique est une base orthonormée. Par conséquent,
d’apres la premiere question,

YweQ, 0 < R(w) < vn.

RZ=X".(I-P).X
=X"(I-D—-A).X
=X".(I-D)..X-XT.AX.



rms132-174 2

Ennotantcy, ..., cn, les coefficients diagonaux de la matrice D,

RZ=) (1—c)X? —XT.AX

s

.ﬂ
Il
=

Il
™

(1—cy) —XT.AX (car X? =1)

i=1
=(n—trD)—X".AX.

Par définition, les coefficients diagonaux de D sont aussi les coefficients diagonaux de P, donc trD =
tr P = rg P (puisque la trace de toute projection est aussi le rang de cette projection). Comme 7ty est
la projection sur un sous-espace de dimension k, le rang de P est égal a k et on a donc bien

VweQ, R w)=n—k—X"(w).AXw).

. Comme R? est une variable aléatoire bornée, c’est une variable aléatoire d’espérance finie.
En notant A = (a;j)i<i,j<n, 0N @ ai; = O (par construction de A) et d’apres la formule du
produit matriciel,

XTAX =) Xiai;X;.
i#]
I s’agit d"une combinaison linéaire de variables aléatoires bornées. Par linéarité de 1'espérance,
EXXT.AX) =) ai; E(X:iX))
i#
Or X; et Xj sont des variables aléatoires indépendantes (puisque i # j) et centrées, donc
Vi#j, E(XiXj) =E(X{)E(X;) =0
donc E(XT.A.X) = 0 et finalement
E(R?) =n—k.
Avec les notations utilisées plus haut,

On a déja remarqué que

n
Y ci=trD=trP=k

D’apres l'inégalité de Schwarz,

1/2

k=Y cil< (Z cf) (Z 12) tr(D2)
i=1 i=1 i=1
et par conséquent
kZ
tr(D?) > —.
n

On a justifié précédemment que
XTAX =) aijXiX;
i#
était une combinaison linéaire de variables aléatoires centrées. Par conséquent,
E[XTAX?] = V(3 aiXiX;)
i#

=Y a;VIXiX))+ > aijap.q Cov(XiXj, XpXq).

i# (1,j)#(p,q)
avec i#£j,p#q
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@ Pour i # j, le produit X;Xj est une variable aléatoire centrée, donc
V(XiX;) = E(X{X]) =E(1) = 1.

a Pour (i,j) # (p, q) aveci #j et p # q, il faut distinguer plusieurs cas.

» Si{i,j} N{p,q} = o, alors X;X; et X, X4 sont indépendantes (lemme des coalitions), donc leur
covariance est nulle.

» Si{i,j}N{p, q} est un singleton, on peut supposer que i = p etj # q (puisque i # j et p # q). Dans
ces conditions,
Cov(X;Xj, XiXq) = E(X{X;Xq) — E(XiX;) E(XiXq)
=E(XjXq) =0
puisque X7 = 1 et que les trois variables aléatoires X;X;, X;iXq et XjX4 sont centrées (les indices sont
distincts).
» Enfin, si{i,j} = {p, q}, alors i = q et j = p (puisque les couples (i,j) et (p, q) sont distincts), donc

COV(XiX]',Xin) = V(XIX]) =1.

Ainsi,
V(Z ai,inXj> = Z (liz,j + Z aqjaji.
4] i i
Comme elle représente une projection orthogonale dans une base orthonormée, la matrice P est sy-
métrique (réelle) et la matrice A est symétrique elle aussi, donc

E[XTAX?] = V() aiXiX;) =23 al;.
i#£ i#j

a [l est temps de se souvenir de I’expression du produit scalaire canonique sur 9, (R).

E[(X".AX)?] =2 {Z afj— ) aii}
1,j i=1

=2[tr(P".P) —tr(D".D)]
= Z[trP — tr(Dz)]

puisque PT.P = P? = P (matrice de projection orthogonale relative a une base orthonormée) et
D'.D = D? (matrice diagonale, donc symétrique).
On a vu plus haut que tr P = k et d’aprés la minoration de la question précédente,

B K27 2(n—Kkk
E[(XTAX)Y] = 2[k— (D] <2[k— —] = ==,

Comme R est une variable aléatoire positive,

R>vVn—k+2=[R?>2n—k+4+4/n—K]
= [-XT.AX>4+4Vn—K]
C [(XT.AX)? 2 16(1 +Vn—Xk)?].

On déduit alors de I'inégalité de Markov et de la majoration précédente que

E((XT.A.X)?) k (n—k) k
PR Vi =kt 2) S fe i /m—w? S8n (T+vmoT? <o’
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Soit E, un espace vectoriel sur K. On rappelle que, par définition, un sous-espace H de E est un
hyperplan si, et seulement si, il existe une droite vectorielle D telle que H et D soient supplémentaires
dans E.
Démontrer qu'un sous-espace H de E est un hyperplan si, et seulement si, il existe une forme linéaire £ sur
E, non identiquement nulle, telle que

H = Ker (.

Pour toute matrice A € My, (IK), on pose
DA)=Me tr(AM)].

Démontrer que I'application @ est un isomorphisme de My, (K) sur son dual E* = L(9, (K), K).
Démontrer que la matrice

0——0 1
1 0 0
C= 0\ € M (K)
N
0—0 10

est inversible et calculer tr(],.C) pour 1 < v < n.
En déduire que tout hyperplan de M, (IK) contient une matrice inversible.

Supposons que H soit un hyperplan de E. Par définition, il existe une droite D telle que
E=HoD

et comme D est une droite, il existe un vecteur u (non nul!) tel que D = K - u. Pour tout vecteur
x € E, il existe donc un unique couple

(ylx)) eHxK telque x=y-+L(x) . 1)

On a ainsi défini une application ¢ : E — K.

» Etant donnés deux vecteurs x; et x dans E, il existe donc deux vecteurs y; et y, dans H et deux
scalaires £(x1) et £(x;) tels que

x1 =y +Lx1)-u et x2=yz+lx2) w
Pour tout scalaire &, on a donc
o x1+x2 = (o0 yy +y2) + [al(x1) + €(x2)] - .
Mais en appliquant (1) au vecteur o - x; + X2, on a aussi

X1 +x2= 21 H(ox-x1+x%x2)-u
~—~—

cH

et 'unicité de la décomposition (1) permet d’identifier terme a terme :
Vxi,xa €E, Vae K, la-x1+x2)=al(x)+L(x2),

ce qui prouve que { est bien une forme linéaire sur E.

» Commeu =0g+1-uavecOg € Het1 € K, I'unicité de la décomposition (1) nous dit que {(u) =1,
donc la forme linéaire £ n’est pas identiquement nulle.
» Sil(x)=0,alorsx =y +{x)-u=y € H.

Réciproquement, si x € H, alors x = x +0-uavec x € Het 0 € K. A nouveau, 'unicité de la
décomposition (1) nous donne £(x) = 0.

L’hyperplan H est donc bien le noyau de la forme linéaire {.
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@ Réciproquement, si H est le noyau d’une forme linéaire { non identiquement nulle, alors il existe
un vecteur u tel que £(u) # 0. Par linéarité de ¢, ce vecteur u ne peut étre nul et

(%) )
VxeH, (£x)= ] Lu) = (’,(m u),
donc la différence
)
2(u)
appartient a Ker { = H (principe de superposition).
Chaque vecteur x € E admet donc une décomposition
£(x) 2(x)
["‘e(u)'“} T
—

eH cK-u

ce qui prouveque E = H+ K - u.

Enfin, comme {(u) # 0, le vecteur u n’appartient pas a H et la droite dirigée par K - u est donc
en somme directe avec H.

On a ainsi démontré que E = H @ D et donc que H est un hyperplan.

#v ]l est utile de retenir une vision géométrique de ce résultat, plus évident qu'il n’y parait.

Considérons un espace E de dimension 3 et un plan P C E : il existe une base (€1, €2) de ce plan et on
peut la compléter en une base (1, €2, €3) de E. A cette base correspondent des formes coordonnées €7, €5, €}
telles que

VYueekE, u=-¢(u) e +e3(u)-ex+e3(u)-e3

et on voit qu’ici le plan P est le noyau de la forme coordonnée €3 :
ueP & e5(u)=0.

Plus concretement encore, quelle que soit la base choisie dans E, le plan P peut étre représenté par une
équation cartésienne, au sens o

u:(x,y,z) €P & ax+by+cz=0
avec (a, b, c) # (0,0,0). Le plan P apparait donc comme le noyau de la forme linéaire € définie par
Yu:(x,y,z) € E, {(u) = ax+ by +cz.

On s’est contenté de démontrer que ce cas tres particulier était en fait le cas général !

Soit A € M, (K). Par bilinéarité du produit matriciel et par linéarité de la trace, il est clair que
l'application
O(A) =M — tr(AM)]
est une application linéaire de 9, (K) dans K, c’est-a-dire une forme linéaire sur 91, (K). L'appli-
cation @ est donc bien une application de E = 9, (K) dans I'espace dual E* = L(M,,(K),KK) des
formes linéaires sur E.
@ Soient A et B, deux matrices de M., (KK) et A, un scalaire. Alors

VM e My (K), tr[(AA+B)M] = tr(AAM + BM)
= Atr(AM) + tr(BM)
=AD(A)(M) + ©(B)(M).

Cette relation étant vraie pour toute matrice M € 9, (K), on en déduit que
O(AA +B) =AD(A) + O(B)

et donc que @ est une application linéaire de E dans E*.

# On sait que dim 9y, (K) = n? et que dimL(M (K),K) = n? x 1 = n?, cest-a-dire que I'espace
de départ et I'espace d’arrivée sont deux espaces de méme dimension (finie!). D’apreés le Théoreme du rang, il
suffit que @ soit injective pour que @ soit un isomorphisme.
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Soit A € Ker @. Cela signifie que tr(AM) = 0 pour toute matrice M € M, (IK). Avec les notations

habituelles,
n n
tr(AM) = Z Z Qi jmy i
i=1j=1

Par conséquent, en faisant varier M dans la base canonique de 91, (K),
V1 < ‘L,] < n, tI‘(AEi‘j) =aij = O,
ce qui prouve que A est la matrice nulle.
On a ainsi démontré que @ était un isomorphisme de M, (IK) sur son dual.

# Avec K = IR, on peut donner une interprétation euclidienne de ces calculs : comme
VM e M (R), @A)M)=(ATIM),

on n’a fait que redémontrer le Théoréme de représentation de Riesz.

La matrice C est obtenue en permutant les colonnes de la matrice I,,, donc elles ont méme rang :
la matrice C est bien inversible.
@ Multiplier a gauche par ], revient a annuler les (n — r) derniéres lignes de la matrice C. Par
conséquent,
vi<r<n, tr(J;,C)=0.

Soit H, un hyperplan de 9., (K). Il existe donc une forme linéaire non nulle £ telle que H = Ker {
(premiere question) et une matrice A non nulle telle que

YMeM(K), (M) =tr(AM).

Comme A n’est pas nulle, son rang r est compris entre 1 et n et il existe deux matrices inversibles P
et Q telles que
Q 'AP=7J,, soit A=QJ.P .
Donc
YMe M, (K), ¢M)=tr(Q.],P M) =tr(J,P"'M.Q)
En choisissant
M=PCQ ',

on définit une matrice inversible (produit de trois matrices inversibles) et {(M) = tr(],.C) = 0 d’apres
la question précédente. Par conséquent, I’hyperplan H contient la matrice inversible PCQ .
On a ainsi démontré que tout hyperplan de 91,, (IK) contient une matrice inversible.
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Soient E, un espace vectoriel et A, une sous-algebre de L(E). On suppose que les seuls sous-espaces
vectoriels de € qui sont stables par tous les éléments de A sont {Og } et E.
Démontrer que, quels que soient les vecteurs x # 0 et y dans E, il existe un endomorphisme u € A tel que
u(x) =y.

@ ]l est clair que 'ensemble

F={u(x), ue A}

est contenu dans 'espace vectoriel E.
a Comme A est une sous-algebre de L(E), alors I'application nulle w appartient a A et par consé-
quent
O = wE(x) eF

Quels que soient le scalaire A € KK et les vecteurs a et b dans F, il existe deux endomorphismes u
etv dans A tels que
a=1u(x) et b =v(x).

Par conséquent,
Aa+b = (Au+v)(x).

Or Mu+v € A (une algebre est stable par combinaison linéaire), donc
Aa+bek

Ainsi, ’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E.
@ Une algebre est, par définition, unitaire, donc Ig € A et donc

x=1Ig(x) €F.

Comme x # O par hypothese, le sous-espace F n’est pas réduit a {Og }.
@ Soit a € F:il existe doncv € A tel que a = v(x).
Pour tout u € 4, la composée uov appartient a A (stable par o, qui est la multiplication interne),
donc
u(a) = (uov)(x) ek

Le sous-espace F est donc stable par .A. Comme il n’est pas réduit a {O¢ }, il est par hypothese égal & E.
@ Pour touty € E, onadoncy € Fet, par construction de F, il existe donc u € A tel que y = u(x).
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Démontrer que, pour toute matrice M € GLy, (K), il existe un polynome P € K[X] tel que
M~ =P(M).
Existe-t-il un polynome P € IK[X] tel que

M~ =P(M)

pour toute matrice M € GLy, (K) ?

Toute matrice M € M1, (IK) admet un polyndme minimal Py € IK[X]. Or les racines du polyndme
minimal sont les valeurs propres et M est inversible, donc 0 n’est pas racine du polynéme minimal.
Ainsi, le coefficient constant du polynéme minimal n’est pas nul :

Po=X44ag 1 X4 T+ 4 a;X+a avec ap #0.
Comme P est un polynéme annulateur de M, on en déduit que
M+ ag M 4 M+ aply =0

et donc que
M(Md—l + Qg1 Mdé—2 + -+ aoM+ag In) = —agly,

ce qui prouve que le polynéme

—1
P= —(xd—1 Fag X924 b apX 4 a1)
Qo
vérifie M~! = P(M).
Le polynéme P qu’on vient d’exhiber dépend de la matrice M.
S’il existait un polynéome P indépendant de la matrice M (entre les deux questions, seule la
position des quantificateurs est modifiée), alors il faudrait en particulier que

1
VAEK', P(AL) =4l

et donc que

VA K*, P)=-.

» SiK = R ou K = C, la propriété précédente est impossible (limite a 'origine ou a l'infini!). I
n’existe donc pas de polynéme universel!
» Si K = 7/27., alors

VAeK®, ATT=A

et le polynéme P = X vérifie la condition nécessaire.
Il'y a 16 = 2% matrices dans 9 (K), parmi lesquelles six sont inversibles.

1 0 1 1 10

0 1 0 1 1 1

0 1 11 0 1

1 0 10 1 1
On peut vérifier que ces six matrices vérifient AZ = L, cest-a-dire A~' = A. Autrement dit, le
polyndme X convient pour toutes les matrices de GL;(Z/27Z).

» Cen’est pas vrai dans GL3(Z/27Z) puisque les matrices

0 0 1 01 0
A=[1 0 0 et A T=10 0 1
01 0 100



rms132-466 2

sont distinctes.

# Cela prouve que le polyndme X n’est pas universel, cela ne prouve pas qu’il n’existe pas de polynome
universel !

» Quels que soient I'entier n > 1 et le nombre premier p, 'espace vectoriel M, (Z/pZ) ne contient
que p“z matrices, donc le groupe GL, (Z/pZ) est fini.

En parcourant I'ensemble des matrices inversibles de 9., (Z/pZ), on n’a donc qu'un nombre fini
de polynémes minimaux.

Le ppcm de ces polyndmes est donc un polynéme annulateur commun a toutes les matrices de
GL,(Z/pZ) etle raisonnement de la premiere question permet d’en déduire qu’il existe un polyndéme

universel P tel que
VM € GL,(Z/pZ), P(M)=M"".
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On note D, I'opérateur de dérivation sur I'espace E = € (R, R) :
VfeE, D(f) = f'.

Démontrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme © € L(E) tel que ® o @ = D.

On raisonne par l’absurde, en supposant qu’il existe un endomorphisme @ de E tel que ®* = D.
@ On considere le vecteur f = [x — e~ *] € E et on pose alors

g=O(f) € E.
Ce vecteur g n’est pas nul, car
D(g) =D o O(f) =D(f) = —f # O¢.
Le vecteur g est donc un vecteur propre de D associé a la valeur propre —1:
D(g) = (@0 @) o (f) = D[(® 0 ®)(f)] = O[D(f)] = —O(f) = —g

par linéarité de @.
@ Mais chercher les vecteurs propres de D associés a la valeur propre —1 :

équivaut a résoudre 1'équation différentielle y’ = —y.
Les solutions de cette équation différentielle constituent la droite vectorielle R - f, donc il existe
AcRtelqueg=A-f.
@ Par linéarité de @, on en déduit que

D(g)=A-O(f) =A-g.

Mais, par définition de g,
®(g) = (® o ®)(f) = D(f) = —f,

donc
f=-A-g=—A-(A-f)=—A2-1.

Comme f # Og, on en déduit que A = —1, ce qui est impossible puisque A € R. CQFD
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Soit A € My (R) telle que A* = A2
On suppose que Sp(A) C {£1}. La matrice A est-elle diagonalisable ?
On suppose que {£1} C Sp(A). La matrice A est-elle diagonalisable ?

On connait un polynéme annulateur de A et il est scindé :
X=X = X2 (X=1)(X+1).

La matrice A est donc trigonalisable. Comme notre polyndéme annulateur posséde une racine double,
rien ne prouve pour le moment que la matrice A soit diagonalisable. On sait cependant que le spectre
de A est contenu dans 1’ensemble des racines du polynéme annulateur connu :

Sp(A) C {0, £1}.

@ S5i{£1} C Sp(A), alors en fait
Sp(A) ={£1}

et en particulier A est inversible. Par conséquent, il reste A2 = I, et A admet X> —1 = (X —1)(X+1)
pour polynéme annulateur. Comme ce polyndme annulateur est scindé a racines simples, on en
déduit que A est diagonalisable.

#y Dans ce cas, le polynome (X — 1)(X + 1) est en fait le polynome minimal de A.

Dans un second temps, on a
{£1} C Sp(A) {0, £1}.

» Sin = 2, alors A possede au plus deux valeurs propres distinctes, donc Sp(A) = {£1} et, pour les
mémes raisons que précédemment, la matrice A est diagonalisable.

» Sin =3etsiSp(A) ={0,+1}, alors A est une matrice de 913 (RR) qui possede trois valeurs propres
distinctes, donc A est diagonalisable (et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles).

» Sin =3etsiSp(A) = {+£1}, alors A est inversible et, comme plus haut, elle est donc diagonalisable.
» Sin =4,la matrice

vérifie bien A% = AZ mais

AA-—T)(A+1) =A°—A= o 1| #0

0
donc son polynéme minimal est X*(X — 1)(X + 1), ce qui prouve que A n’est pas diagonalisable.

# On aurait pu aussi observer que le noyau de A était une droite et que, par conséquent, la somme des
dimensions des sous-espaces propres était égale a 3 (et pas a 4) pour conclure.



rms132-494

Soient A € My (K) et B € My, 1 (K), deux matrices telles que AB soit diagonalisable et inversible.
Alors BA est aussi diagonalisable.

# On propose une premiere solution en supposant que les deux matrices A et B sont carrées. On traitera
dans un second temps le cas général.

@ Par hypothese,
det(A).det(B) = det(AB) #0

donc A et B sont inversibles.
On en déduit que
B(AB)B~' = BA

ce qui prouve que les matrices AB et BA sont semblables.
Comme AB est diagonalisable, on en déduit que BA est aussi diagonalisable.

# On en déduit également que les matrices AB et BA ont méme polyndme minimal, méme polyndme annu-
lateur, mémes valeurs propres...

@ On suppose ici que A € M, ,(K) et B € M, (IK), si bien que AB € M, (K) et BA € M, (K).
Comme AB est diagonalisable, son polyn6me minimal Py est scindé, a racines simples et comme
AB est inversible, 0 n’est pas racine de Po. Il existe donc un entier d > 2 et des scalaires Ay, ..., Agq
deux & deux distincts et non nuls tels que

d

Po=[[X—2) (*)

k=1
mais aussi des scalaires ap # 0, aj, ..., ag—1 tels que
Po=X4+aq 1 X"+ +a1X+ ao

et donc tels que

Po(AB) = 0n = (AB)? + aq_1(AB)* ' + -+ + a;(AB) + aoln
En multipliant a gauche par B et a droite par A, on en déduit que

0n = B(AB)*A + aq_1B(AB)* "A+ ...+ a;B(AB)A + aoBA
et comme B(AB)*A = (BA)**!, on en déduit que

d

Py =XPo=X][(X=2)
k=1

est un polyndme annulateur de BA.
Comme Py est scindé, a racines simples et n’admet pas 0 parmi ses racines, le polynéme P; est
lui aussi scindé, a racines simples, ce qui prouve que BA est diagonalisable.

# Le rang d’une matrice est toujours inférieur au nombre de lignes et au nombre de colonnes de cette matrice.
En supposant que AB € I, (IK) est inversible, on fait I'hypotheése que le rang de AB est égal an. Or le
rang de AB est inférieur au rang de A et donc au nombre de colonnes de A, donc n < p.
Sin #p,alorsn < p. Comme le rang de BA € I, (IK) est majoré par le rang de B et donc par le nombre
n de lignes de B, le rang de BA est inférieur a n et donc strictement inférieur a p : en aucun cas, la matrice
BA ne peut étre inversible.
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Soient A € M, (R) telle que A2 = Aet @ : M, (R) — M, (R) définie par
YMeM,(R), ©(M)=AM+ MA.

Démontrer que @ est diagonalisable.
Exprimer la trace de @ en fonction du rang de A.

Comme A2 = A,

VM e M (R), ®odM)=0AM+MA)
O (M) + 2AMA,
O (M) + 6AMA.

% (M)

On en déduit que
Q3 —30% =20

et donc que
X3 —3X* +2X =X(X = 1)(X—-2)

est un polyndéme annulateur de ®. Comme ce polyndme est scindé a racines simples, on en déduit
que @ est diagonalisable.

Comme A est une matrice de projection, il existe une matrice inversible P et unentier 0 <t <n
(le rang de A) tels que

—1 _ déf. L Or,nfr
P AP]r(O On_r>'

n—r,r

Pour toute matrice M € M., (R),
P'®(M)P =],P '"MP + P 'MPJ, = ¥(P~"MP) )
ot ¥ est 'endomorphisme de 91, (R) défini par

vQeMn(R), V¥(Q)=]Q+QJ

La relation (2) montre que la matrice M est un vecteur propre de ® associé a la valeur propre A si, et
seulement si, la matrice N = P~ MP est un vecteur propre de ¥ associé a . Comme la conjugaison
[M — P~'MP] est un automorphisme de 91, (R), on en déduit que ® et ¥ ont méme spectre et que
leurs sous-espaces propres ont mémes dimensions.

@ On sait donc déja que les valeurs propres de ¥ sont 0, 1 et 2. On effectue les calculs par blocs :

avec
o= (§ &),

]TQ_<%1 %2> et Q]T_(g; 8) donc ‘P(Q)_<2§; %2>

On en déduit que :
> Y(Q) =2Q si, et seulement si, Q2 =0 Q3 =0 et Q4 =0, le bloc Q étant quelconque;

ona

> Y(Q) = Q si, et seulement si, Q1 =0 et Q4 =0, les blocs Q et Q3 étant quelconques;

» Y(Q) =0y, si, et seulement si, Q1 =0, Q2 =0 et Q3 =0, le bloc Q4 étant quelconque.
@ On en déduit que

dim Ker(® — 21) = r?, dimKer(® — 1) =2r(n—71) et dimKer® = (n—r)2.
On a ainsi retrouvé par un calcul direct que O était diagonalisable et on en déduit la trace de ®.

tr® =212 +2r(n—r) =2rn

# On peut faire semblant d’éviter les calculs par blocs (mais la démarche qui suit revient précisément a faire
du calcul par blocs) en considérant un projecteur p.



rms132-497 2

On sait que E = Kerp @ Im p (propriété de tous les projecteurs) et on va appliquer un certain nombre de
fois le Théoreme de caractérisation des applications linéaires : si E = F @ G, quelles que soient les applications
linéaires f € L(F,E) et g € L(G, E), il existe un, et un seul, endomorphisme w € L(E) tel que

VxeF u(x)="f(x) et VxeG, u(x)=g(x).

» Considérons I'application identiquement nulle f : Kerp — E, une application linéaire g : Imp — E telle
que Im g C Kerp et I'endomorphisme w caractérisé par f et g.
On peut vérifier sans peine que

Yx €F uop(x) u(x)

O = u(x) VxeG, uop(x)
E

Vx€eF poulx)= Vxe€G, pou(x)=0g

ce qui prouve que wop = wet p ou = w et donc que ®(u) = u.

Le sous-espace propre de @ associé a 1 contient donc un sous-espace vectoriel isomorphe a L(Im p, Ker p).
» Considérons une application linéaire quelconque f : Kerp — E telle que Imf C Imyp, l'application
identiquement nulle g : Imp — E et I'endomorphisme w caractérisé par f et g.

On vérifie cette fois que

VYx€F, uwop(x)=0¢ VxeG, uop(x)

3
VxeFR poul(x)=u(x) VxeG, pou(x)=0g=ux)

ce qui prouve que wop = w et p ou = w et donc que ®(u) = u.
Le sous-espace propre de @ associé a 1 contient donc un sous-espace vectoriel isomorphe a L(Im p, Ker p).
Ces deux sous-espaces vectoriels sont clairement en somme directe (leur intersection est réduite a I'endo-
morphisme nul), donc le sous-espace propre de @ associé a 1 contient un sous-espace de dimension 2r(n — ).

» Considérons une application linéaire quelconque f : Kerp — E telle que Imf C Kerp, l'application
identiquement nulle g : Imp — E et 'endomorphisme w caractérisé par f et g.
On vérifie cette fois que
vxeF uop(x)=

E Vx€G, uop(x)=0¢

Vxe€F pou(x)=0¢ Vxe€G, pou(x)=0¢

ce qui prouve que wo p =p ou = w et donc que O(u) = w.
Le noyau de © (= le sous-espace propre associé a 0) contient donc un sous-espace vectoriel isomorphe a
L(Kerp,Kerp). La dimension du noyau de @ est donc au moins égale a (n — r)?.

» Considérons I'application identiquement nulle f : Kerp — E et une application linéaire quelconque
g : Imp — E telle que Im g C Imp, ainsi que I'endomorphisme u caractérisé par f et g.
On vérifie cette fois que
VxeF uop(x)=0 (x) VxeG, uop(x)=ux)
0 =u

VxeF poux)= (x) VxeG, pou(x) (x)

ce qui prouve que wo p = p ou = u et donc que ®(u) = 2u.

Le sous-espace propre de @ associé i 2 contient donc un sous-espace vectoriel isomorphe a L(Im p, Im p).
La dimension de ce sous-espace propre est donc au moins égale i v2.
» Comme 2(n — 1)t + (n —7)2 + 12 = n?
vecteurs propres de ®.

, ces inclusions sont en fait des égalités et on a caractérisé les
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Soit A € My (KK). On considere 'application fo : My (K) — My, (K) définie par
YMeM,(K), fa(M)=AM.

Démontrer que A et A ont méme spectre.

Si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors
AX =X

donc la matrice
M= (X X) € ML (K)

n’est pas la matrice nulle (puisque X n’est pas la colonne nulle) et
fa(M) =AM = (AX --- AX)=AM
donc M est un vecteur propre de fa associé a A.
# Les matrices

X 0 - 0), (0 X 0 -+ 0), ...,
o - 0 X 0, (0 - 0 X)
forment une famille libre de n vecteurs propres de fa associés a A. Si la matrice A est diagonalisable, alors
on peut définir une base de M, 1 (R) constituée de vecteurs propres de A et en déduire une base de M, (R)

constituée de vecteurs propres de fa : cela prouve que 5 est diagonalisable.

w Réciproquement, s’il existe une matrice carrée

M=(Cy C; -+ Cpn)#0n
telle que
fa(M) =AM,
alors
(ACi ACz -+ ACnh)=AM=AM=(AC; ACz -+ ACq).

Comme M # 0y, il existe au moins une colonne C; non nulle et comme
AC; = ACj,

on en déduit que A est aussi une valeur propre de A.
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Soient E = C[X] et Q € E, un polynome distinct du polyndme nul. Pour tout P € E, on pose

Nq(P)= sup [P(t)Q(t)].
te[—1,1]

Démontrer que N est une norme sur E.

Les normes Nq et Ny sont-elles équivalentes ?
NB : La norme Ny désigne ici la norme ||-|| . sur [—1,1] (ce qui revient a choisir Q = 1 dans la norme
Ng).

Comme le produit PQ peut étre considéré comme une application continue sur le compact
[—1,1], il est clair que I'application N est bien définie sur E; qu’elle prend des valeurs positives;
qu’elle est positivement homogene et qu’elle vérifie I'inégalité triangulaire (propriétés de la norme

T
Enfin, si Nq (P) = 0, alors PQ = 0 (puisque |||, est une norme) et comme C[X] est un anneau

sans diviseur de zéro, on en déduit que P = 0 : I'application Nq sépare les points et c’est donc bien

une norme sur E.

Comme la fonction (associée a) Q est continue sur le compact [—1,1], elle est bornée et par

conséquent

VPeE  NoP)=[PQl. < Qs - IPlle = IQlle - N1 (P).

La norme N; domine donc la norme Ng.
@ Réciproquement, si Q n’a pas de racines sur le segment [—1, 1], alors il existe « > 0 tel que

vte 1,1, Q)| >«

# Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes : on peut donc prendre pour o le
minimum de |Q(t)| — minimum qui n’est pas nul.

On en déduit alors que
VPeE Vte[-1,1], [PO)Q(t)] > «|P(t)|.
Comme |P(t)| atteint son maximum sur [—1, 1], il existe to € [—1, 1] tel que
[P(to)Q(to)| = «|P(to)| = [Pl
Comme le sup est un majorant, on en déduit que
[Pl < IPQ[loe = Naq(P).

Le facteur « est strictement positif et indépendant de P (il ne dépend que de Q), donc on a bien
démontré que la norme N dominait dans ce cas la norme Nj.
Ainsi, si Q n’a pas de racine dans [—1, 1], les normes N et Ng sont équivalentes.
@ Supposons maintenant que Q admette au moins une racine w € [—1, 1]. Nous allons démontrer
que, dans ce cas, les normes N7 et Ng ne sont pas équivalentes en établissant qu’il existe une suite
(Pn)nen de polynomes telle que

VneN, Ni(P,)=> et lim NQ(Pn) =0.

1
E n—-+oo

» Fixons ¢ > 0.
> Par continuité de Q, il existe « > 0 tel que

lw—tl <o = |Q(t)] <e.
> Il existe une fonction f. continue sur [—1, 1] telle que f. (w) = 1 et vérifiant aussi

Vtel[-1,1], 0<f. (1) <1 et [t—wl>a = f.(t)=0.
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#v Faites une figure! On peut choisir une fonction f. affine par morceaux...

La fonction f, est continue sur le segment [—1, 1]. D’aprés le Théoreme de Weierstrass, il existe
donc P; € E tel que

[[Pe — el < e

(e}

> On en déduit d’abord que
t—w|> o = [Pe(t)] =|Pelt) — fe(t)]
= |Pe(t)] <

ensuite que
IPelloc < NIPe = felloo + lIfello < T+

par inégalité triangulaire (le coté classique) et enfin que

’PE(W)’ = ‘Ps(w) —fe(w) +f£(w)’
> [fe(w)] — [Pe(w) — fe ()]
>1—c¢

par inégalité triangulaire (le c6té méconnuy).
Cette derniere inégalité montre que ||P.||, > 1—e.
> Pour [t — w| > «
[QUOIP: ()] < 11QllolIPelle < 11 Qls
D’autre part, pour [t — w| < «

[QUIP:(t)] <& [Pell

En prenant une constante K supérieure a ||Q|| eta 1+ ¢ > ||P¢|, onadonc
Nq(Pe) = [[QPell

» Pour tout entier n > 2, on pose ¢ = /5, si bien que 0 < ¢ < 1/2. On ajustifié I'existence d"une suite
(Un)n>2 de polyndmes (avec U,, = Py /,,) telle que

Yn>2, Ny(Up) =|[Unll, >1—

1=
N —

et que
¥n =2, No(Un) =[QUnl

(ottonachoisiK > [|Q]|, et K >2 > ||[Un]| )

» Ces encadrements prouvent que la norme N n’est pas dominée par N et donc que ces normes
ne sont pas équivalentes.

@ En conclusion, la norme N7 et la norme N sont équivalentes si, et seulement si, le polynome Q
n’a pas de racine sur [—1, 1].
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Déterminer les nombres complexes z pour lesquels I’ensemble
G = {exp(izt), t e R}

est un sous-groupe fermé de (C*, x).

On sait que, pour tout z € C, I'application [t — exp(izt)] est un morphisme de groupes de (R, +)
dans (C*, x). Par conséquent, son image G est bien un sous-groupe de (C*, x).
@ Siza pour représentation cartésienne a + ib, alors

VteR, lexp(izt)] =exp(—bt).

Par conséquent, si b # 0, alors exp(izt) tend vers 0 ¢ G lorsque t tend vers +oo (pour b > 0) ou
lorsque t tend vers —oo (pour b < 0). Cela contredit le fait que G est supposé fermé.

 Supposons réciproquement que z soit réel. Dans ce cas, 'application [t — e'*!] est 2Z-périodique.
De ce fait, 'ensemble G est 'image du compact [0, 2] par une fonction continue, donc G est compact
et en particulier fermé.

@ On a donc démontré que G était fermé si, et seulement si, z était réel (c’est-a-dire Im z = 0). Dans
ce cas, G est en fait égal au cercle unité U.
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Soit E, 'espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R de classe € telles que f(0) = f'(0) = 0. Pour toute
fonction f € E, on pose
N(f) = [|[f+2f" + "] .
Démontrer que N est une norme sur E.
Soit f € E. Exprimer f en fonction de g = f + 2’ + "'
Démontrer qu'il existe a € Ry tel que

VEEE, |flly < aN(#.

Les normes ||-||, et N sont-elles équivalentes ?

I est clair que N est bien définie sur E (norme infinie d"une fonction continue sur un segment);
qu’elle est positive; qu’elle est positivement homogene et qu’elle vérifie I'inégalité triangulaire (li-
néarité de la dérivation).

Enfin, si N(f) = 0, alors f est une solution de 1’équation différentielle linéaire homogene

x"+2x"+x=0

qui vérifie en outre x(0) = x’(0) = 0, donc f est la fonction nulle (soit par un calcul explicite sachant
que f(t) = (at+ b)e t, soit en appliquant le théoreme de Cauchy-Lipschitz).
Donc N est bien une norme sur E.

# Bien entendu, N n’est pas une norme sur ¢ ([0, 1]).

La fonction f € E considérée est la solution du probleme de Cauchy :
Vtelo,1], x"(t)+2x'(t) +x(t) = g(t), x(0) =x"(0) =0.

Les solutions de I’équation homogene sont de la forme x4 (t) = (at+b)e " etla méthode de variation
des constantes nous donne une solution particuliére :

t

xo(t) =e™t L e*(t—s)g(s)ds

et en méme temps (puisqu’on raisonne sur le couple (x,x’) en faisant varier les constantes)

xh(t) =€t J:: e*(1+s—t)g(s)ds.

# On pourrait dériver et simplifier I'expression de xo(t) : ce n'est pas compliqué, mais c’est un peu long.
L'avantage de la méthode de variation des constantes est de nous donner directement une expression simple
de la dérivée — et de ne la donner que si nous en avons réellement besoin.

Il apparait que x0(0) = x4(0) =0, donc f =xo!
On déduit de I'inégalité triangulaire que :

t
vielo1], |[f(t)] < J e’ (t—s) gl ds
0 ~——"—

>0
t
< N(f)e_tJ eS(t—s)ds.
0

(Les bornes de l'intégrale sont rangées dans 'ordre croissant.)
Or, pour tout t € [0, 1],

0<e™ <1l et VOKs<t, 0<e’(t—s)<e-1

donc
t

vtelo,1], Oge’tj eS(t—s)ds <e.
0
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On a trouvé un majorant indépendant de t € [0, 1], donc on peut passer au sup :

VEEE,  [[fl. <eN().

# On vient de démontrer que la norme ||-|| . est dominée par la norme N.

Mais la norme N prend en compte les variations de f (présence de f' et de £), alors que la norme ||-||
ne tient compte que de I'amplitude de f et pas de ses variations. Pour démontrer que les deux normes ne sont
pas équivalentes, on va chercher des fonctions dont I'amplitude est limitée et dont les variations sont de plus
en plus rapides.

Pour tout n € N, on pose
vtelo,1], fn,(t)=tsinnt.

1l est clair que fy, est de classe ¢ sur [0, 1], que f(0) = f/ (0) = O et que ||fn ||, < 1.
Mais

Vtel[0,1], ful(t)+2fL(t)+f/(t) =12+ (1 —n?)tlsinnt +n(2 +t) cosnt
et en particulier f,, (0) 4+ 2f}, (0) + f//(0) = 2n, donc
YneN, N(fn)>2n.

Le quotient N(fy)/||fn ]|, tend vers +oco, donc la norme N n’est pas dominée par la norme ||-|| .
Ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.
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Soit A, une partie d'un espace vectoriel normé (E, ||-||).

On consideére une fonction continue f : [0, 1] — E telle que f(0) € A et f(1) ¢ A. Démontrer qu’il
existe to € [0, 1] tel que f(to) appartienne i la frontiere 9A de A.

“®n rappelle que A = A° U A (par définition de la frontiere) et que

A—ALJALB

ol B est le complémentaire de I'adhérence de A (B est donc ouvert).

Démontrer que : si A est distinct de E et de I'ensemble vide, alors sa frontiere n’est pas vide.

Comme f(1) € A€, alors deux cas se présentent : ou bien f(1) € 0A (et dans ce cas, il n’y a plus
rien a démontrer), ou bien f(1) € B. Dans la suite, on peut donc supposer que f(1) € B.
@ On considere I’ensemble
X={tel0,1] : f(t) € A}.
11 s’agit d'une partie de [0, 1], donc d'une partie bornée de R.

Par hypothese, f(0) € A, donc 0 € X : c’est une partie non vide.

D’apres 1’axiome de la borne supérieure, I'ensemble X admet une borne supérieure t, et nous
allons démontrer que f(to) appartient a la frontiere de A, c’est-a-dire (par définition de I’adhérence)
que f(to) appartient a I'adhérence de A sans appartenir a l'intérieur de A.

a- Par hypothese, f(1) € B et comme B est ouvert, il existe v > 0 tel que

VxeE, |x—f)]|]<r = xeBCA".
Comme f est continue, il existe o« > 0 tel que
vtel—u, 1], |[[f(t)—fM)] <
Par conséquent
Vtel[l—a,1], f(t)e AS.

Onendéduitque0 <to <1 —a< 1.
a Comme to est la borne supérieure de X, il existe une suite (i Jnen d’éléments de X qui converge
vers tg, c’est-a-dire :
YyneN, flup)eA et lim u, =to.

n—+oo

Par continuité de f, o
Iim f(u,) = f(to) € A.

n—-+4oo

@ Sif(tg) appartenait a I'intérieur de A, alors il existerait un réel r > 0 tel que

Vx€EE, |x—flto)]|<r = x¢ A.
Par continuité de f et comme ty < 1, il existerait alors « > 0 tel que

Vtelto,to+al, |f(t)—flto)]| <
et par conséquent

Vtelty,to +af, f(t)e A CA.

Cela signifierait que [to, to + «] C X et contredirait donc la définition de to comme borne supérieure
de X.
Par conséquent, f(to) n"appartient pas a I'intérieur de A et appartient bien a la frontiére de A.

SiA # @etA #E alorsil existe x € Aety € A°. Comme E est un espace vectoriel, il est
convexe et la fonction affine (donc continue)

f=[t— (1—t)x+tyl : [0,1] 5 E
vérifie
fl0)e A et f(1)¢A.

D’apres la question précédente, la frontiére de A possede au moins un point.
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Déterminer deux réels a et b tels que

an(n+k) nH:Jrooann—kan—kb—ko(]).

Tout d’abord,
n—1 n—1
Z n(n+k)=ninn+ Z Bn(1 + E)
k=0 k=0

a Ensuite, comme la fonction f = [t — {n(1 + t)] est continue sur le segment [0, 1],

lim Zm(w )zJEn(1+t)dt—2€n2—1>O

n—+oco N

(théoreme sur les sommes de Riemann). Donc

Z nn+k)—minn ~ (2n2—-1T)n

n—-+oo

et parsuitea=2{n2—1.
s Enfin, on s’intéresse a la différence

n—I1 1
S en(1 + E) —nJ (1 +t)dt
n 0
k=0
qui peut aussi s’écrire (relation de Chasles)
n—1 .(k+1)/n
J n[f(km) —f(t)] dt.

k=0 Vk/n

» La fonction f est de classe €2 sur [0, 1] et

L
1+t

1
(1+41)2
Alors, d’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout entier 0 < k
k k+1 Ka—t] _T/rk 2 1
T Km) — Syl — S 53¢
vie [ ] frm -0 - | <5 (5 1) < 5

On peut alors borner chaque intégrale de la maniére la plus classique qui soit : pour tout entier
0<k<mn,

(k+1)/m K/ —t (k+1)/ K —1t 1
nﬂ%%ﬂw—mkj " altts — o) - g
Jk/n ( 1 +k/71) k/n ‘ +k/n‘ znz

et par inégalité triangulaire, la quantité

Vtelo, 1], f'(t)=

< 1.

|f//(t)| —

n—1 . (k+1)/n k/n

k f—
(]+E) J n(1+1t) dt+ZL/n n-Hk/ndt’

est majorée par /2, (il y a n termes dans la somme).

» Il reste a calculer

nZ]J(km/nn t_k/“dt—nin 1 1 li ]J1 dt 2
= Jim T+%n &= 2 T+% “2'n —= T+ Ko too 2 )14t 2

# Finalement, on a trouvé

an(n+k) TH:JroonL’nn—i—(ZﬂnZ—]) —%4_(9( )

(ce qui est méme un peu plus précis que prévu).
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Pour x > 1, on pose
24nx et
F(x) = J — dt.

nx

Déterminer la limite de F au voisinage droit de 1.
Démontrer que F est injective.
et
f= [t — }
t

Tout d’abord, la fonction

est continue sur R et, pour tout x > 1, le segment [{n x, 2 {n x] est contenu dans ]0, +-o0o[. Par consé-
quent, I'expression F(x) est bien définie pour tout x > 1 (intégrale d'une fonction continue sur un
segment).

Soit x > 1. Par croissance de la fonction exp,

nx t
x e e
Vtelnx,2inx], —= < =

t t t

Par positivité de 1'intégrale,

2inx 2enx
dt dt
Vx>1, XJ —gf(x)gxzj —
nx t nx t

c’est-a-dire
Vx>1, xn2 < f(x) < x*n2.

On peut conclure par encadrement :
Iim f(x) =4{n2.
x—1+
# Variante plus compliquée, qui permet néanmoins de réviser plusieurs idées intéressantes...
On peut aussi utiliser le développement en série entiére de la fonction exp.
Si le rayon de convergence d’une série entiere est infini, il y a convergence normale sur le segment
[Unx, 2 Inx] (quel que soit x > 1) et par conséquent

2¢nx T tk71

flx) = k!

24nx 1 +o00 th— 1
J dt (linéarité)

T k!

dt = €n2+J
nx k=1

x4

400 2 4nx tk—]
={n2+ Z J dt (intégration terme a terme)

k=1 nx k!

+oo k
(2% —1)tn*x
n +1; k!

On vérifie sans peine que le rayon de convergence de la série entiére

(2 —1uk
Z k.k!

est infini. Sa somme est donc continue sur IR et par composition de limites,

& (2 —1) <« (2% —1)uk
> U= 2 Ziio

Jim k! = Jim, k!

On a ainsi redémontré que f(x) tendait vers {n2 au voisinage de 1.

D’apres le Théoreme fondamental, la fonction F est de classe € sur 1, +ool et

2 2inx 1 ¢nx —1
Vx>1, Fx)=2.% ¢ X

~x 2mx x fInx  {nx > 0.

Comme F est strictement croissante sur 'intervalle ]1, +o0, elle est injective.
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Pour x > 0, on pose
+oo 1
x) = T; T+n2x?’

Etudier la continuité de f.
Calculer un équivalent de f au voisinage de +oo.
Calculer un équivalent de f au voisinage de 0.

Une remarque préalable : pour tout x # 0, le terme général de la série est O(1/n2) et pour x = 0, le
terme général ne tend pas vers 0, donc f est bien définie sur R*.
Comme elle est évidemment paire, il suffit de I'étudier sur ]0, +ool.

Pour tout n € N*, la fonction u,, définie par

1
VX>O, un(X):m

est continue sur ]0, +oco[. De plus, par monotonie de u,,, pour tout a > 0,
Vx>a, 0<up(x)<un(a)

ce qui prouve que la série de fonctions )} u, converge normalement sur l'intervalle [a,+oco[. La
somme f est donc continue sur
L [, +o0l =10, +o0l.

a>0

Essayons de deviner 1'équivalent de f(x) :

VneN, up(x) ~ ——
€ ’ n()xﬂ+oon2x2

on peut imaginer que

2

x—+oo 6x2°

Il reste a vérifier cette conjecture : pour tout x > 0,

7_[2 +o00 1 1 +o00 1
_— f = — g _—
6x? &) HZ:1 [nzxz 1+ nzxz] T; n2x2(1 4+ n?x?)

et on en déduit que
Vx>0, 0<—-——Tf(x) <=

Par conséquent, lorsque x tend vers +oo,

T T
0 Fo o) - 0 o()
() 62 T\ 62 o\ 6x2
# Variante : pour tout x > 0,
+o00 XZ
X) = —
) Z 1+ n2x2
n=1
et cette nouvelle série de fonctions converge normalement sur 0, +ool puisque

x2 x2 1

Vx>0, O<1+n2x2<n2xzzﬁ'

On peut alors appliquer le théoréme d’interversion des limites :

2 +oo 1
XEI-PooX fx Z XETOO 1+ n?x2 - Z n2
n
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et retrouver ainsi I'équivalent calculé ci-dessus.

Lorsque x tend vers 0, le terme général de la série tend vers 1 : cela permet de deviner que f
tend vers +oo mais pas de deviner son ordre de grandeur...
11 est temps de remarquer que la fonction ¢ définie par

1

V(t,x) € Ry xRy, o(t,x) = Tr o2

est une fonction continue, positive et décroissante de t pour tout x € R... Comme on a démontré que
la série )~ @(m,x) était convergente pour tout x > 0, on en déduit que [t — @(t,x)] est intégrable sur
[0, +oo[ pour tout x > 0 et nous allons pouvoir comparer cette intégrale a la somme f(x).

En s’aidant d'une figure, on arrive a

fee dt fee dt
v 0 ——— <f(x) < — 5
x>0 L i ST Jo T+ t2x2
Avec le changement de variable u = xt, on en déduit que

1 T
— | = = < < —.
Vx>0, < (2 Arctanx) < flx) € 2x

Cet encadrement prouve que
3

flx) ~ —

( ) x—04+ 2%

et en particulier que f tend vers +oo au voisinage droit de 0.
# Comme f est une fonction paire, on en déduit que

| T
X) o~ .
x—0— 2|x|
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Soit A, une partie de IN. On considere la fonction f définie par

Vx € R, f(x):ZX—

et on suppose que
eX

~ 5 .
X—+00 Xz

Soit 1, une partie finie de A. Calculer

J+OO xe ™%
nel

et en déduire que A est une partie finie.

Que peut-on en conclure?

Tout d’abord, la série de Poisson }_ % converge absolument pour tout x € IR. Toute sous-famille
d’une famille sommable étant elle-méme sommable, on en déduit que la fonction f est bien définie
sur R.

On sait (cours sur la fonction I') que [x — x™e™*] est intégrable sur [0, +oo[ pour toutn € N et
que

+oo x"ex

dx =1.

VneN, J
0 n!

Par linéarité de l'intégrale (puisque I est un ensemble fini, il est permis d’invoquer la linéarité!), on

en déduit que
[ N o P
> de=) 1=#0.

0  ner nel

Or I C A et le terme général est positif, donc

x"e *

Vx €040, 0<
nel

< e *f(x)
n!

et par hypothese, la fonction [x — e *f(x)] est intégrable au voisinage de +o0o. On en déduit que
+o00
#(1) < J e *f(x) dx.
0
Le majorant ne dépendant pas de I, on peut en conclure que la partie A est finie.

# Par définition, le cardinal d’une partie A est infini si, et seulement si, on peut extraire de A une partie
finie de cardinal arbitrairement grand.

Puisque A est un ensemble fini d’indices, la fonction f est en fait polynomiale. Par conséquent,
I'équivalent proposé est impossible!
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Soit f, une fonction continue et bornée sur R... Démontrer que

lim
n—-+oo

J*w nf(x) _ mf(0)
o Trn2 T T

Transformons l'intégrale avec le changement de variable linéaire u = nx :

J+°° nf(x) d _J“’o flu/n) du

% dx =
o 1+n2x? o T1+u?
Pour tout entier n € N*, on pose alors

f(u/n)

VueR,, on(u)= Trw

@ Intégrabilité — Comme f est continue et bornée, chaque fonction ¢, est continue sur R
©n(u) = O(1/u?) lorsque u tend vers +o0o, donc chaque fonction @, est intégrable sur R, .

@ Convergence simple — Comme f est continue sur R, elle est en particulier continue en 0. Par
composition de limites, on en déduit que la suite de fonctions (@ )n>1 converge simplement sur R
vers la fonction

f(0) ]

14+ u?

= {u —
@ Domination — Par ailleurs, comme f est bornée sur R, on a

11l

Y1, Vx>0, [en(w)] < 7%

Le majorant est indépendant de n et intégrable sur IR, donc la convergence est dominée.
On en déduit que

+o0o +o00
lim J on(u) du = J @(u) du = f(0) [Arctan u] oo

n—+oo |, 0

et donc que
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Soit a > 0. On consideére une fonction g, continue sur [0, a] et telle que g(0) # O, et la fonction F définie
par

a

Vx€R, Fx)= J g(t)e ™t dt.
0

Démontrer que
(0)
X~ T
x—+oc0o X

Tout d’abord, I'intégrale F(x) est bien définie pour tout x € IR en tant qu’intégrale d’une fonction
continue sur un segment.

@ Pour x > 0 (ce qui n'est pas une restriction, puisqu’on étudie x — +o00), on peut effectuer le
changement de variable linéaire u = tx :

xa

xF(x) = L g(%)e_u du.

@ On considere donc la fonction ¢ définie par
Vo<u<xa, okxu)= g(%)e*” et Yu>xa, o(x,u)=0.

» Intégrabilité — On a déja justifié que, pour tout x > 0, la fonction
= olx,u)]
était intégrable sur I = [0, +-o0[ et que

+oo
J ©(x,u) du = xF(x).
0

» Convergence simple — Comme g est continue en 0,

m @(x,u) =g(0)e ™

li
X—+00

Yuel

et la fonction [u — g(0)e™™] est continue sur I (et bien entendu intégrable sur cet intervalle).

» Domination — Comme g est continue sur le compact [0, al, elle est bornée. Par conséquent,
Vuel, VxeRY, ‘(p(x,u)| < gl e

La majorant trouvé est indépendant de x > 0 et intégrable sur I en tant que fonction de u.
Par conséquent, d’apres le Théoreme de convergence dominée,

X—+00

lim J.I o(x,u)du = L g(0)e " du = g(0).

Comme g(0) # 0, on peut en déduire que

F¥) Yo %0)

# Si g(0) = 0, on a seulement démontré que F(x) = o(1/x) lorsque x tend vers +o0, on n'a pas trouvé
d’équivalent.
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Soit f, une fonction a valeurs réelles, continue et intégrable sur R. On note S, I’ensemble des solutions de
I'équation différentielle
VxeR, y”(x)+f(x)yx)=0.

Pour yy et y, dans S, on pose
Vx e R, w(x)=yi(x)ys(x) —yi(x)y2(x).

Que dire de w?
Démontrer que S contient des fonctions non bornées.

La fonction w est constante.
» Premiére méthode : comme y; et y; sont de classe %2, la fonction w est dérivable et

w' =y1y5 —y{y2 = y1(—fyz) — (fy1)y2 = 0.

La fonction w est donc constante sur l'intervalle RR.

» Deuxieme méthode : la fonction w est un wronskien de 1’équation différentielle. Sous forme réso-
luble du premier ordre, I’équation s’écrit

VxeR Y'(x) =AY(x) avec A = (fo(x) (1)) .

Pour chaque wronskien W (et en particulier pour w), il existe donc une constante K € R telle que
VxeR, W(x) =K. exp[xtrAl

Comme la trace de A est nulle, on en déduit que tous les wronskiens sont constants.

Si une fonction y est de classe ¢’ et bornée, alors le produit fy est intégrable (produit d’une
fonction intégrable par une fonction continue et bornée).

Si y est une solution de I'équation différentielle, alors en fait y” = —fy est intégrable sur R.
D’apres le Théoreme fondamental de 1’Analyse, on en déduit que la dérivée y’ tend vers une limite
finie au voisinage de +oco0.

Comme la fonction y est supposée bornée, la limite de y’ est nécessairement nulle.

Ainsi, si y; et y, sont deux solutions bornées, alors le wronskien w est constant et tend vers 0
au voisinage de +o0 (chaque terme est le produit d’une fonction bornée par une fonction de limite
nulle). Cela prouve que w est en fait la fonction nulle et donc que y; et y, sont proportionnelles.

Or S est un plan vectoriel (ensemble des solutions d'une équation différentielle scalaire, linéaire
et homogene du second ordre), donc il existe des vecteurs non proportionnels dans S.

11 existe donc des fonctions non bornées dans S.
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Soit A € My (R). L'espace R™ est muni de sa structure euclidienne canonique.
Démontrer que la matrice A est antisymétrique si, et seulement si,

vxeR"™ (Ax|x) =0.

Démontrer que la matrice A est antisymétrique si, et seulement si, pour toute solution de I'équation
différentielle X' = AX, l'application [t — ||X(t)]||] est constante.

Supposons que la matrice A soit antisymétrique.
En choisissant une base orthonormée de R™,

(Ax|x) = (AX)TX=XT AT X=-XT.AX=—(x|Ax).
Par symétrie du produit scalaire, on en déduit que
VxeR" (Ax|x) =0.
@ Réciproquement, supposons que (Ax|x) =0 pour tout x € R™. Alors
Vx,yeR™Y (Ax+y)lx+y) =0.
En développant, on en déduit que
(Ax|x) + (Ayly) +(Ax|y) + (Aylx) =0.
=0 =0
Par symétrie du produit scalaire,
Vx,y € RY,  (ylAx) + (Aylx) =0.
En choisissant a nouveau une BON de R™, on en déduit que
0=Y".(AX)+ (AY)T.X=YT.[(A+AT)X] =0.
Cette propriété étant vraie quelles que soient les colonnes X et Y, on peut en déduire que
A+AT =0,
c’est-a-dire que A est antisymétrique.
Considérons maintenant la fonction définie par
YEER, f(t)= XM = (X(O)IX(1)

ot X est une fonction de classe ¢! a valeurs dans R™.
Le produit scalaire étant bilinéaire et symétrique, la fonction f est bien de classe ¢! et

VteR, f'(t)=2(X'(t)|X(t)).
> Si X est une solution de 1’équation différentielle, alors X'(t) = A.X(t) et comme A est antisymé-

trique,
vVteR, f'(t)=2{(AX(t)|X(t)) =0.

La dérivée de la fonction f étant identiquement nulle sur l'intervalle R, on en déduit que f est
constante et par conséquent que || X(t)|| ne dépend pas de t.

» Réciproquement, si f est constante pour chaque solution de I'équation différentielle, alors en par-
ticulier, quelle que soit la condition initiale (t = 0,%0) € R x R™,

0 = f/(0) = 2 (AX(0)|X(0)) =2(Axo|xo)-
D’apres le lemme initial, on en déduit que la matrice A est antisymétrique.
# On peut aussi remarquer que la solution générale de I'équation différentielle peut s’écrire
X(t) = exp(tA).xo
et donc, dans une base orthonormée,
VteR, [IX(1)]*=xg.lexp(tA)]T.exp(tA).xo
= xg. exp(tAT). exp(tA).xo
= XOT.exp(ftA).exp(tA).xo =X X0 = ||X(())||2
puisque exp(—M) = [exp(M)]~! pour toute matrice M.
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Démontrer qu’une fonction f de classe €' sur R? est une solution de I'équation aux dérivées partielles

of of
VM= (xy) € R, nyaX(M)+(1+y )ay(M) 0

si, et seulement si, il existe une fonction g € € (R) telle que

2 . X
Yooy e R oy =07 )-

Notons U = R?, I'ouvert sur lequel la fonction f est définie et considérons le changement de variables
défini par

X

Yooy el, (wv)=ekoy) = (17 )

Il est clair que, pour tout (u,v) € R2,
(LL,V) = (P(X>U) — (X»U) = (u” +V2)» V)-

Cela prouve que @ réalise une bijection de 'ouvert U sur I'ouvert V = R?. En outre, il est clair que
@ est de classe €' sur U (sa premiere composante est une fonction rationnelle sans pole sur U, sa
deuxiéme composante est polynomiale) et que la bijection réciproque est de classe ¢! sur V (ses
deux composantes sont polynomiales).
Par conséquent, la fonction f(x, y) est de classe ¢! sur U si, et seulement si, la composée g(i1,v) =
(fo @ ") (u,v) est de classe €' sur V.
a D’apres la regle de la chaine, quel que soit M = (u,v) € V,

ox of

of of 2xy of  of
: R(M) +

%9 (my = &

-1 dy _
™ ™ [@7 ' (M)] - =(M) = 2uv

—1 R .« —_ e .
Lo (M)] oy v ox oy 1+yZ ox oy

# Dans les deux derniéres lignes, les dérivées partielles de f sont évaluées au point de coordonnées @ ' (M) ;
les coordonnées x ety sont considérées comme des fonctions de u et v.

Comme ¢! réalise une bijection de V sur U, on en déduit que
Vv eV Fuv) =0 5 Viny el Zxy- Sixy)+(1+v3) 3oyl =0

et on rappelle que, par construction, les fonctions f et g sont liées par la relation :
Vixylel, fixy)=I(go@)xy).
@ D’apres le cours, une fonction g(u,v) de classe € sur V = R? est solution de ’'EDP

09
2 )0
ov

si, et seulement si, il existe une fonction G de classe ¢! sur R telle que
Vvl eV, glu,v)=Gu).

Par conséquent, une fonction f(x,y) de classe ¢! sur U = R? est solution de 'EDP

of of
2 — 2 — P
vV (x,y) € RY, ZXyax(x,y)Jr(Hy )ay(x,y) 0

si, et seulement si, il existe une fonction G de classe €' sur R telle que

V(oY) eU, fxy)= G(ﬁ).
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|| Soit n > 2. Déterminer I'ensemble des vecteurs tangents a I'ensemble SL,, (R) en L.
# On rappelle que M € SL,, (RR) si, et seulement si, det M = 1.

@ Onrappelle également que det est de classe "> sur M, (R) (c’est une application polynomiale).
Déterminons l'application linéaire tangente a det en I, : pour toute matrice H € 9, (R),

det(In +H) = Y €(0)ay (1) @n,om) = (1 +h11) - (1 +hnn) +o(H) (*)
oeGn

=1+1trH+ o(H). (%)

On rappelle avant d’aller plus loin que h;; = O(||H||..) lorsque H tend vers la matrice nulle 0s,,
quels que soient les indices i et j.

Lorsque o # I, au moins deux facteurs a; (1) sont situés hors de la diagonale de I, +H : le produit
est donc O( HH||§O) et par conséquent o(H) lorsque H tend vers 0y,.

En développant le terme qui correspond & 0 = I, on trouve un terme constant (égal a 1), les
termes h; YRR hn,n et des termes qui contiennent au moins deux facteurs hi’j.

Le développement limité ainsi obtenu nous dit que 'application linéaire tangente a det en I, est
I'application tr.

@ On consideére une application f définie sur un intervalle |—a, a[ (avec & > 0), de classe ¢! sur

cet intervalle, a valeurs dans SL, (R) :

Vte]l—a,al, detf(t)=1

et telle que f(0) = I,.
On a donc
f(t) o I, +tf'(0) + o(t)

et d’apres le développement limité de det

1=detf(t) = 1+ ttr[f (0)] + oft).
t—0
On en déduit que tr[f’(0)] = 0. Chaque vecteur tangent a SL,,(R) en I,, est donc une matrice de trace
nulle.
w Réciproquement, si H est une matrice de trace nulle, alors on pose :

VteR, f(t)=exp(tH).

Il est clair que f est une fonction de classe 4> sur R (ses n?

dont le rayon de convergence est infini), que

composantes sont des séries entieres

f(0) = eXP(On) = I,

que
VteR, f'(t)=H.exp(tH)

(cours sur les équations différentielles!) et donc que f'(0) = H.
Enfin, toujours d’apres le cours sur les équations différentielles,

det[f(t)] = exp(ttrH) = exp(0) =1,

donc f est bien une fonction qui prend ses valeurs sur SLy, (R). Par conséquent, H est bien un vecteur
tangent a SL,, (R) en I,,.
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On considere un espace probabilisé (Q, A, P).
Soient m < m, deux entiers strictement positifs. On note £, I'ensemble B, ([1,n]) des parties de
[1,n] dont le cardinal est égal a m et on considere une variable aléatoire A : O — E :

VFePn(ll,n]), A=FecA
dont la loi est uniforme :
VF GePn(ll,n]), PA=F=PA=G).
Déterminer la loi de la variable aléatoire
X =maxA —minA

et son espérance.

Premiére variante

Une urne contient n boules numérotées de 1 a . On extrait m boules de I'urne et on note M, le plus grand
des numéros tirés. Calculer I'espérance et la variance de M.

Deuxiéme variante

On répartit aléatoirement m boules parmi n cases numérotées de 1 a n (chaque case pouvant contenir au
plus une boule). Soit A, la différence entre le plus grand numéro et le plus petit numéro des cases occupées.
Calculer la loi et I'espérance de A.

Comme #(E) = (I*),onaP(A =F) = (l—) pour toute partie F € E.

@ Pour toute partieF € E, on a
T<mnF<n—-m+1 et m<maxF<n.

Par conséquent, min A et M = max A sont des variables aléatoires discrétes a valeurs dans [1,n —
m + 1] et [m, n] respectivement.

#v ]| est fastidieux, mais pas difficile de prouver que min A et max A sont effectivement des variables aléa-
toires discretes : on peut écrire [min A = k] et [max A = k| comme des unions finies disjointes d’ensembles de
la forme [A =F] € A.

@ Soit m < k < n. Le maximum de F € E est égal a k si, et seulement si, 'entier k appartient a F et

siles (m — 1) autres éléments de F sont choisis dans le sous-intervalle [1,k — 1].
Comme la loi de A est uniforme sur E,

Vym<k<n PM=%k)=P(maxA=k)=

@ Soit] <k <n—m+1.Leminimum de F € E est égal a k si, et seulement si, 'entier k appartient
a Fetsiles (m—1) autres éléments de F sont choisis dans le sous-intervalle [k+ 1, n]. Par conséquent,

(%)

(m)

vVi<k<n—-m+1, PminA=k)=

# Remarque en passant
Comme [maxA =m] = [A ={1,...,m}] C [min A = 1], alors

maxA =m]N[minA = 1] = [maxA = m/]

et par conséquent
1
P(minA = 1,maxA = m) = P(maxA =m) = m > 0.
m

Or la loi de min A est connue et comme 1 < m < n,

PminA =1) = (n =
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Donc P(min A = I,maxA = m) # P(min A = 1) P(max A = m) et les deux variables min A ef max A
ne sont pas indépendantes.

@ Passons a la loi du couple (min A, max A).
» Comme la partie A(w) compte m éléments, alors nécessairement

maxA(w) —minA(w) > m—1.
D’autre part, maxA(w) < netminA(w) > 1, donc
maxA(w) —minA(w) <n—1.

Ainsi X est une variable aléatoire discréte (en tant que différence de deux variables aléatoires
discretes) a valeurs dans [m — 1,n — 1].

» Soient donc deux entiers k et ¢ tels que
IT<k<n—m+1, m<il<n et m—1<{—-k<n—-1.

Le minimum de F € E est égal a k et son maximum est égal a { si, et seulement si, la partie F contient
k et £ et siles (m —2) éléments restants de F sont choisis dans le sous-intervalle [k + 1, ¢ — 1]. L’astuce
taupinale nous permet de dénombrer en toute sérénité :

—1=k+({—-k—1).
'y adonc ({ — k — 1) entiers dans [k + 1,{ — 1] et par conséquent,
k-1
(m—Z).
(m)

P(min A = k,maxA ={) =

@ On peut en déduire la loi de X.
Soit m — 1 < q < n— 1. D’apres la Formule des probabilités totales,

n—m+1
PX=q)= ) P(X=gmnA=kj= )  P(minA=kmaxA=k+q)
k=1 1<k<n—m+1
k+q<n
T (md) ()
m—2 m—2
i @

(puisque les termes de la somme sont tous égaux).

#v Pour calculer les espérances de M et de X, il faut se souvenir que

= 1
vi<m<n, Z (:J:(:l_:_])

k=m

Cette propriété peut se démontrer

— par récurrence sur n. (a partir de la formule dite du triangle de Pascal);

— de maniere combinatoire : choisir (m + 1) entiers dans [1,n + 1] consiste a choisir d’abord le plus grand
de ces entiers (on choisit K entre (m + 1) et (n + 1)) et a choisir ensuite m entiers dans le sous-intervalle
[1,K — 11 — on prend k = K — 1 pour écrire la somme);

— en se fondant sur le fait que M est une variable aléatoire a valeurs dans [m,n] et donc que

> PM=k=1.
k=m
(Il convient ici de décaler les valeurs de m ef n.)

a ['espérance de M est, par définition, égale a

= o) & () mm4
KPM=k) = Y k=t — Jmy  MVTF
PR 2 K 5~ e

k=m
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@ On peut calculer de maniére analogue

n—m-+1
E(minA) Z k(( )) n+1)—EM).

(I y a quelques astuces classiques en route.) Mais un tel résultat est surprenant et mérite d’étre
expliqué.
Comme l'application o : E — E définie par

VFEE, oF)={n—x+1,x€F}

est une bijection de E dans E (c’est méme une sorte de symétrie, puisque o o o = Ig) et comme la loi
de A est uniforme sur E, on en déduit que la loi de B = o(A) est aussi la loi uniforme sur E :

1

Comme A et B ont méme loi, les variables aléatoires min A et min B ont également méme loi et en
particulier
E(min A) = E(min B).

Par définition de o,
VweQ, yeBw) & n+1)—yecAlw)
donc
YweQ, minB(w)=n+1)—maxA(w).
Donc, par linéarité de 1'espérance,

n+1

E(minA) = E(minB) = (n+ 1) — E(maxA) = ———

# [l est intéressant de noter que

loi
(

minA = (n+ 1) —max A

alors que ces deux variables ne sont certainement pas égales en tant que fonctions de Q dans [1,n].

a Par linéarité de 1’espérance, on trouve enfin

(m—T)(n+1)

E(X) = E(maxA) —E(minA) = o

Avec le modele probabiliste précédent, M = max A.
Avec le modele probabiliste précédent, A = X.
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Soit r > 0. On pose
1

VkeN* pk:J (1 —x)" dx.
0

Démontrer que (px)x>1 est une loi de probabilité sur IN*.
Soit X, une variable aléatoire discréte telle que

VkeN*,  P(X=k)=px.

Pour quelles valeurs de v la variable X est-elle une variable aléatoire d’espérance finie ? Calculer E(X) dans
ce cas.

I1 est clair que tous les py sont positifs. Il reste donc a prouver d’une part que la série ) py est
convergente et d’autre part que la somme de cette série est égale a 1.
@ Pour tout k € N*, on pose

Vxel0,1], frx)=rx*"T1(1—=x)".

» Il est clair que les fonctions fy sont continues sur le segment [0, 1] (puisque r > 0 et k € N*). Elles
sont donc intégrables sur cet intervalle.

» La série de fonctions ) fx converge simplement sur [0, 1] (série géométrique de raison x pour
0 < x < 1; de terme général nul pour x = 1).

» Lasomme Sy de cette série de fonctions est continue et intégrable sur [0, 1{ puisque

Vo<x<1, Sox ka r(1=x)"" et So(1)=0.

# La somme So n'est continue sur [0, 1] que pour v > 1.

» Comme les fonctions fy sont positives, on a donc

V1, vxe o], \ka \_ka

Le majorant est indépendant de n et intégrable sur [0, 1[, donc la convergence est dominée.
@ On peut donc intégrer terme a terme : la série ) py est convergente et

+o00 1
Zpk:J r(1—x)""Tdt=1.
0

k=1

Pour étudier 1'espérance de X, on reprend la méme étude avec la série de fonctions ) kfy.
# Pour tout x € [0, 1],

+oo
:Zkfk( (1 —x)" kak T—r(1—x)"2.
k=1

» Sir > 1, alors la somme S; est intégrable sur [0, 1] et le méme raisonnement que le précédent
montre que la série ) kpy est convergente (ce qui prouve que X est une variable d’espérance finie)

et que
o r—2 _ T
Ekpk—J (1T—x)""“dx = ——

» Si0 <1< 1,alors la somme S; nest pas intégrable sur [0, 1[.
Sila série ) kpy était convergente, alors

1 1
vk e N*, kpk:J kfk(x)dx:-[ kfi(x)] dx
0 0
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et on pourrait donc appliquer le Théoréme d’intégration terme a terme a la série ) kfy. Dans ce cas,
la somme Sy serait une fonction intégrable sur [0, 1], ce qui est faux.
a Lasérie ) kpy est donc convergente si, et seulement si, v > 1.
La variable X est donc une variable aléatoire d’espérance finie si, et seulement si, r > 1 et

T

vr>1, EX)= .
r—1
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Soient X; et X2, deux variables aléatoires indépendantes qui suivent respectivement les lois géométriques
G(p1) et G(p2). Calculer I'espérance de U = min{Xy, X,} et de V = max{Xj, Xz}.

Comme de coutume, onnotera q; =1 —pjetqz =1—7pa.
a [l est clair que U et V sont des applications de Q) dans IN.
@ Pour tout entier k € N, par définition du minimum,

U>kl=[X; >KkInNn[X; >k e A
» On en déduit que
U=0=[U>0°€A e Vk=1 [U=kl=[U>k—-1INU>k]°e A

et donc que U est bien une variable aléatoire discrete sur (Q,.A).
» Par indépendance de X; et X»,

VkeN, PU>k)=P(X;>kP(Xs>k) =(q192)"
et par additivité de P,
V=1, PU=K=PU>k-1)=PU>K =(q142)" " [1 —qrq2],
ce qui montre que U suit la loi géométrique de parametre
po=1—(1=p1)(1=p2) =p1 +p2—pip2.

(Il n’est pas nécessaire de s’assurer que P(U = 0) = 0.)
s Par définition du maximum,

YkeN, [V<KkI=X <kIn[Xz <KL
» Comme plus haut, on en déduit que V est bien une variable aléatoire :
VkeN, [V=kle A
» De méme, par indépendance de X; et X»,
vk=1, P(V<K)=(1-qy)(1—q5)
et donc

Vk>1, P(V=Kk =P(V<K-PV<k=1)=qy "p1+d5 "p2—(9:192)* (1 = q192).
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Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi, strictement positives. On suppose que
X et 1/x sont des variables aléatoires d’espérance finie. Démontrer que X/y est une variable aléatoire
d’espérance finie et que
E(XN) > 1.
Comme Y est strictement positive, le quotient X/y est une variable aléatoire réelle.
Comme X et Y ont méme loi, les variables aléatoires v/Y et % admettent des moments d’ordre
deux et on déduit de I'inégalité de Schwarz que

1—E(1)? = E(ﬂ- k)z <E(Y)- E(%)

Comme X et Y ont méme loi, on en déduit que

1<E(X)-E(]?).

Comme X et 1/y sont indépendantes et d’espérance finie, le produit X - 1 est une variable aléatoire

d’espérance finie et
e(3) e £(1) -1
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Soit X, une variable aléatoire réelle a valeurs dans [a, b]. Démontrer que

(b—a)?
T

Comme X est bornée, elle admet un moment d’ordre deux et donc une variance.
# SiP(X=a)=P(X=0b)=1h,alors E(X) = (a+b)/2 et

V(X) <

2 p2 2 2
a‘+b a+b b—a
vix)= &b (a+b)” | )
2 4 4
La majorant indiqué est donc la variance de la variable aléatoire qui prend les valeurs extrémes avec
équiprobabilité.
a- La variable aléatoire X prend ses valeurs dans [a, b] si, et seulement si, la variable aléatoire

B a+b
2
b_

X

prend ses valeurs dans le segment [—«, o] avec o = 25%. De plus,

viX) =V(X - a+b).

2
Pour résoudre le probleme posé, on peut donc supposer que X prend ses valeurs dans [—«, «].
@ Si X est une variable aléatoire a valeurs dans [—«, o, alors il existe une variable aléatoire Y,

indépendante de X et de méme loi que —X. Par symétrie du segment, Y prend aussi ses valeurs dans
[—o, o] et

La combinaison convexe

X+Y
Z= 5
prend aussi ses valeurs dans [—«, «] et, par indépendance de X et Y,
V(Z) = M =V(X).

En outre, par linéarité de 'espérance,

On peut donc se restreindre aux variables aléatoires a valeurs dans [—«, &] qui sont centrées pour
majorer la variance.
a Comme X est centrée et prend ses valeurs dans [—«, ],

Vwe, (X(w)—EX)?=X*w)<o?

et par conséquent

V(X) < o = (b_ a)z.
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Soit X, une variable aléatoire réelle positive admettant un moment d’ordre deux. On suppose aussi que X
n’est pas presque stirement nulle.

Démontrer que, pour tout A > 0,
VweQ, X(w)<AEX) +X(w) Lix(w)=rex)]-
Démontrer que, pour tout 0 < A < 1,

(1-A)?-E(X)?

P(X<AEX) > ECX)

#b/intérét de cet exercice est de présenter une variante de I'inégalité de Markov.

Comme X est positive et admet un moment d’ordre deux, alors elle est d’espérance finie et
E(X) > 0.
De plus, P(X = 0) < 1par hypothese, donc E(X) > 0 et (méme raisonnement pour X?) E(X?) > 0.
Comme A > 0, on en déduit que le seuil A E(X) est strictement positif.
@ Pour tout w € Q, on distingue deux cas :

» SiX(w) < AE(X), alors Iix(w)>rg(x)] = 0 et donc
X((,U) < }\E(X) = AE(X) +X((,U)]l[x(w)>)\ E(X)]-
» Siau contraire X(w) > AE(X), alors 1ix(w)>rg(x)] = | et donc

X(w) = X(w) - Iix(a)zaex) < X(w) - Iix(w)zaex) +AE(X)

car AE(X) > 0.

» Dans tous les cas, on a bien
X< AE(X) +X1a,

otl la variable de Bernoulli 1 5, est définie par
VweQ, 1a,(w)=1Lxw)>rex)-
D’apres cette inégalité,
Vwe O, X(w)- 1a,(w)=Xw)—AE(X).
L’espérance est linéaire et conserve les inégalités, donc
E(X-1a,) 2 EX)—AE(X)=(1—-7)-E(X).

OrE(X)>0et0<A<1,donc(1—A)E(X) > 0etdonc

E(X-1a,)% > [(1=2) - E(X)].

Par hypothese, la variable aléatoire X admet un moment d’ordre deux et toute variable aléa-
toire de Bernoulli admet également un moment d’ordre deux : on peut donc appliquer 1'inégalité de

Schwarz.
[E(X-1a,)]? <E(X?)-E(1,) = E(X?) - P(A,)

On en déduit finalement que

E(X?) - P(Ay) = [E(X-14,)]7 = [(1=2)-E(X)]".
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Une urne contient n boules numeérotées de 1 a n. On procéde a des tirages sans remise : aprés chaque
tirage, on enléve de I"urne les boules qui ont un numéro supérieur a celui de la boule tirée.
On note Xy, le nombre aléatoire de tirages nécessaires pour vider I'urne.

Calculer E(X7) et E(X32).
Démontrer que

Calculer E(Xy) et en déduire un équivalent lorsque n tend vers +oo.

#» Exercice infaisable dans le cadre du programme : il s’appuie d"une part sur la formule de I'espérance totale
(une variante de la formule des probabilités totales) et d’autre part sur la propriété de Markov...
Allons-y comme d’habitude — a la one-again.

@ Comme on retire au moins une boule a chaque tirage et que I'urne contient initialement n boules,
les valeurs de X, sont comprises entre 1 et n. Par conséquent, X,, est bornée et donc d’espérance finie
(s’il s’agit bien d"une variable aléatoire).

a Pour n = 1, il n'y a qu'une seule boule dans l'urne, qu’on enléve au premier tirage. Par consé-
quent, la variable aléatoire X; est constante, égalea 1, et E(X;) = 1.

a Pour n =2,il y a deux boules dans 1'urne.

Pour i € {1,2}, notons [B; = 1] le fait que la premiere boule tirée soit la boule numérotée i et
admettons que

» Sila premiere boule tirée est la boule 1, alors 1'urne est vidée du premier coup : X; = 1.
» Sinon, il ne reste plus que la boule 1 et l'urne est nécessairement vidée au second coup : X; = 2.
» On en déduit que

Xo=1=[B1=1] et [Xp=2]=[By=2]

donc X, = B; et par conséquent

1 1 3

Si l'urne contient initialement n boules, alors on dispose d’un systéeme complet d’événements :
[B] 21], [B] 22], ey [B] ZTL]

qui sont tous de probabilité 1/,. (Ces événements nous indiquent quelle est la premiere boule tirée.)
Comme X,, est une variable aléatoire d’espérance finie, on peut appliquer la formule de 'espé-
rance totale :

M=

E(Xn) =) Ep,—x(Xn)-P(B1 =k).

k

1

» Sila premiere boule tirée est la boule 1, alors X, prend nécessairement la valeur 1, donc
EB] =1 (XTL) = ]'

» Pour 2 < k < n, sila premiére boule tirée est la boule k, alors apreés avoir tiré cette premiére boule, on
continue pour vider une urne qui contient (k — 1) boules. "Donc" (rires nerveux dans l’assistance qui
connait la théorie des chaines de Markov)

V2<k<n, Eg Xy = 1 + E(Xx—1)
— —_——

premier tirage  tirages suivants

» Bref:

n

n—1
1 1
E(X,) =1+ kZ:z - E(Xx_q1)=1+ 2 g E(Xy).
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En posant uy = E(Xx), on dispose de la relation de récurrence suivante :

On en déduit que

et donc que

Ainsi

Commeu; =1,

]n—1
un:1+E;uk.
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Soit (Xk)x>1, une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi :
Vk=21, PXy=1)=PXx=—-1)=-.

Pour tout entier n > 1, on pose Sy, = X1 + -+ + Xn.

1.| Démontrer que
q

2.| Démontrer que
q

VneN*, VteR,, E(e™")<exp(nt?/2).

VneN, VaecR,, E(Sql>a)< 2exp(fa2/2n).

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont bornées et sont donc d’espérance finie.

Soientt € R etn € N*.
Comme les variables aléatoires Xy sont indépendantes et de méme loi,

E(e'S*) = [E(e™)]™.

D’apres la loi de X,

On vérifie sans peine (par récurrence) que
VkeN, 2Kkl > (2k).

On en déduit que
+o0o tZk +oo (tz)k )
= < _
- 1; (21) ,;O g — OPt/2)

et donc que
E(e'S") < exp(nt?/2).

Comme la loi des Xj est symétrique :
VkeN*, Vxe{£l}y, PXyx=x)=PXyx=—x)==
et que les Xy sont indépendantes, alors
(Xiyee oy Xn) 2 (=X1y 00y =Xn).

Par conséquent,

et donc que
P(ISnl > a) =P(Sy 2 a) + P(Sn < —a) =2P(Sy > a).

 Pour toutt > 0, la fonction [u — et] est strictement croissante, donc
[Sn > a] = [P > e,
Comme e'Sn est une variable aléatoire positive d’espérance finie, I'inégalité de Markov nous donne

P(etSTL 2 eta) < efta E(etSn)
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et on déduit de la premiere inégalité que
V>0, P(Snl>a)<2e teent/2,

@ On remarque alors que le membre de gauche est indépendant de t > 0 : on peut donc passer a
la borne inférieur selon le parametre t.

P(ISn| > a) < inf 2e~taent™/2,
t>0

Pour cela, on étudie les variations de

t2
f(t) =—at+ nT

pour t € R :il s’agit d'un trindme du second degré, qui atteint son minimum pour t = ¢/, > 0 et
2 . 2 .
ce minimum est égal a f(%¢/) = 5,17. Par croissance de exp, on en déduit que

2
Yn>1,%va>0, P(S.>a) éZexp%.
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On considere un hyperplan H de I'espace E = M (R).
11 existe une matrice A € M (R), non nulle, telle que

YMeM(R), MeH < tr(AT.M) =0.

Cette matrice A est-elle unique ?
L’hyperplan H contient au moins une matrice inversible.

Par définition, '’hyperplan H est le noyau d"une forme linéaire ¢ non identiquement nulle sur
E. Cette forme linéaire ¢ n’est pas unique : quel que soit le scalaire A # 0, le noyau de A - ¢ est égal
au noyau de ¢ et donc a H.

Les coefficients m; ; d'une matrice M € 9, (IR) sont aussi les coordonnées de cette matrice
relatives a la base duale de 91, (R). Par conséquent, il existe une, et une seule, famille (a; j)1<i,j<n
de scalaires tels que

VM = (mijlicijgn € MMn(R), o(M)= Z Z aijmi;j.
im1 =1

# ]I s’agit ici de la décomposition de ¢ dans la base duale de la base canonique de M, (R) (qui est la base
canonique de I'espace dual de Mt (R)).

Ennotant A = (ai,j)1<i,j<n € Mn(R), on obtient
e(M) =tr(AT.M)

et par conséquent
MeH « tr(AT.M) =0.

Comme la matrice AT n’est pas la matrice nulle, son rang r est supérieur a 1 et elle est équiva-

lente a la matrice
] — ( I'r Or,n)
' Onfr,r Onf'r

et par conséquent équivalente a la matrice

0 1
0 1

0

(obtenue par permutation circulaire des r premieéres colonnes de J,). Il existe donc deux matrices
inversibles Py et Q1 telles que la trace de la matrice

Ky =Q;".AT.P

soit nulle (tous les coefficients diagonaux sont nuls).
On en déduit que

e(P1Qy ") =tr(AT.P1Q; ") =tr(Q; . AT.Py) = tr(K,) =0

et donc que 'hyperplan H contient la matrice inversible P;Q; .

# On rappelle que GL,, (R) est un groupe multiplicatif : le produit de deux matrices inversibles de 9t (R)
est encore une matrice inversible de M, (R).
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Soient A, B € My (Z). On suppose que
Vke[0,2n], det(A+kB)==+1.

Démontrer que la matrice A est inversible.
Démontrer que det B = 0.

Pour k =0, onadetA = £1, donc A est inversible en tant qu’élément de (I'algebre) Dt (R).
Cela dit, d’apres les formules de Cramer,

A.Com(A)"T =detA.l, = +I,.

Puisque les coefficients de la comatrice sont des déterminants de matrices extraites de A (et donc
de matrices a coefficients entiers), la comatrice appartient & 9, (Z) et la matrice A est donc inversible
dans I’'anneau 9., (Z).

Supposons que det B # 0. D’apres la propriété de morphisme de det et ’hypothese,

+1

2 B! +kl,) = —.
Vke[0,2n], det(A +kIn) dotB

Dans cette identité, le parametre k prend (2n + 1) valeurs et I’expression det(AB~! + kl,,) prend au
plus deux valeurs : cette expression prend donc 'une des valeurs au moins (n + 1) fois.
Or l'application
A det(AL, + AB™)]

est une application polynomiale de degré n : c’est le polyndme caractéristique de la matrice —AB~'.

Si une application polynomiale prend (n + 1) fois la méme valeur, il n'y a que deux possibilités :
ou bien elle est constante, ou bien son degré est au moins égal a (n+ 1). Quoi qu’il en soit, son degré
ne peut pas étre égal a n. Notre hypothese est donc absurde, on a démontré que det B = 0.
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Soit @, une forme linéaire sur M, (R). On suppose que
VA eM(R), VP e GL,(R), (P 'AP)=@(A).
Démontrer qu'il existe un réel A tel que @ = A - tr.

#v Pour se lancer dans la démonstration qui suit, il faut commencer par traduire I'énoncé : deux matrices
semblables ont toujours méme image par @.

On note, comme de coutume, E;; (pour 1 < i,j < n) les matrices de la base canonique de
M (R).

@ Soit D = Diag(1,2,...,n). Pour i # j, la matrice D + E; j est une matrice triangulaire dont les
coefficients diagonaux sont deux a deux distincts. Cette matrice est donc diagonalisable et semblable
a la matrice diagonale D (mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités).

Par hypothese, ¢ (D + E; j) = @(D) et par linéarité de ¢,

Vi#j, o(Ey;) =0.
a Pour tout 1 <1< n, les matrices E; ;7 et E; ; sont semblables : la matrice de permutation

0 1

vérifie P;{EMPW = E4,1 et par conséquent, @(Ei i) = @(E1,1).

#v Autre point de vue : la matrice By ¢ représente I'application linéaire

[(X1y.eyxn) — (x1,0,...,0)]
dans la base canonique (eq, ..., en) et la matrice E4 ; représente cette méme application linéaire dans la base
(ei,62,...,6171,61,€i+1,...,€n).

En posant A = ¢(E4,1), on a donc

n
e(A) = Z ay;@(Ei;) = Z ai A =AtrA
i=1j=1 iz

pour toute matrice A € M, (R).
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Déterminer toutes les fonctions continues
f: Ry =Ry

telles que
Vx>0, f(f(x)) =x.

Une telle fonction réalise une bijection de R, sur R et est sa propre réciproque. L'identité [x — x|
est une telle fonction. Y en a-t-il d’autres?
@a Comme f est continue et injective, il faut que f soit (strictement) monotone.
Supposons qu’il existe xo > 0 tel que yo = f(xo) # Xo. On a aussi

f(yo) = (fof)(xo) =xo
et comme X et yo jouent des roles symétriques, on peut supposer que xo < yo. On a donc
Xo <Yo et yo="F(x0) > f(yo) =xo.

Comme f est monotone, il faudrait que f f(it décroissante.
Mais comme f réalise une bijection de R, sur R, il existe un réel zo > 0 tel que f(zo) = 0.
Comme f est strictement décroissante et positive, on aurait donc

Vx>z9, O0<T(x)<f(z0)=0

ce qui est absurde.
@ Par conséquent, pour toutx € Ry, ona f(x) =x.

# Sion cherchait f continue de R, dans R, alors la fonction inverse [x — /] serait une solution.
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Déterminer les fonctions continues
f: [0,1] — [0, 1]

telles que f o f = f.

Par hypothese,
Vxelo,1], f(f(x))=f(x)
c’est-a-dire
Comme f est continue sur le segment [0, 1], son image ] est également un segment [m, M].
Réciproquement, si on considere une fonction continue f : [0,1] — [0, 1] dont I'image est le

segment [m, M] et si
Vx e [m,M], f(x)=x,

alors
Vxel0,1], (fof)(x)="f( f(x) )="f(x).
—~
€lm,M]

Ainsi, les fonctions cherchées sont les fonctions f telles que f(y) = y pour tout y appartenant a
I'image de f.

# Pour 0 <y < met M <y < 1, on peut choisir f(y) arbitrairement, en se bornant a respecter deux
contraintes :  doit étre continue sur [0, 1] et

Yy e[o,mUIM,1], m<f(y) <M.

REMARQUE.—Si0 < m < Mousim < M < 1, alors la fonction f ne peut pas étre dérivable (point
anguleux pour 'abscisse m dans le premier cas et pour I'abscisse M dans le second cas).

Ainsi, si on impose a f d’étre dérivable sur [0, 1], les seules fonctions possibles sont [x — x| d"une
part et les fonctions constantes [x — C] (pour lesquelles on a m = M = C) d’autre part.
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Soient f et g, deux applications continues de [0, 1] dans [0, 1], telles que

fog=gof.
On note ™ et g™ les itérées n-iemes de f et g :
fn:fofo...of gn:gogo...og'
n fois n fois

1.| Omn suppose que
ppose q

Démontrer qu'il existe un réel « > 0 tel que

Vxel[0,1], f(x)<g(x).

vyneN, g"(x)=f"(x)+na

En déduire qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = g(c).

Comme f et g sont continues sur le segment [0, 1], la différence g — f est continue sur le seg-
ment [0, 1], donc elle atteint son minimum en un point xo € [0, 1]. Avec I’hypothese qui est faite, ce
minimum est strictement positif : on pose donc

o = g(xo) — f(x0) = min g(x) —f(x) > 0.
x€[0,1]

@ On a dong, par définition de «,
Vxel0,1], g(x)=>f(x)+« (3)

et la propriété est vérifiée pour n = 1.
- Cette propriété est vérifiée pour n = 0, puisque f°(x) = g°(x) = x pour tout x € [0, 1].
@ Supposons pour terminer la démonstration par récurrence qu’il existe un rang n > 1 tel que

vxelo1], g™x)>f"(x)+ ne. 4)
En appliquant (1) avec x < g™ (x), on obtient
g™ (x) = g(9"(x)) = f(g"(x)) + .
Comme f et g commutent, alors f et g™ commutent aussi et donc
f(g"(x)) + a= g™ (f(x)) + & = [ (f(x)) + na] + «
par hypotheése de récurrence (avec cette fois x « f(x)). On a ainsi démontré que
Vxe o], g™ (x) =T (x) + n+Da

et donc que la propriété étudiée était héréditaire.

@ On a donc démontré par récurrence que la propriété (2) était vraie pour tout n € IN.
Par hypothese, f et g prennent leurs valeurs dans [0, 1]. Il en va donc de méme pour ™ et g™
pour tout n € N. Ainsi,

vneN, Vxel0,]1], gn(X)—f“(x)>nocT+oo,
N n—+oo
<1

ce qui est absurde.
L’hypothése
VYxel0,1], f(x)<g(x)

est donc fausse, donc il existe a € [0, 1] tel que f(a) > g(a).
Par symétrie, I’assertion suivante est fausse également :

Vxel0,1], f(x)>g(x).

Dong, parmi tous les a € [0, 1] tels que f(a) > g(a), il en existe au moins un pour lequel f(a) = g(a).
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Soit X : Q — N, une variable aléatoire.
Démontrer que, pour tout n € N,

n

> PX>k)=Mm+1)P(XX>n)+ ) kP(X=k).
k=0 k=0

On suppose que X est une variable aléatoire d’espérance finie. Démontrer que

lim m+1)PX>n)=0.

n—+o0

Que peut-on en déduire sur la série ) P(X >n)?

On suppose que X n’est pas une variable aléatoire d’espérance finie. Démontrer que la série
> P(X>mn)est divergente.

Pour0 <k <n,

et par additivité de P,

X>kK=X=k+1U ---X=n]U[X>n]

Vo<k<n, PX>K=PX>n)+ ) P(X=1).

i=k+1
On en déduit que
n n i-1
Y PX>k) = Z (X >n) +Z Z P(X =m+NPX>n)+) > P(X=
k=0 k=0 k=0 i=k+1 i=1%k=0

n
=(m+1)PX>n)+) iP(X=1).
i=1
Il reste a rajouter le terme iP(X = i) pour i = 0, qui est évidemment nul, pour obtenir le résultat

souhaité.
Pour tout n € IN,

+o0

X>nj= || X=K.

k=n+1

Il s’agit d'une union dénombrable d’événements deux a deux disjoints, donc la série }_ P(X = k) est
convergente et

P(X>n) Z P(X=k)
k=n+1
(par o-additivité de P).
Si X est d’espérance finie, alors la série ) k P(X = k) est convergente et en particulier

+oo

lim ) kP(X=k)=0.

n—-+oo
k=n+1

Or
Yk>n+1, 0<(n+1)P(X=k)<kP(X=k)

et donc, pour tout entier n € N,

+o00
0<(M+NP(X>n)=(n+1) Z PX=k)< ) kPXX=Kk).
k=n-+1 k=n-+1

Par encadrement, on en déduit que

lim (n+1) Z P(X=k)=0.

n—-+o00
k=n+1
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#o La relation démontrée précédemment montre que la suite des sommes partielles de 3 P(X > n) est
convergente (somme de deux suites convergentes), ce qui prouve que la série y_ P (X > ) est convergente et
de plus

+o00 +00
Y P(X>n)=) kP(X=k) =E(X).
n=0 k=0

Si X n’est pas d’espérance finie, alors la série de terme général positif ) kP (X = k) est diver-
gente, donc ses sommes partielles tendent vers +oco.
D’apreés la relation établie a la premiére question,

VneN, ZP(X>n) > ZkP(X:k)
k=0 k=0

et par comparaison, on en déduit que

n—+oo

lim Z P(X >n) =+o0.
=0

@ On a donc démontré qu’une variable aléatoire a valeurs dans IN est d’espérance finie si, et seule-
ment si, la série }  P(X > k) est convergente et que, dans ce cas,

+oo
E(X) =) P(X>Xk).
k=0

# On peut aboutir au méme résultat en démontrant que la famille (W n) (i n)en2 définie par
vos<n<k, upir=0

et par
Vo<k<n, upx=PX=n)

est sommable si, et seulement si, X est une variable aléatoire d’espérance finie. (Evidemment, il faut utiliser
plusieurs fois le Théoreme de Fubini.)
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Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On effectue des tirages sans remise (une
boule a la fois) jusqu’a ce que les boules restant dans I'urne soient toutes de la méme couleur.

Modéliser la loi du nombre Xy, de boules qui restent dans I'urne a l'issue des tirages.

On considere deux urnes contenant chacune n boules. On effectue des tirages sans remise (une boule
a la fois), en choisissant a chaque fois 'une des deux urnes de maniere équiprobable jusqu’a ce que I'on
constate que 'urne choisie soit vide.

Modéliser la loi du nombre Yy, de boules qui restent dans 'autre urne a ce moment-la. Calculer un
équivalent de I'espérance de Yy,.

On modélise les tirages par une famille (Uy )1 <ik<2n de variables aléatoires de Bernoulli définies
sur un espace probabilisé (Q, A, P), en faisant I'hypothese que

n— ok
V(&],...,Ek) E{O,]}k, P(uk+1 =1 |U1 = 61,...,uk = Sk) = ——
2n—k
ouoyx = (e1 4+ -+ ex).
# Ce modele est raisonnable : si I'événement [y = €1, ..., Ux = €] est réalisé, cela signifie qu’on a obtenu

ox =¢&1+ -+ e fois "1”. On a donc obtenu k — oy fois "0”. Comme I'urne contient initialement n boules
de type "1" et n boules de type "0”, il reste donc (2n — k) boules, parmi lesquelles on compte (n — oy ) boules
de type "1" et (donc) (n —k + o) boules de type "0". Le quotient (n — oy)/(2n — k) peut donc s’interpréter
comme une hypothese d’équiprobabilité sur le résultat du (k + 1)-iéme tirage.

En supposant de plus que

-3 (-3

ce modele est complet, puisque les hypothéses qu’on vient de poser permettent de calculer
P(U1 = E],...,U.zn = Ezn)

quel que soit (€1, ..., e2n) € {0,1)*™ par l'intermédiaire de la Formule des probabilités composées.
@ On peut en particulier vérifier que

1
P(U.] 251,...,uZn 28211) = ——

()
pour toute famille (ey)1<k<2n telle que 02, = 1 (= les familles qui constituent le support de la loi du

vecteur (Uy)1<kgon)-
Cette forme d’équiprobabilité va nous permettre de ramener le calcul de la loi de X, a du dé-
nombrement.

» L'événement [X,, = k] signifie qu’il ne reste k boules, toutes du méme type, dans l'urne. On a donc
effectué (2n — k) tirages, qui ont amené les n boules d'un premier type et (n — k) du second type :

[Xn:k] = [Xn:k»UZn:]]U[Xn:k)uZnZO]

et par équiprobabilité
P(Xn =k) =2P(Xy =k,Uzn =0).

» D’apres la regle du jeu, I'événement [X,, =k, Uz, = 0] est égal a

[Xn =k, Uk = 1)u(2nfk)+1 = U(ank)+2 == u(znfk)ﬂLk =0].
—_————
derniere boule les k derniers tirages
de type "1

C’est donc la réunion de tous les événements
[U] == £1)"‘)LITL == 571}

telsque exn k =Tetern ki1 =€n k2= =¢€n =0.
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Comme il existe exactement (Z“T;kf]) événements de ce genre (on place les (n — 1) boules de

type "1" qui ont précédé la derniere boule de type "1" parmi les (2n — k — 1) premiers tirages), on en
déduit que
2 (2n7k71 )

n—1
2n
)
# [l n'est pas inutile de vérifier la cohérence de ce résultat | Comme

Lom-k-1\ & /(n-D+n-k\ _ Tk
(V)R (MR- 2 GE) weee

k=1 k=1 k=n—1

Vi<k<n, PXn=k) =

— <2nn_ ]) (triangle de Pascal)

“5(n) -2 (V)

On modélise la seconde expérience par une famille (Vi)i<k<on+2 de variables aléatoires de
Bernoulli définies sur 1'espace probabilisé (Q, A, P) en supposant que la probabilité

onabienP(Xp=1)+---+P(X,=n)=1.

P(Vi=c¢1, -+, Vani2 = €2n+2)
est la méme pour tout vecteur € = (e )1<k<any2 € {0, 1122 tel que

2n+2

Omi2= ) ex=n+l
k=1

Cela revient a dire qu’on effectue de maniére équiprobable (2n + 2) tirages successifs, tantdt dans
I'urne "1", tant6t dans l'urne "0", et qu’on effectue exactement (n+ 1) tirages dans chacune des urnes.

Le cardinal de I'ensemble E,, 1 des vecteurs ¢ tels que 042 =n+1estégal a (2;‘:12) (on choisit
les positions de n éléments égaux a "0" parmi (2n + 2) positions possibles, les n éléments égaux a "1"

occuperont les positions restées libres).

» Ce modele est évidemment complet, puisque la loi du vecteur aléatoire (Vi )1<kx<on+2 est parfai-
tement définie.

» Ce modele est aussi raisonnable au regard de la situation étudiée.

En effet, dans I'énoncé, chaque urne contient n boules et apres avoir tiré les n boules de 'urne,
il faut un (n + 1)-ieme tirage pour constater que 'urne est vide.

On peut aussi bien imaginer que chaque urne contient en fait (n + 1) boules et que la procédure
s’arréte lors du tirage de cette (n+1)-iéme boule fictive : cet artifice permet de ramener cette nouvelle
situation a la situation précédente.

» Il reste cependant a vérifier que ce modele est cohérent avec I’énoncé qui exige que

Vi<k<n+2, PVi=1)=-.

2
Or
Vk=1]= |_| Vi=¢1,..., Voni2 = €2n42].
e€En 41
tq ex =1

Ces événements sont tous équiprobables et leur nombre est égal a (znn“) (il faut placer n "1", la

position k est occupée par un "1" et on choisit n positions parmi les (2n + 1) autres positions pour
placer les n autres "1"). Donc

by - Ol _ Qi) (a4 ngl
We=l= ) nm+ T @n+2)!  m+2 2

Jusqu'ici, tout va bien...

» La valeur prise par la variable aléatoire Y, est comprise entre 0 (lorsqu’on vide la seconde urne
avant de constater que la premiere urne vidée est bien vide) et n (lorsqu’on constate qu'une urne est
vide avant de tirer la premiére boule de I'autre urne).
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» Comme dans le premier cas,
[Yn = k] = [Yn = k) V2n+2 = O] u [Yn = k» V2n+2 = ”

et par équiprobabilité,
P(Yn=%)=2P(Yn =Kk, Vony2 =0).

L'événement [V,n 1, = 0] signifie que le dernier tirage a lieu dans 'urne "0" et donc qu’on a déja
constaté que l'urne "1" a été vidée.

La contrainte [Y, = k] signifie alors qu’on a tiré k fois de suite dans 1'urne "0" avant d’effec-
tuer le (2n + 2)-ieme et dernier tirage (également dans 1'urne "0"). Autrement dit, on s’intéresse aux
événements

[(V1 P >V2n+2) =¢]

tels que

Vinri-k =1, Vonti-w+1 = =Viane1-+kx =0, Vany2=0
(on constate que l'urne "1" est vide; on tire encore k boules dans I'urne "0" et on constate pour finir
que l'urne "0" est vide elle aussi).

Le nombre de ces événements est égal a (
(2n — k) positions libres) et par conséquent

2n—k

') (on choisit la place des n boules "1" parmi les

2%

n+1

VO<k<n, P(Yn=%k)=

#y On constate que les variables aléatoires Yy, et X1 — 1 suivent la méme loi : les encadrements 1 < k <
n+1et 0 < k— 1< nsont équivalents et

2(2(n+1]*k71) Z(Zn,(k,”)

1)—1
PXni1—T=k—1)=P(Xnp1 =k) = (2’;;)” =S L =P(Yu=k-1).
( n+1 ) (n+1)

Si on veut traiter I'exercice dans le temps imparti, il serait judicieux de partir de cette remarque, en la fondant
par un arqument combinatoire (sans entrer dans les détails).

@ Comme Y, est bornée, c’est bien une variable aléatoire d’espérance finie et, par définition de
I'espérance,

E(Y,) = kiokp(vn —X) = (ﬁ‘iﬁz) kiok(znn_ k) - (2;:]2) [zn:znn (D -~ :Z:k(iﬂ
(k e 2n—%)

D’apres la formule du triangle de Pascal (généralisée),
2n 2n
k n+1 k n+2 2n+1
L (w)=Ci) @ D) =) ()
= \n n+1 = \n n+2 n+1

VTLZ], E(Yn)—znz_,_z)|:(2TL+])(2T1:+]>—(Tl+1)(2n+2>:|

donc

+1 n+2

Apres quelques simplifications,

qui tend vers 1 lorsque n tend vers +oo.
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Soit A : R — M, (R), une application de classe ¢ . (Pour alléger les notations, on notera A au lieu de
At).)
On suppose qu’il existe une application

S: R—GL.(R)

de classe €' telle que
VtGIR, S.f]AtSt:Ao.

Démontrer qu'il existe une application continue
B:R—M,.(R)

telle que
VtER, A{ZBtAt—AtBt.

Réciproquement, on suppose qu'il existe une application continue B : R — 9, (R) telle que

Vte R, A{ :BtAt—AtBt.

Démontrer que, pour tout t € R, la matrice A(t) est semblable a A(0).
On part de I'hypothese habilement réécrite :
VteR, ASi=S{Ao
et on dérive en appliquant la formule de Leibniz :
VteR, A{S¢+AS{=S{Ao.
Comme la matrice S; est inversible, on en déduit que

VteR, Al=BA,—AB; avec By =5/S;'.

# Comme S est de classe ¢, 'application [t — S{] est continue et comme Sy € GL,, (R) pour tout t € R,
V'application [t — S '] est de classe €. (Inutile de se fatiguer i calculer la dérivée )

Réciproquement, on s’appuie sur le calcul précédent pour deviner ce que vaut S¢. On a en effet
démontré que
VtE]R, S{ :Btst.

Autrement dit, S est une solution d’une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre :
rien de plus simple a résoudre!
@ Comme [t — By] est continue, elle admet une primitive [t — C¢] (de classe ¢1..) telle que Co =
On, et on pose
vteR, Si=-expCs.

On a ainsi défini une application de classe ¢ telle que
So=expOn =1,
et on sait que
Vte R, S{ = C{(exp Ct) = (eXp Ct)C{ = BtSt = StBt.

On sait aussi que
VteR, S;'=exp(—Ci)

et donc que

disy"]

vVteR, at

= —Cy{.exp(—Cy) = —By.exp(—Cy) = —exp(—Cy).By.

@ On considére maintenant l’application F : R — 9, (R) définie par

VteR, F(t)=S;"ASi =exp(—Ci).Ar.exp(Cy).
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En particulier,
F(0) =I1.'Aol, = Ao.

En tant que produit de trois applications de classe ¢!, la fonction F est de classe ¢! et on calcule sa
dérivée : pour tout t € R,

F/(t) = —[exp(—Cy).B¢].A¢.exp(Cy) + exp(—Cy).A{. exp(Ct) + exp(—Cy).A¢. [Bi.exp(Cy)]
= exp(—Cy).(At.By = Br.A¢ + A{).exp(Cy) = On

par hypothese sur B;.
La fonction F est donc constante :

VteR, S;'.A.S=TF0)=A,.
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On considére (p + 1) urnes numérotées de 0 a p. L'urne i contient 1 boules blanches et (p — 1) boules
noires. On choisit une urne au hasard puis on effectue n tirages successifs avec remise dans cette urne. On
note Ny, le nombre de boules blanches obtenues.

Quelle est la loi de N, ?
Calculer I'espérance de N,.

Calculer la limite de P(N,, = j) lorsque p tend vers +oo.

Avant de faire le moindre calcul, il convient de définir le modele probabiliste qui va représenter
I'expérience aléatoire étudiée.

On consideére un espace probabilisé (Q, 4, P) sur lequel sont définies une variable aléatoire U
de loi uniforme sur [0, p] et une variable aléatoire N, : Q — [0,n] telle que

Vo<i<p, ¥0<j<n, PN, =jlU=1i)= (ﬁ)(;)j(l—;)nj.

La variable U représente le choix de I'urne et le conditionnement par 1’événement [U = 1] signifie
qu’on a choisi I'urne i. La proportion de boules blanches dans cette urne est égale a i/, et, comme
d’habitude, le nombre de succes en n tirages successifs avec remise dans cette urne est alors modélisé
par la loi binomiale #(n, V).

Les valeurs possibles pour N;, sont les entiers 0 < j < n.
Soit 0 < j < p. Il est clair que

P
[Np :J] = |_|[Np :j)u:i]
i=0

donc, par o-additivité de P,
P
PN, =j) =) PN, =j|U=1)P(U=1)
i=0
et, sous les hypothéses que nous venons de faire,
P(Np =) = —— i <n) (i)j(1 — i)n_j
P p+14\j/\p p/

Comme la variable aléatoire N, ne prend qu'un nombre fini de valeurs, c’est une variable aléa-
toire d’espérance finie et, par définition,

¥ “Jp(n)i"l“—l1p“<n)“1“—’
v = 3 e <=3 53 (1)) 00 = ES()G) 0 )
1 & i
- n-— (*)
pHé P
__n o pptl) _m
plp+1) 2 2

On aura reconnu en (x) I'expression de I'espérance pour la loi #(n, ;) et on sait que l'espérance de
la loi #(n,x) est égale a nx.

#v Le calcul ci-dessus est en fait un cas particulier trés simple de la Formule de I'espérance totale : si N
est une variable aléatoire d’espérance finie et si U : (O — N est une variable aléatoire, alors pour tout j € NN,
N est une variable aléatoire d’espérance finie pour Py _;) et

E(N) =) Eus(N)-P(U=j).
jeEN
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# Par ailleurs, le résultat trouvé n’est pas surprenant : dans le modeéle adopté, les boules blanches et les
boules noires jouent des roles symétriques. On en déduit que le nombre moyen de boules blanches est égal au
nombre moyen de boules noires. Comme le nombre total de boules tirées est égal a n, le nombre moyen de boules
blanches tirées doit étre égal a ™/.

La fonction [t — t/(1 — t)" 7] est continue sur le segment [0, 1], donc la somme de Riemann

() 05)

n—j

converge vers
1
J Y-y dt
0
lorsque p tend vers +4-co. Par conséquent,

lim P(N, =j)

p—+oo

1
J V(1 -4 dt.

Il
PR
—e ;S
~

@ Par intégrations par parties successives,

1

. : : 5!
e L 1= A+j+1)
donc 1
<j<n, lim PN, =j)= —-.
vosjsn Hm (Np =5) —

#v Ainsi, si le nombre d'urnes est trés grand, la loi de N, tend a devenir la loi uniforme sur [0, n].
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Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur I'espace probabilisé (Q, A, P).
On suppose que ces variables suivent toutes la loi géométrique & (p) de parametre 0 < p < 1 et on note,
comme d’habitude, ¢ =1 —p.

Pour tout w € Q, on pose

Clw) =max{n e N* : X;j(w) < Xz(w) < -+ < Xp(w)}.

Pour k € N*, caleuler P(X; > k), P(X2 > X3, X = k) et P(C > 2).
Ecrire une fonction geomCr(q) qui renvoie une réalisation de la variable aléatoire C.
Ecrire une fonction nbGeomCr (q) qui renvoie la moyenne de C calculée sur 1000 réalisations.

En admettant que C soit une variable aléatoire de variance finie, justifier que cette fonction donne une
valeur approchée acceptable de E(C).

Tracer nbGeomCr(q) en fonction de 0 < q < 1. Que peut-on conjecturer sur les limites de E(C)
lorsque q tend vers 0 ou vers 17

Démontrer que la probabilité

est égale a
(1 —qrqn<
(1—q)(1—q?)---(1—qm)

pour tout k € IN*.

Calculer E(C) en fonction de q.
Démontrer les propriétés conjecturées plus haut.

En toute rigueur, C est une variable aléatoire a valeurs dans IN U {+oo} puisque
Vke N, [C>kle A
(en convenant que max N = +o0 > k pour tout k € N*).

Le calcul de la loi de C permet de vérifier que C est néanmoins presque stirement finie :

P(CeN):P(ﬂ [C}k]): lim P(C > k)

k—+o00
keN*

par continuité décroissante.
En décomposant sur le systeme complet d’événements associé a la variable aléatoire X;,

X == X =1

ik

et par o-additivité de P,
+o00 )
PXi >k =) pq'=q~".
i=k

a [l est clair que
X2 > X1, Xy =kl =[Xa 2 kKN [Xy =Kl
et comme X; et X, sont indépendantes et de méme loi,
P(X2 > X1, X1 =k) =P(X2 2 K)P(X; =) = P(X; 2 ) P(X; =¥) = ¢*".p.g“~" = p.qg>! V).

@ Avec la convention précisée plus haut,

[C>20=D>X]= | | Xa=X;,X; =Kl €A
keN*

donc

+oo
_ P 1
P(C>2)=) pg’™ V= 5=
= 1—q 1+q

La documentation officielle de Python nous suggere fortement de commencer ainsi.
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from numpy.random import default_rng as generateur

def G(p):
return generateur().geometric(p)

Ensuite, il reste a effectuer des simulations successives jusqu’a ce qu’on tombe sur une valeur plus
petite que la valeur précédente.

def geomCr(q):
p=1-q
ref, C, valeur = G(p), 1, G(p)
while valeur>=ref:
ref, C, valeur = valeur, C+1, G(p)
return C

# Clest ici qu'il est important de savoir que C est finie presque sfirement...

Il s’agit simplement de calculer une moyenne sur 1000 termes.

def nbGeomCr(q):
S=0
for n in range(1000):
S += geomCr(q)
return S/1000

@ Si C est une variable aléatoire de variance finie, alors on peut appliquer la Loi des grands
nombres : si (Cp)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que C,
alors la moyenne

Cy+---+Cn
n
converge en probabilité vers E(C) — au sens ol

Ve>o0, lim P

n—-+4oo

(‘c1+---+cn

—E(C)‘ > 5) =0.
n

C’est en ce sens que la valeur renvoyée par la fonction nbGeomCr(q) (avec n = 103) est une approxi-

mation convenable de E(C).

# On a énoncé la Loi des grands nombres telle qu’elle figure au programme. Sous les mémes hypotheses (et
méme sous des hypotheses plus faibles), la moyenne empirique converge vers E(C) presque siirement :

p< lim Gt 4G :E(C)) - 1.

n—-+4oo n

Le code est bien connu.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

Q = np.linspace(0.01, 0.99, 100)
EC = [ nbGeomCr(q) for g in Q ]
plt.plot(Q, EC)
plt.xlabel("paramétre q")
plt.ylabel("Espérance de C")

Et le résultat est le suivant.
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On peut conjecturer que E(C) tend vers +co au voisinage de 0 et vers une limite positive au
voisinage de 1.

# Une variable aléatoire géométrique de parametre p modélise le temps d’attente du premier succes lors
d’expériences indépendantes ayant une probabilité p de réussir — et donc une probabilité q d’échouer.

a Lorsque q tend vers 0, chaque expérience a une tres forte probabilité de réussir. Autrement dit, les variables
aléatoires Xy, sont trés souvent égales a 1 (= réussite du premier coup). On comprend ainsi que C peut alors
prendre de grandes valeurs.

@ [nversement, lorsque q tend vers 1, chaque expérience a une faible probabilité de réussir et dans ces condi-
tions les variables aléatoires Xy, peuvent prendre des valeurs assez grandes, donc relativement variées et comme
elles sont indépendantes, il est trés peu probable qu’elles prennent des valeurs croissantes. On comprend que,
cette fois, C est trés souvent égale a 1 et que I'espérance de C ne soit guére plus grande que 1.

Comme Xj, ..., X sont des variables aléatoires définies sur (Q, A),
Xn>Xn_12>--2>X; 2K €A

En décomposant cet événement sur le systeme complet associé a Xy,

Xn2Xn1z-2Xi2K= | [Ka2Xaa 22X 2KHNX =10

LeN*
= |_|[Xn> 2 X 20N Xy =1
0>k
Par o-additivité, on en déduit que
+o00
PXn2Xn12-2Xi 2k =) P(Xn>--2Xp 200X =1).
=k

Comme X1, X3, ..., Xn, sont indépendantes, on déduit du lemme des coalitions que les événements
KnZ--2Xa210 et [Xy=1
sont indépendants, donc
PXn=-2Xo2U0NX =) =PXn 2 =2X2 2 0OP(X; =0).
De plus, comme X1, X3, ..., Xy, sont indépendantes et de méme loi, les vecteurs aléatoires
X1y oy Xno1) et (X2, X5)

ont méme loi et par conséquent
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pour tout k € IN* et toutn > 2.
a En reprenant les calculs menés plus haut, on montre que

2(k—1) —q)2g2(k=1)
. Pq (1—9)°q
VkeN, PXy>=X;>k) = -

A R ErIiErD

et cela valide la formule de 1’énoncé pour n = 2.
En supposant que

(1 _ q)nf1 q(n71)(€71)
1-q)(1—q?)--(1—qn1)

pour un entier n > 2 et pour tout { € IN*, on déduit de ce qui précede que

PXno1 22Xy 20 =

(1 _ q)n71 q(n71)(271) '
T—aq)(l—q?) - (1—qu 1 P9
(1—qmqrV
(1=q)(1=g?)---(T—=qn 1)1 —q")

pour tout k € N* : le résultat est démontré par récurrence.

-1

+o0
P(Xn > > X >k):Z(
=k

#» Remercions le sujet de cette précieuse indication : le calcul par récurrence de
P(Xn > > X1 > k)

est plus facile que le calcul direct de

PXnZz-2X3)=PXn2---2X; 21)
Par définition de C,
VTLEIN*, [C}n]:[Xn>2X1>1]EA,

ce qui prouve enfin que C est bien une variable aléatoire a valeurs dans N U {+o0}.
On peut aussi déduire du calcul précédent que

. 1—q 1
N* <P(C> N=+—15PC=2n)<— P(C>
YyneN 0 (Cz2n+1) T gt (C=n) T+ (C>=n)
et donc que
1
P(C > = — ).

Cela confirme ce qu’on avait annoncé : P(C = +o0) = 0 et on peut donc, a une partie négligeable preés de Q),
considérer que C est une variable aléatoire a valeurs dans IN.

On sait qu'une variable aléatoire a valeurs dans N est d’espérance finie si, et seulement si, la
série > P(C > n) est convergente et que, dans ce cas,

La remarque précédente prouve donc que C est une variable aléatoire d’espérance finie et que

E(C)—E (1—q™)
= (0-q)1=q?)--(1—qm)°

n=1

Commengons par démontrer que C est une variable aléatoire de variance finie. On sait que,
pour tout n € N*,
P(C=n)=P(C2n)—-P(C>n+1)

et, d’apres la remarque faite plus haut,

q(1T—q")

0<P(C=n) =T =5

P(C>=n)<qP(C=n).
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Par conséquent,

Pe=n, = ol(5g) |

et cette estimation prouve que C admet des moments de tout ordre : quel que soit I'entier d > 1, la
série ) n4P(C = n) est (absolument) convergente.
On a ainsi validé a posteriori 'application de la Loi des grands nombres.
@[] reste a étudier les limites de E(C) lorsque q tend vers 0 ou vers 1. Pour cela, on pose u1(q) =1
et

0—q"
(I—a)(1—q*)---(1—q")
1
T 0+ +q+a) - (T+q+-+q )

un(q) =

pour toutn > 2ettout0 < q < 1.
@ Comme chaque fonction u,, est positive et décroissante, la fonction

[q — E(C)]

est elle aussi positive et décroissante. Elle admet donc une limite, finie ou infinie, lorsque q tend vers
Oet

> i =
vyn > 2, (lllir})E (lllir})Zun Z(l]lir(l)un

Cela prouve que E(C) tend effectivement vers +oco lorsque q tend vers 0.
a- Sur la deuxiéme expression de un (q), il est clair que

Vn}Z,Vq}%, 0

/N

un(q) < un(]/l)

et comme la série ) un,(/2) converge, on a démontré que la série ) u,, convergeait normalement
sur [1/2, 1[. Par conséquent,

Jim EIC) Zéﬁ% 0=2

=e—1~1,7.
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Soient E, un espace vectoriel réel de dimension n et u, un endomorphisme de E ayant n valeurs propres
deux a deux distinctes. Déterminer le nombre d’endomorphismes v tels que v = .

Comme u admet n = dim E valeurs propres distinctes, cet endomorphisme est diagonalisable :

n
E= @ Ker(u—A¢I)
k=1

et ses sous-espaces propres sont des droites :
Vi<k<n, dimKer(u—AI)=1.

Si v? = u, alors u et v commutent (ce sont deux polynomes en v) et par conséquent, tout sous-
espace propre de u est aussi stable par v. Comme les sous-espaces propres de u sont des droites,
leurs vecteurs directeurs respectifs (qui sont par construction des vecteurs propres de u) sont donc
des vecteurs propres de v.

Autrement dit, quelle que soit la base

B =(e1y...,€n)

constituée de vecteurs propres | pour u | considérée,

Matz(u) = Diag(Ar,...,An) =D et Matg(v) =Diag(wr,...,tn) = A,
Mais u = v?, donc D = A? et par conséquent
Vi<k<n, upi=>A.

@ On distingue alors les cas suivants.

» Sil'un des Ay au moins est strictement négatif, le probléme posé n’a pas de solution. (On travaille
sur un espace vectoriel réel, donc les px doivent étre réels).

» Si tous les Ay sont strictement positifs, alors
V1<k<n, H.k:i Ak-

Il y a donc 2™ choix possibles pour la famille (1 )1<k<n et donc 2™ endomorphismes v tels que

v =u

» Si l'un des Ax est nul (A; = 0 par exemple), alors les (n — 1) autres sont strictement positifs
(puisqu’ils sont deux a deux distincts) et il y a cette fois seulement 2"~ choix possibles pour la
famille (ux)1<k<n (puisqu’on a nécessairement ; = 0) et donc seulement 2™ ~! endomorphismes v

tels que v2 = u.
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Soit (E, ||-||), un espace vectoriel normé de dimension finie. On considere un endomorphisme u € L(E) tel

que
VxeE, [lul)| <X
et on pose :
1 n—1
VneN v, = E};uk.

Soit x € Ker(u — I). Déterminer la limite de v, (x).
Soit x € Im(uw —I). Déterminer la limite de vy, (x).
Démontrer que Ker(u — 1) et Im(u — I) sont supplémentaires dans E.

Soit p, la projection sur Ker(u — I) parallelement a Im(u — I). Démontrer que la suite (vn)n>1
converge vers p.

Comme u(x) = x, alors

HENE

Yynx>1, wvu(x)=x

donc la suite de terme général v, (x) converge dans ce cas vers x.
Six € Im(u—1I), alors il existe y € E tel que x = u(y) —y. On en déduit que

|
=

k+1(

U (y) —

0

1T1-
Vynz>1, vu(x) :E

k

Par inégalité triangulaire et hypothese sur u,

n
™ )l + Iyl 2l

ynz1, e <
n n

Par encadrement, on en déduit que la suite de terme général v, (x) converge vers Og.

Par hypotheése, u est un ENDOMORPHISME de E, espace vectoriel DE DIMENSION FINIE. D’aprées
le Théoréme du rang,
dim Ker(uw —I) + dim Im(u —I) = dim E.

Par ailleurs, si x € Ker(u —1I) N Im(u — I), alors la suite de terme général v, (x) converge vers x
(premiére question) et vers O (deuxiéme question). Par unicité de la limite, on en déduit que x = Ok.
On a ainsi démontré que

E=Ker(u—1I) @ Im(u—1).

Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, alors L(E) est aussi un espace vectoriel de
dimension finie et toutes les normes sur L(E) sont équivalentes : nous allons choisir une norme pour
laquelle le résultat immédiat & démontrer.

@ Puisque Ker(u — I) et Im(u — I) sont supplémentaires dans E, on peut considérer une base
(¢1y...,¢) deIm(u—1I) et une base (er41,...,eq) de Ker(u —1I) et en déduire que la famille

B = (E1yeeeyEryErily-vry€d)

est une base de E.
Par définition de p,

V1<k<r, plex) =0 et Vr<k<d, plex)=¢x.

@ Pour tout endomorphisme f de E, on pose alors
d
Ng(f) = Z |f(ex) |-
k=1

» Il n’y a qu'un nombre fini de termes et tous sont positifs, donc cette somme existe et est un réel
positif.
» Par homogénéité de la norme sur E, Ng(A - f) = [A] - Ng(f).
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» SiNg(f) =0, alors
VI<k<d, 0<|[f(e)]] <Ng(f)=0

donc I'image par f de chaque vecteur de la base % est le vecteur nul. Comme % est une base, cela
prouve que f est bien I'endomorphisme nul. Donc N sépare les points.

» Par inégalité triangulaire dans E et comme le maximum est un majorant,
Vi<k<d, |[(f+g)ad)] <|[flen)] + [lgle)]]
et en sommant pour 1 < k < d ces inégalités, on en déduit que N g vérifie 'inégalité triangulaire :
VfigeL(E), Nz(f+g)<Nxz(f)+Nz(g)

Donc N g est bien une norme sur L(E).
a D’apres les deux premieéres questions,

VI<k<r, lim vp(ex) =0 =p(ex)
n—-+4oo
et Vr<k«d, lim wvp(ex) = ex = plex)-

n—-+4oo

Par conséquent,
d
Ng(vn—p) =D [[plex) — valew)||
k=1

tend vers 0 lorsque n tend vers +oo (somme de d suites de limite nulle), ce qui prouve que la suite
d’endomorphismes (vn )n>1 converge vers le projecteur p (pour la norme N4 et DONC pour toutes
les normes sur L(E)).
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Dans un espace euclidien E, on consideére un endomorphisme antisymétrique f :
Vxyek  (fx)ly) =—(x[fly)).

1.| Démontrer que
q

Vx€eE, (f(x)|x) =0 et (f*(x)|x) <O.

Soit A, une base orthonormée de E. Que dire de la matrice A = Matx(f)?
En calculant det(AT), démontrer que : si f est inversible, alors la dimension de E est paire.

Démontrer que 2 est diagonalisable et que son spectre est inclus dans R_.
Avecy = x et la symétrie du produit scalaire,

(fx)Ix) == (x|f(x)) == (f(x)[x)

donc (f(x)|x) =0 pour tout x € E.
Par antisymétrie de f,
2
(PP 1x) = (F(F(x)) Ix) == (F)[f(x)) = —[[f(x) |
donc (f%(x)|x) < 0pour tout x € E.
Dans une base orthonormée de E, la propriété d’antisymétrie de f se traduit matriciellement
par
VX, Y €M, 1(R), (AX)T.Y =—-XT.(AY)

c’est-a-dire

XTATY=-XTAY

ou encore
XT(AT +A)LY =0.

Cette propriété étant vérifiée pour foutes les matrices colonnes X et Y de 91, 1 (IR), on en déduit que
AT + A =0,, cest-a-dire
AT =—A.

# La réciproque est vraie : si & est une base orthonormée et si la matrice A = Matz(f) est antisymétrique,
alors I'endomorphisme f est antisymétrique.

Le déterminant d'une matrice carrée quelconque est toujours égal au déterminant de sa trans-
posée. Par conséquent,

detA =detAT =det(—A) = (—1)" detA.
Si f est inversible, alors det A # 0 et par conséquent (—1)™ = 1. La dimension de E est donc paire.

La matrice de f? relative a la base % est égale a A> = —AT.A. Elle est donc symétrique réelle
et comme la base Z est orthonormée, on en déduit que f? est un endomorphisme symétrique. En
particulier (Théoréme spectral), 'endomorphisme 2 est diagonalisable.

Si A € R est une valeur propre de f2 et si xo # O est un vecteur propre de 2 associé a A, alors

Allxoll* = (f2(x0) Ix0) < 0.

Or ||xo||* > 0 (puisque x¢ # Og), donc A < 0.
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Pour tout entier n > 1, on pose
up, =ann+bvinn+1)+cnn+2).

Déterminer la nature de la série _u,, en fonction des réels a, b et c.

Lorsque n tend vers +oo,

b+ 2c

un:(a+b+c)€nn+b€n(1 +%) +c€n(1 +%) =(a+b+c)nn+ +(’)(%).

> Sia+b+c#0,alors la série ) u, diverge grossiérement.
» Sia+b+c=0etb+ 2c # 0, alors
b+ 2c

n—-+oo n

et ) u, diverge (mais pas grossierement).
» Enfin,sia+b+c=b+2c=0,alors u, = O(1/n2), donc la série }_u, converge (absolument).

#v Dans ce dernier cas,onab = —2a et ¢ = a, donc
up =aflnn—2m(n+1) + n(n+2)]

et on reconnait une série télescopique :

VYN > 2, Zun:a[—fn2+€nmi:::ﬂ

donc la somme de la série est égale d —a {n 2.
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On pose
+o0 1
Fla) = och e
n—

Déterminer les limites de F en O et en +oo.

Tout d’abord, F(«) est bien définie pour tout o« > 0 (somme d’une série de Riemann convergente).
@ Comme tous les termes sont positifs,

Va>0, Fla)>own-

et par comparaison, F tend vers +oo au voisinage de +oo.

@ La fonction f définie par
104

est continue, décroissante et intégrable sur [1, 4+oo[ pour tout o« > 0.
Par comparaison entre une somme et une intégrale (faites une figure!),

N

—+o00 t
Va0, J od

oo o dt
Fla) <
R e () ochJ

LTt

c’est-a-dire
Va>0, 1<Fa)<1+a.

Par encadrement, on en déduit que F tend vers 1 au voisinage (droit) de 0.



rms132-1119

On étudie
“+o0 xe‘“"

f(x) =

fnn
n=2 n

Etudier la convergence simple et la convergence normale sur R, de cette série de fonctions.
Soit A > 0. Démontrer qu’il existe une constante M telle que

Que peut-on en déduire?
Démontrer que f est continue sur R et de classe ¢ sur R,

Démontrer que

f(X) +o0o e
Vn>2,Vx>0, —=>) .
X — (nk

La fonction f est-elle dérivable a droite en 0?2
Pour tout k > 2 et tout x € R, on pose

Xeka

nk

u(x) =

Il est clair que les fonctions uy sont de classe € sur R .
a Pour x =0, ona uy(x) =0 pour tout k > 2 et la série ) uy(x) converge évidemment.
Pourx >0,ona

x —kx —XxX\n
uk(x):m-e * k—)ZJrooo((e ) )

et comme 0 < e * < 1, on déduit du Théoréeme de comparaison que la série } uy(x) converge
absolument.
La série de fonctions ) uy converge donc simplement sur R

#o La fonction f est donc définie sur R au moins. Comme la série ) un(x) diverge grossierement pour
x < 0, la fonction f est donc définie sur Ry et seulement sur R .

@ Chaque fonction uy est positive et comme

—kx
, e
= — ] —
Vx>0, ul(x) ™ (1 —%kx),
on en déduit que
1
= 1 =
lull oo = wic (M) kK

Comme la série ) |luy||., diverge, la série de fonctions } 1y ne converge pas normalement sur R, .

#> Les séries de Bertrand n'étant pas au programme, pour justifier la divergence de la série Y -, il faut
prétendre qu’on a pris soin de comparer les sommes partielles de cette série aux intégrales

J'i ~ Ininn.

5 tdnt no+oo

De cette maniere, les apparences sont sauves...

Comme les uy (x) sont positifs,

“+o0 .I +oo 1 x
< - —kx < RN —
‘ Z uk(x)‘ S finn Z ¥ SThn T—ex
k=n k=n
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La fonction

= |x— —
¢ = T—ex
est évidemment continue sur R et tend vers 1 au voisinage de 0. Elle admet donc un prolongement
continu sur R et comme toute fonction continue sur un segment est bornée, quel que soit A > 0, il

existe M > 0 tel que

Vxel0,Al, 0<$<M

Les inégalités larges étant conservées par passage a la limite, on en déduit que

7kx

¥ x € 10,A], ‘ka M

S tn’

Cet encadrement prouve que la série de fonctions ) _uy converge uniformément sur [0, A].

Comme les fonctions uy sont continues sur R et que A est quelconque, on en déduit que la
somme f est continue sur R, (= 1'union des segments [0, A] lorsque A parcourt R ).
@ Fixons maintenant o > 0.

» Sil’entier k est assez grand pour que ko > 1, on déduit de I’étude des variations de uyx que
Vx 2o, 0<uk(x) < ule).

Le majorant est indépendant de x € [x,+oco[ et la série D~ uy(«) est convergente, donc la série ) uy
converge normalement sur [ot, +00[.

# Pour l'instant, cette étude ne nous apprend rien de nouveau. Patience...

» Par inégalité triangulaire, pour tout k > 2,

—kx
+ kug(x).

Vx>0, ’uﬁ(x” < e(’,nk

D’apres ce qui précede, pour tout k assez grand,
Vx>« ‘uﬁ(x)‘ < (e7%)* + kuy (o).
Le majorant ne dépend pas de x et

(e™*)* + kuy(x) = o(ke ).

Comme la série ) k(e *)* converge absolument pour « > 0 (puisque le rayon de convergence de
la série entiére Y kx* est égal a 1 et que 0 < e~ * < 1). Donc la série des dérivées ) 1] converge
normalement sur tout intervalle [, +ool.

D’apres le Théoreme de dérivation terme a terme, la somme f est une fonction de classe €' sur

10, oo = | J e, +o0l

>0

et pour tout x > 0,

a Comme {nk B o(k), la série }_ 1 est divergente par comparaison a la série harmonique
—+00

(Théoreme de comparaison pour les séries de terme général positif).
Soit A > 0. Puisque la série de terme général positif }_ - est divergente, il existe na € N tel
que
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Comme

etque 0 < A < 2A, il existe & > 0 tel que

MA o—kx
VO0<x<a, kgz ™ > A.
Par conséquent,
V0<x<a f%c))A.

Comme A est arbitrairement grand, on en déduit que f(x)/x tend vers +oco au voisinage de +o0 et
donc que f n’est pas dérivable en 0.

# On a démontré que le taux d’accroissement [f(x) — f(0)]/(x — 0) tendait vers +oo et donc que le graphe
de f admettait une tangente verticale (vers le haut!) a I'origine.
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On considere la matrice

10 2
A=10 1 0
2 01

Justifier sans calcul que A est diagonalisable. Donner une base de vecteurs propres.
Résoudre le systeme différentiel suivant.

x' = x + 2z
y =y
z/ = 2x + z

La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable : ses valeurs propres sont réelles
et ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux.

# Je n’ai pas envie de calculer le polynome caractéristique de A, méme si ¢a ne pose aucune difficulté parti-
culiere, je vais me débrouiller autrement.)

# Pour gagner un peu de place, je vais systématiquement assimiler les matrices colonnes et les vecteurs de
R3.

» La deuxiéme colonne de la matrice A nous indique que 1 est une valeur propre de A. De plus, le
rang de

0 0 2
A-Iz=(0 0 O
2 00

est égal a 2, donc Ker(A —I3) =R - (0,1,0).

» La trace de A est égale a 3 et comme A est diagonalisable, il existe deux réels 1 + o tels que
Sp(A) ={1—o; 1; 1+ «}.
Le déterminant de A est égal a —3 (calcul rapide) et aussi a 1 — «?, donc o = 2 et

Sp(A) = {~1; 13},

» Comme
2 0 2 -2 0 2
A+I3=(0 2 0 et A—3l3=(0 -2 0|,
2 0 2 2 0 =2
onaKer(A+1I3) =R-(1,0,—1) etKer(A —3I3) =R - (1,0,1).
» En posant
1T 0 1
P=10 1 0],
-1 0 1
on a donc o
PAP = A ¥ Diag(—1, 1, 3)

d’apres la formule de changement de base (les colonnes de P forment une base de vecteurs propres
de A, respectivement associés aux valeurs propres —1, 1 et 3).

# On constate que les trois droites propres sont, comme annoncé, deux a deux orthogonales.
On aurait pu choisir une base orthonormée de vecteurs propres (ce qui nous aurait donné une matrice de
passage P orthogonale), mais ici, ce n’est pas franchement utile et j'ai privilégié la simplicité de la matrice.

En posant
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il s’agit ici de résoudre 1’équation différentielle linéaire et homogene du premier ordre (sous forme
résoluble)
VteR, X'(t) = AX(t).

Nous allons résoudre ce systeme en utilisant les éléments propres de A.

# Ce systeme différentiel est mal choisi : il s’agit en fait de résoudre d’une part I'équation différentielle
y’ =y et d’autre part le systeme

x'=2x+ z
z/ = x+ 2z

qui est associé a une matrice de S; (R) : on n’est donc pas vraiment en dimension 3...

@ Premiere méthode.
En posant

)
VteR, Yt)=P 'X1t)=|vt) |,

on constate que, pour tout t € R,

X'(t) = AX(t) < P '.X'(t) =P "AX(t)
& (P'X)(t) = (P TAP).(P'.X)(1)
= Y'(t) = AY(L).

I s’agit donc en fait de résoudre le systeme différentiel (découplé) suivant.

u'(t) = —u(t)
vi(t) =v(t)
w’(t) = 3w(t)
La solution générale est de la forme
u(t) =Kj e’t, v(t) = Kzet, w(t) = K3€3t

donc X = (x,y,z) est une solution du systeme étudié si, et seulement si, il existe trois constantes
d’intégration Ky, K, et K3 telles que

Kie t 4+ Kze3t
YteR, X(t)=PY({) = Kyet
—Kje t +Kze3t

& Le systeme différentiel étant maintenant résolu, on doit considérer que I'exercice est terminé.
Cela dit, le cours nous dit que la solution X peut s’exprimer en fonction de la position initiale X(0) a 'aide
de I'exponentielle de matrice :
VteR, X(t)=exp(tA).X(0)

avec
x(0) —z(0)
Ky 2
Kz | =Y(0) =P 'X(0) = y(0)
K3 x(0) +y(0)
2
On en déduit (apres avoir calculé P~1) que
3t —t 3t t
e —12— e o ¢ . e (0)
X(t) = 0 et 0 y(0)
e3t e—t e3t + e—t
5 0 5 z(0)

exp(tA)

et comme la colonne X(0) est quelconque, on peut en déduire exp(tA) par identification.
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Mais ce calcul est plutot fastidieux.

@ Deuxiéme méthode
On a trouvé une base orthogonale de vecteurs propres pour A :

1 0 1
u1 = 0 ) uZ = 1 y u3 =1(0
—1 0 1

D’apres le cours, la projection orthogonale Py sur la droite R - Uy est donnée par

WUy
TR

Py

On en déduit tres facilement que

1 1 0 -1 0 0 0 1 1 0 1
P1=i- 0O 0 0}, P,={(0 1 0}, PSZE' 0 0 0].
-1 0 1 0 0 0 1 0 1

Les valeurs propres associées aux vecteurs propres U;, U, et U3 étant —1, 1 et 3 respectivement, on
en déduit que
YyneN, A"=(-1)"-P;+1"-P,+3™.P;3

et donc que
VteR, exp(tA)=e '-Py+e'-Pr+e’t P

On en déduit enfin que la solution générale du systéme étudié est

X(t) = exp(tA).X(0) = et - P1X(0) + e' - P2X(0) + e3' - P3X(0).

# Cette méthode pour calculer exp(tA) est préférable a la précédente (cet avis n’engage que moi).
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Soient X, une variable aléatoire a valeurs dans N et p € IN*. On suppose que
VneN, P(X=n)= E P(X=n—1).

Déterminer la loi de X.
Calculer I'espérance de h%x

On démontre par récurrence que

VneN, P(X:n):%P(X:O).

A un facteur pres, on reconnait la loi de Poisson P(p), donc P(X =0) = e P.
Comme X est positive, la variable aléatoire Y = 5 est bornée (ses valeurs sont comprises

T+X
entre 0 et 1), donc c’est une variable aléatoire d’espérance finie et son espérance peut se calculer a

I’aide de la Formule de transfert. On a donc

k —p to© k+1 —p T ¢ —p P
() =L T Ly €=
14k k! P = (k+1)! p &= P P
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Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de parametres respectifs
Aj et As.
Quelle est la loi de X + Y ?

Déterminer la loi conditionnelle de X sachant

X+Y=nl.

Préciser I'espérance et la variance de cette loi.

D’apres le cours (additivité de la loi de Poisson), la variable aléatoire X +Y suit la loi de Poisson
PA1 +A2).
Comme X + Y suit une loi de Poisson, on sait que P(X +Y =n) > 0 pour tout n € N*.

La fonction X prend ses valeurs dans IN, donc la loi conditionnelle de X sachant [X +Y = n] est
une loi de probabilité sur IN.

» Comme Y est a valeurs positives, on a X(w) < X(w) + Y(w) pour tout w € Q. Pour tout entier
k > n, on a donc
X=kINnX+Y=nl=g
etdoncP(X=k|X+Y=n)=0.
» Pour0 <k < n,

B . PX=KkX+Y=n) PX=kY=n—k PX=KP(Y=n—k
PX =k X+ Y =n) = Yy —n) ~ PXtv=n) ~ PXivV=n)

(par indépendance)
A k A n—k
B (2)(Alﬁjkz) (A14sz) :

@ On reconnait la loi binomiale #(n,p) avec p = A1/(A1 + A2). Par conséquent,

n )\]
A+ Az

AMA
(A1 +22)%

Exiv=n(X) = et VX|X+Y=n)=n-
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Soient X, Y et Z, des variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de parametres respectifs
a, b et c. On pose
U=X+Y e V=Y+LZ

Calculer le coefficient de corrélation linéaire de U et V.

# SiU etV sont deux variables aléatoires de carré intégrable, alors leur coefficient de corrélation linéaire est
défini par :
Cov(U, V)

(U V) = i otv)

(ot 0(X) est I'écart type de la variable aléatoire X).

D’apres 'inégalité de Schwarz, le coefficient de corrélation linéaire est compris entre —1 et 1. D’apres le
cas d’'égalité, il est égal a £1 si, et seulement si, il existe un couple réel («, 3) # (0,0) tel que la combinaison
linéaire oL + BV soit presque sfirement constante.

Comme X, Y et Z suivent une loi de Poisson, ce sont des variables aléatoires de carré intégrable.
Par combinaisons linéaires, les variables aléatoires U et V sont aussi de carré intégrable, donc leur
coefficient de corrélation linéaire est bien défini.

Par bilinéarité de la covariance,

Cov(U, V) = Cov(Y,Y) = V(Y) = b.

puisque des variables aléatoires indépendantes sont décorrélées.
La variance d'une somme de variables aléatoires indépendantes est égale a la somme de leurs
variances, donc

o(W).o(V) = VV(X) + VIV)/V(Y) + V(Z) = v/(a+b)(b+c).
Le coefficient de corrélation linéaire de U et V est donc égal a
b
b+a)(b+c)




rms132-1125

Trouver toutes les matrices A € M3 (IR) telles que

0 0 1
A2=(0 0 0
0 0 0

On utilise les notations habituelles pour les vecteurs de la base canonique :

1 0 0
Er=(o0], .= (1], Es=]o0
0 0 1
@ Analyse
» Si une telle matrice A existe, alors A = (A?)? = 03, donc A est nilpotente et son indice de

nilpotence est strictement supérieur a 2. Comme l'indice de nilpotence d'une matrice de Mi3(R) est
inférieur a 3, on en déduit que l'indice de nilpotence de A est égal a 3 et donc que A® = 0.
En particulier, la matrice A n’est pas inversible, dim Ker A > 1 et

R-E; =ImA? Cc KerA

puisque A% = A x A2 =0;.
» On vient de remarquer que le vecteur E; appartient 8 ImA? C ImA. Par ailleurs, KerA C
KerAZ = [z =0] etdimKer A < 2.

SidimKer A = 2, alors rg A = 1 (Théoréme du rang) et d’aprés les inclusions précédentes,

ImA=R-E; Cz=0] =KerA.

Dans ces conditions, A2 = A x A = 03, ce qui contredit 'hypothese de ’énoncé. Donc dim Ker A = 1
et par conséquent
KerA=ImA”* =R -E;.

La premiere colonne de A, égale a AE;, est donc la colonne nulle.

» La deuxiéme colonne de A2, égale a AZE, = A(AE,) = 0, nous dit que AE; (la deuxieme colonne
de A) appartient au noyau de A. Elle est donc proportionnelle a E; : il existe « € IR tel que

AEZ = ocE1

et comme E; ¢ Ker A =1R - E4, le scalaire « ne peut pas étre nul.
» Enfin, la troisiéme colonne de A? vérifie :

1
E; = A%E; = —AE,
[0 8

et par conséquent
1
A(AE; — —E;) =o0.
o
Connaissant le noyau de A, on en déduit qu’il existe donc un réel {3 tel que

AEs— 1B, = BE;.
x

11 existe donc deux réels @ € R* et 3 € IR tels que

0 « fB

A=10 0 Tk

0 0 0

@ Synthese
11 est clair que
0 a« B\> /0 0 1
0 0 Vsl =(0 0 0
0 0 0 0 00
quels que soient les réels « € R* et § € R.
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Soit f, un endomorphisme de R différent de I'endomorphisme nul we et représenté par une matrice A
dans la base canonique. On suppose que f + f3 = 0.

Démontrer que A n’est pas inversible.

2.| Démontrer que
q

R3 = Kerf @ Ker(f? +1).

Démontrer que Ker f n’est pas réduit au vecteur nul.
Démontrer que A est semblable i la matrice

0 0 O
B=(|0 0 1
0 -1 0

On a supposé que A + A% = 03. Si la matrice A était inversible, on pourrait en déduire que
I3 + A% = 03 et donc que
det(A?) = det(—1I3) = (—1)° = —1.

Or det(A?) = (det A)? et comme det A € R, il est impossible que (det A)? = —1. Donc la matrice A
n’est pas inversible.
Le polyndme X+X3 = X(X?+1) est un polyndme annulateur de f et les facteurs X et X? +1 sont
premiers entre eux (ils sont irréductibles et ne sont pas associés). Le Théoréme de décomposition des
noyaux donne directement

R> = Ker f @ Ker(f? +1).

On a démontré que la matrice A n’était pas inversible. Comme f (représenté par A) est un
endomorphisme d’un espace de dimension finie, la non-inversibilité de f prouve la non-injectivité
de f (Théoreme du rang). Autrement dit, Ker f # {Og}.
Comme Ker f # {0g}, il existe un vecteur non nul ¢; dans Ker f.

Comme f # wg, le sous-espace Ker(f2 +1) n’est pas réduit a {O¢ } et il existe donc un vecteur non
nul ¢, dans Ker(f2 +1).

Le sous-espace Ker(f? + I) est stable par f (c’est le noyau d’un polynéme en f), donc le vecteur
e3 = f(e2) appartient aussi a Ker(f? + 1).

Si (€2, €3) était liée, alors il existerait A € R tel que

fle2) =e3 =A-e2,
donc ¢ serait un vecteur propre de f associé a A. Mais comme ¢, € Ker(f? + I), on aurait aussi
—E&) = fz(Ez) = ?\2 - €2
et donc A> = —1, ce qui est impossible. On a donc une famille libre de deux vecteurs dans le sous-
espace Ker(f? +1).
Comme les deux sous-espaces Ker f et Ker(f2+1) sont supplémentaires dans R3, que dim Ker f >
1 et que dim Ker(f2 +1) > 2, on a donc

Kerf=R-e; et Ker(f*+1I)= Vect(e,,e3),

ce qui prouve que (€1, €2, €3) est une base de RR3 et dans cette base la matrice de f est bien égalea B:
les matrices A et B sont donc semblables.
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Soit u, un endomorphisme de R*™ tel que u> = 0 ef rgu = n.
1.a. | Démontrer que Keru = Imu.

1.b. | En déduire qu’il existe une base de R*™ dans laquelle la matrice de w est égale i

0n In

On On/°
Soit w, un endomorphisme de R3™ tel que u3 = 0 et rgu = 2n.
2.a. | Démontrer que Keru = Imu?.

2.b. | En déduire qu’il existe une base de R3™ dans laquelle la matrice de w est égale i

On In On
On On In
On On On

Comme u est un endomorphisme d’un espace de dimension finie égale a 2n, on déduit du
théoréme du rang que
dimKeru =2n —rgu =n. (5)

Par ailleurs, comme u? = 0, on a aussi
Imu C Keru. (6)

On a établi une inclusion et I'égalité des dimensions (finies!), donc les deux sous-espaces sont égaux :

Imu = Keru. 7)
Comme la dimension de Imu est égale a n, il existe une base (er,...,en) de Imu et, par
définition de l'image, il existe une famille (en1,..., €2y ) de vecteurs tels que
vi<k<n, ex = u(enik)-
Vérifions la famille Z = (e1,...,€n,e€ny1,---,€2n) est bien une base de R?™ : pour des raisons

de dimension, il suffit de prouver que # est une famille libre. Si les scalaires Ax (1 < k < 2n) sont
tels que

2n
Z )\k ek = 0, (8)
k=1

alors

n 2n
ZAk'u(enJrk)‘f' Z Ax - ex = 0.
k=1 k=n+1

Par linéarité de u et comme u? = 0,

2n n
0= Z Ak -uley) = ZAn+k'ek-
k=1

k=n-+1
Par construction, la famille (eq,..., e, ) est libre, donc les scalaires An 11, ..., A2, sont tous nuls. Il ne

reste de (8) que
n
D> Ae=0.
k=T

A nouveau, la famille (e1,...,en) estlibre, donc les scalaires Ay, ..., Ay, sont tous nuls : on a prouvé
que % était une famille et (donc) une base de R*™.
:a Comme u? =0,
Vi<k<n, ulex)=u?(enix)=0.

D’autre part, par définition de la famille %,

vyn+1 <k<2n, u(en+k) = €.
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Donc la matrice de u relative a cette base Z est bien la matrice voulue.
D’apres le Théoreme du rang,
dimKeru = dimR*™ —rgu = 3n —2n = n. )
Comme u3 = uwou? =0, il est clair que
Imu? C Keru (10)
et en particulier
rg u? < dimKeru = n. (11)
Comme Ker u est un espace de dimension n (9) contenu dans Keru?, il existe une base (¢1,. .., en)
de Keru et on peut compléter cette base pour obtenir une base de Keru? :
Vect(€1, ...y En, Enil,y ..., Er) = Keru?. (12)
——
base de Ker u
On en déduit que
Keru @ Vect(eni1,...,er) = Keru?. (13)
La famille (u(an Yyuun ,u(sr)) est libre : en effet, si
T
Z Ak - ulex) =0,
k=n-+1
alors
.
u( Z 7\k'£k> =0.
k=n+1
Dans ces conditions, la combinaison linéaire
T
> hea
k=n-+1
appartient a la fois a Keru et a Vect(en1,..., ), alors que ces deux sous-espaces vectoriels sont en
somme directe. Par conséquent, cette combinaison linéaire est nulle et comme la famille (en 1, ..., &)
est libre, on en déduit que les scalaires A, 11, ..., A sont tous nuls.
Comme u? = 0, la famille (w(en1),...,u(e;)) est une famille libre de (r — n) vecteurs dans
Keru. Comme dim Keru = n par (9), on en déduit que (r —n) < n, c’est-a-dire
dimKeru? =r < 2n. (14)
D’apres le Théoreme du rang,
rg uw? =dimR3>" —dimKeru? >3n—2n=n (15)
et d’apres (11) et (9), on a donc
rg u? =n = dimKeru. (16)
Avec l'inclusion (10) et I’égalité des dimensions, on a prouvé que
Imu? = Keru.
Considérons une base (eq,...,en) de Imu?. Il existe donc une famille (ezn+1,...,e3n) telle
que
VI<k<n, ex=u’(eni)
et on pose

VI<k<n, enik=ulernix).

On vient de définir une famille

93:(eh~--)en>en+1v~-~>62n>62n+1>-")63n)

= (u2(62n+1 )» .. -auz(e3n)»u(e2n+1 )) .. ')u(eSn)) €o2ntlyeeny e3n)'
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1 suffit bien entendu de vérifier que cette famille est libre pour démontrer que c’est une base de R3".
Considérons donc une relation de liaison :

0= Z Ax - ex = Z M- (eanix) + Z Ansi - u(eanii) + Z A2ntk - €2n4k
k=1 — k=1 -

et appliquons u? : comme u3 = 0, il reste seulement

Z A - u?(ex) Z}\Zn+k ek

k=2n-+1
et comme la sous-famille (eq,...,en) est libre par construction, on en déduit que Apni1 = -+ =
Azn = 0. Il reste alors
2n
0= Ac-ex= Z M- (eansk) + Z Anix - w(€anx)
k=1 k=1 k=1

et on applique u. Comme u3 =0,

0= Z Atk - u(eanik) Z Antk * €k.

On obtient, comme précédemment, ainsi que A1 = - -+ = Ay, = 0. Il reste donc seulement
n
Z )\k sl = 0
k=1
d’ot1 on déduit enfinque Ay =--- =A, =0.
@ Comme u(er) =u’(ezni1) =0,..., ulen) =u3(e3n) = 0 et comme, par construction méme,

Vi<k<n, ulenik)=ex et ulernix) =enik,

la matrice de u dans cette base a exactement la forme voulue.
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La matrice

10 O
A=10 2 -1
01 0

est-elle diagonalisable ?
Démontrer que la matrice A est semblable a la matrice

100
T=(0 1 1
0 0 1

En déduire I'expression de A™ pour tout n € N.
Retrouver cette expression en décomposant A sous la forme 13 + N.

La premiere colonne de A nous montre que 1 € Sp(A). Le rang de la matrice

0 0 0
N=A—-I3=|0 1 -1
0 1 -1

est égal a 1, donc le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 1 est le plan d’équation
ly—z=0L

La trace de A est égale a 3 et c’est aussi la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité.
Comme 1 est une valeur propre de multiplicité au moins 2 (= dimension du sous-espace propre), on
en déduit que 1 est en fait valeur propre triple.

La multiplicité de la valeur propre 1 étant strictement supérieure a la dimension du sous-espace
propre associé a 1, on en déduit que A n’est pas diagonalisable.
Soit f, I’endomorphisme de R? représenté par la matrice A dans la base canonique %,. S'il
existe une base # = (&1, €2, €3) telle que

Matz(f) =T,

alors le vecteur €3 est choisi hors de Ker(f —I), le vecteur ¢, est I'image de €3 par f —I et le vecteur
€1 est choisi de telle sorte que (&1, €2) soit une base de Ker(f —I).

Choisissons €3 = (0, 1,0). Il faut alors e, = f(e3) — ez = (0,1, 1) et on peut choisir ¢; = (1,0,0)
(qui vérifie ’équation du plan Ker(f — I) sans étre proportionnel a ).

11 est clair que la matrice

100
P = Matg, (e1,€2,63) = |0 1 1
01 0

est inversible, ce qui prouve que % = (¢1, €2, €3) est bien une base de R3.
Enfin, par construction des vecteurs ¢y, on a bien

fler) = &1, f(e2) = €2, flez) =ex+e3
ce qui prouve que Matz(f) =T.
Les matrices A et T sont donc bien semblables.

D’apres ce qui précede, T = P~'AP, donc A = PTP ! et

(%

VneN, A"™Zprnp,

On vérifie facilement (récurrence, bindme...) que

—_
o
o

YyneN, T"=(|0 1T n|=nT—(n—-1)Is.
00

—_
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Par conséquent,

10 0
VneN, A" ZrA—m—-1)=[0 n+1 -n
0 n 1—n

# On a utilisé deux fois (x) le fait que I'application [M — PMP~1] est un morphisme d’algebres.

On a déja défini la matrice N. Il est clair que N est nilpotente d’indice 2 (c’est-a-dire N # 03 et
N

= 03). Comme toute matrice commute a I3, on peut appliquer la formule du bindme et en déduire
que

n
A" = (I3 + N =15 + (T)N‘ +y (2)Nk:13+nN.
k=2

# Ce n'est vraiment pas treés différent des calculs qui précedent...
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Soient E, un espace vectoriel de dimension trois, et (e, ez, e3), une base de E.
Pour a € C, on définit I'endomorphisme f de E en posant

fa(er) =fa(ez) =ae; +e2 —ae3 et fq(ez) =0k.

Donner une base de l'image et une base du noyau de f .
Ecrire la matrice A de fo relative a la base (e1, ez, e3).
Calculer A?. Qu’en déduire?

Quelles sont les valeurs propres de fo ? Cet endomorphisme est-il inversible ? diagonalisable ?

RENE

Par définition, le noyau de f, contient les vecteurs e; — e3 et e;. Comme la famille (eq, ez, e3)
est libre, les vecteurs

eg=1-e7+0-e2+(—1)-e3 et e2=0-e1+1-e2+0-¢e3

sont linéairement indépendants, donc dim Ker f, > 2.
Par ailleurs, le vecteur

ez3="Tfqle1)=a-e1+1-e2—a-e3=a-e1+1-¢€

n’est pas nul (en tant que combinaison linéaire d"une famille libre dont les coefficients ne sont pas
tous nuls) et appartient a I'image de f,. Donc le rang de f, est au moins égal a 1.
D’apres le Théoreme du rang,

Kerfy, = Vect(e1,e2) et Imf,=C-(a-¢ey+ ¢&32).

La matrice de f, dans la base (e, €2, e3) est égale a

a 0 a
A= 1 0 1
—a 0 —a

La matrice de f, dans la base (€1, €2, e1) est égale a

0 0 a
Al=10 0 1
0 0 0

D’apres la formule du changement de base, ces deux matrices sont semblables.
Il est clair que (A’)? = 03. Comme A et A’ sont semblables, A% = 03.

# On pouvait aussi remarquer que Im f, C Ker f pour conclure encore plus vite.

La matrice A est donc nilpotente. Comme elle n’est pas nulle, elle est donc nilpotente d’indice
2: son polyndme minimal est égal a X? et son polyndme caractéristique a X>.
Puisque A est nilpotente, son spectre est égal a {0}. Cette matrice n’est donc pas inversible.

Si elle était diagonalisable, alors elle serait semblable & la matrice nulle et donc en fait égale a la
matrice nulle. La matrice A n’est donc pas diagonalisable.
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Soit @, l'application définie par
VP e Rn[X], PY(P)=P+P.

Démontrer que \p est un endomorphisme de Ry [X].
La matrice M, qui représente \p dans la base canonique de R+, [X] est-elle inversible ?
Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Il est clair que P est linéaire de R, [X] dans R[X]. De plus,
VP eRLX], degP’ < degP
donc
VP eRyX], deg(P)< max{degP,degP’} <degP <n

donc P (P) € Ry [X] pour tout P € R, [X] : 'application 1 est bien un endomorphisme de R, [X].
Il est clair que (1) =1 et que

Vi<k<n, WYX =x<4+kxk

donc
11 0—0

012\0

1

~

0——0 1

Cette matrice est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous différents de 0, donc elle est
inversible.
Ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc Sp = {1}.

Pour n > 2, la matrice est distincte de I,,, donc elle n’est pas diagonalisable.

My, =

#v La seule matrice semblable a la matrice identité 1,, est la matrice 1, elle-méme.
De ce fait, la seule matrice diagonalisable dont le spectre soit réduit a {A} est la matrice Nl,,, matrice de
I"homothétie de rapport A.

En revanche, pour n = 1, elle est diagonale (soupir).
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Soit f, I'endomorphisme de ©? canoniquement associé a la matrice

A= (2 Z) € M, (C).

On suppose quea+c=b+d=1.

Démontrer que : si

< ]) ( 1>,
X2 Y2
LZlOTSX] + X2 =1 —I—yz,

Démontrer que (1,—1) est un vecteur propre de f. Quelle est la valeur propre associée ?

Soit V, un vecteur propre non colinéaire a (1,—1), alors V est un vecteur propre associé a la valeur
propre 1.

L’hypothése faite sur A peut se traduire matriciellement par

Par conséquent, si AX =, alors
uy = U(AX) = (UA)X = UX

c'est-a-dire : y1 +y2 = x1 + x2.
D’apres la question précédente,

avecy; +y2 =1—1=0,donc

A(_1]> —y- (1 1),

Cela prouve que le vecteur (non nul!) (1,—1) est un vecteur propre de f associé a la valeur propre
y1. D’apres les coefficients de A, la valeur propre y; est aussi égale a (a — b).

5iV = (x1,x2) est un vecteur propre de A, alors
AV=A.V,

donc x1 +x2 = A (x1 +x2). Si V nest pas colinéaire a (1,—1), alors x1 + x, # 0 et par conséquent
A=1.

# Latrace de Aest égale i a+d = a+(1—b) = (a—b) +1: c’est bien la somme des deux valeurs propres
qu’on a trouvées.
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3 2 3
A=[-1 5 =2
-1 3 0

est-elle diagonalisable ? Déterminer ses éléments propres.
Trouver une matrice B € 9M3(R) telle que B* = A.
Les matrices B € 93 (R) telles que B> = A sont-elles diagonalisables ?

Pour tout A € R,

La matrice

2-A 2 -3
det(A —ALs)=|2—A 5-A -2 (Cy ¢ Cy +Cy +C3)
224 3 A
12 -3 12 =3
—2-M]1 5-A —2|=(@2=n)]0 3-A 1 dReh—h,
L3<;I_3—L1
13 - 0 1 3-2A
=2-N*(4-X)

Donc le polynome caractéristique de A est (X—2)2(X—4) : le spectre de A est égal a {2;4}. Les matrices

1 2 -3 -1 2 -3
A—2I3=[-1 3 —2| e A—4l;=[-1 1 =2
—1 3 =2 ~1 3 -4

sont toutes les deux de rang 1, donc la matrice A n’est pas diagonalisable.
Ces matrices nous indiquent que

1 —1
Ker(A—2I3)=R- |1 etque Ker(A—43)=R- | 1
1 1

Comme (X — 2) et (X —4) sont scindés et n’ont pas de racine commune, ils sont premiers entre
eux, donc (X — 2)? et (X — 4) sont premiers entre eux et, d’apres le théoréme de décomposition des
noyaux,

R3 = Ker(A —413) @ Ker(A — 213)2. (%)
La matrice
2 -1 —1
(A=2I3>=|-2 1 1
-2 1 1

nous indique que Ker(A — 213)? est le plan d’équation 2x —y — z = 0]. Comme le vecteur (0, 1,—1)
appartient a ce plan sans étre colinéaire au vecteur (1, 1, 1) (qui dirige Ker(A —21I3)), on dispose d'une
base de Ker(A — 213)2.
@ On constate que
0 5
(A=2I3)[ 1 |=1]5
—1 5

-1 5 0
P=1{1 5 1
1 5 -1

est donc inversible : c’est la matrice de passage de la base canonique a une base adaptée a la décom-
position (x), constituée d’un vecteur propre ¢ associé a 4; d'un vecteur propre ¢, associé a 2 et d'un
vecteur €3 tel que

La matrice

(A —2I3)(e3) = €3, Cest-a-dire Ae3 =0-e1+1-e2+2-¢€3.
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D’apres la formule de changement de base,

4 0 0
P'AP=(0 2 1
0 0 2
@ 5i B est une matrice telle que
2 0 0
P7'BP=(0 V2 « |,
0 0 V2
alors
4 0 0
P7'B’P=(P7'BP)?’=(0 2 2V2«
o0 2

et il suffit de choisir o = 2\]—5 pour obtenir
P 'B’P =P 'AP

et donc B2 = A.

# Pour ceux qui attachent de I'importance a ces détails,

, (105 5
Pl=—|2 1 1
2080 10 —10

et le calcul explicite de B est particulierement pénible.

# On a une excellente raison de chercher P~ BP sous forme triangulaire.
En effet, si B> = A, alors A.B = B3 = B.A, donc chaque sous-espace propre de A est stable par B et
comme ces sous-espaces sont des droites, les vecteurs e et €, qui les dirigent sont en fait des vecteurs propres
de B. Ainsi, P~"BP est de la forme

x 0 =
0 B
0 0

Mais de plus chaque sous-espace caractéristique Ker(A —AI3)™ de A est stable par B (cette notion n’est
pas au programme), donc P~ BP est diagonale par blocs :

x 0 0
0 * =
0 * =

Cela nous indique sous quelle forme chercher P~'BP et nous assure qu'il ny a pas beaucoup d’autres solutions
que celle qu’on vient d’exhiber.

Si B était diagonalisable, alors B> = A serait aussi diagonalisable : aucune des solutions de
I'équation n’est donc diagonalisable.
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1.| Soient A et B, deux matrices de M, (KK) (avec K = R ou C).
.a. | Démontrer que, si la matrice A est inversible, alors AB et BA ont méme polynéme caractéristique.

Ii

.b. | Démontrer que cette propriété reste vraie lorsque A n’est pas inversible.

2.| Soient f et g, deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension n. € N*. On considere une
aleur propre non nulle A de f o g et on pose

<
=

Ex =Ker(fog—AI) et Fy=Ker(gof—AI).

m Démontrer que A est une valeur propre de g o f, puis que

g(E)\)CFA et f(F)) C Ea.

En déduire que dim E, = dim F,.
Supposons que A soit inversible.

Soit A € K. D’apres la propriété de morphisme du déterminant,
det(Al, — BA) = det(AA~! —B).detA
= detA.det(AMA~' — B) = det(AL,, — AB).
Cette égalité étant vérifiée pour tout A € K (avec K = R ou C, donc ensemble infini), on en déduit
que le polyndme caractéristique de AB est égal au polyndme caractéristique de BA.

On sait que le groupe linéaire GL,, (K) est dense dans I, (K) (toute matrice A est limite
d’une suite (Ax)xen de matrices inversibles) et, pour tout A € KK, les applications

[A — det(Al, — AB)] et [A— det(Al,, —BA)]

sont continues (ce sont des applications polynomiales en fonction des coefficients de A).

Comme ces deux applications sont égales sur GL, (IK), elles sont aussi égales sur ’adhérence de
GL, (K), c’est-a-dire sur M, (K).

Autrement dit, quelles que soient les matrices A et B dans 91, (), les matrices AB et BA ont
méme polyndme caractéristique.
En choisissant une base % (quelconque!) de E, et en notant A et B, les matrices qui repré-
sentent f et g dans la base %, on déduit de la question précédente que fog et gof ont méme polynéme
caractéristique, donc mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités.

Comme A est, par définition, une valeur propre de f o g, on en déduit que A est aussi une valeur
proprede g o f.

@ Soit x € E,. Alors (f o g)(x) = Ax (par définition de E»). On en déduit que

g[(fog)(x)] =Ag(x),
c’est-a-dire
(gof)[gx)] =A-g(x)
ou encore que ¢(x) appartient a Ker(go f —AI) = F,.
De la méme fagon, on démontre que

vy € Ker(gof—Al), f(y) € Ker(fog—AI).

Six € E, et g(x) = Og, alors
A-x = (fog)(x) =1(0g) = Ok.
Comme A # 0 par hypothese, on en déduit que x = Og. Autrement dit, en restriction a E,, ’endo-
morphisme g est injectif et par conséquent
dim g(E)) = dim E,.

D’apres l'inclusion précédente, dim E) < dim F,.
On démontre de la méme maniere que dimF, < dimE, et donc que les deux sous-espaces
propres Ej, et F) ont méme dimension.

# Si A est inversible, alors AB = A(BA)A™! et cette égalité toute simple montre que AB et BA sont
semblables. Dans ce cas, il est clair que les polyndmes caractéristiques sont égaux et que les sous-espaces
propres sont deux a deux isomorphes !
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Soit A € M3 (IR), diagonalisable et de rang 1. On se donne trois réels o, 3 et vy tels que

a+ B =y, P+y#0 et Py#0

B— (ﬁﬁ\\ %/:) c Me(R).

et on considere la matrice

Exprimer le polynome caractéristique de B en fonction de celui de A. Que peut-on en déduire sur les
valeurs propres de B ?

On suppose que X € M3, 1 (IR) appartient au noyau de A. Vérifier que la colonne (§> appartient au

noyau de B. En déduire que dim Ker B > 4.
Démontrer que B est diagonalisable.

Pour tout x € R,

xIs —aA —BA| |xI3—vA —BA

det(xlg — B) = (Ci«Ci+Craveca+p =v)

—YA xI3 xIs —vA  xI3
_xI3 —=vA —RA B
o 03 xI3 + BA (L2 = La— D)
et par conséquent, comme 3 # Oety #0,
X —X
det(xls — B) = det(xI; — YA) det(xLs + BA) = (—B)*xa (2 )xa (")
Y 3
puisque le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des blocs

diagonaux.
@a Comme le rang de A est égal a 1, son noyau est de dimension 2 (Théoréme du rang). Et comme
A est diagonalisable, son polyndme caractéristique est de la forme

xa =X*(X—a)
avec a € R*. Le polynéme caractéristique de B est donc égal &
XHX —ay)(X + ap).
Comme a # 0 et que 3 + v # 0, la matrice B admet donc trois valeurs propres distinctes : 0 (de
multiplicité 4), ay (simple) et —af3 (simple).

# D’apres le cours, une matrice est diagonalisable si, et seulement si, son polyndme caractéristique est scindé
(c’est le cas pour B) et si la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre
qui lui est associé.

Par ailleurs, on sait que la dimension d’un sous-espace propre est comprise entre 1 et la multiplicité de la
valeur propre.

Par conséquent, la matrice B est diagonalisable si, et seulement si, la dimension du sous-espace propre
Ker B = Ker(B — 0l¢) est égale a 4.

On suppose que AX = 0. D’apreés les regles du calcul matriciel par blocs,
X aAX
»(6) = () -0
0\ [BAX\ _
o()-(39) -

Par hypothese, dimKer A = 2, donc il existe deux colonnes linéairement indépendantes X; et
X3 telles que kerA = Vect(X1, X2). On déduit des calculs précédents que les colonnes

(@) (&) (5) (%)

. Pour les mémes raisons,
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appartiennent au noyau de B. Comme X et X, sont linéairement indépendantes, on en déduit faci-
lement que ces quatre colonnes sont linéairement indépendantes et donc que dim Ker B > 4.
Comme la dimension d'un sous-espace propre est majorée par la multiplicité de la valeur
propre, on en déduit que dim Ker B = 4 et que B est diagonalisable.
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On considere la matrice

A=

Calculer le rang de A. Quelle est la dimension du noyau de A'?
La matrice A est-elle diagonalisable ?

Que dire de la multiplicité de la valeur propre 0?

Démontrer que A admet trois valeurs propres : 0, A et 1 — A.

En déduire un polyndme annulateur de A dont le degré est égal a 3.

Les deux premiéres colonnes de A ne sont pas proportionnelles, donc rg A > 2. Les colonnes
Cy, ..., Cy sont proportionnelles, donc rg A = 2.

D’apres le Théoréme du rang, la somme du rang et de la dimension du noyau est égale au
nombre de colonnes, donc dimKer A = n — 2.
La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable (Théoréme spectral).

Pour une matrice diagonalisable, la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimen-
sion du sous-espace propre qui lui est associé. Par conséquent, la multiplicité de la valeur propre 0
est égalea (n —2).

# En général, la multiplicité d’une valeur propre est supérieure ou égale a la dimension du sous-espace
propre qui lui est associé.

Comme le polyndme caractéristique de A est un polyndme de degré n dont les racines sont
les valeurs propres de A, que ce polyndme admet O pour racine de multiplicité (n — 2) et que ce
polyndme est scindé dans R[X] (puisque A est diagonalisable), on a

Xa = X" (X = &) (X~ B).
Or la trace de A est la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, donc
T=trA=Mm—1)x0+1-a+0-p

donc a4+ 3 = 1: on peut donc noter A et (1 —A), les deux valeurs propres non nulles de A.

#y Pour l'instant, on ne sait pas si A # 1/2, donc rien ne prouve que ces deux valeurs propres soient distinctes.

Comme A est diagonalisable, son polynome minimal est scindé a racines simples et ses racines
sont les valeurs propres de A. Donc

HA =X(X=A)(X=14A) ou pa =X(X-12)

(selon que A # 1/2 ou A = 1/2). Par définition, le polyn6me minimal est un polynéme annulateur.
Dans les deux cas, le polynéme

XX=AN(X=14+A)

est un multiple du polynéme minimal et donc un polynéme annulateur.

# En calculant les coefficients diagonaux de A?, on trouve que

tr(Az): n kz N n kz:n(2n+1)(n+1)_3'
(Zw)+ X (

k=1
Comme A est diagonalisable, on sait aussi que

tr(A) = —2)- 02+ A2+ (1—=A)2=2A2 —2A +1.
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Donc les valeurs propres A et (1 — ) sont les deux racines de I'équation

n2n+1n+1)-3

2X2 —2X+1= 3

On en déduit d'une part que

1
X(X—A)(X—Hx)zx.(xz—x+1_w>

3

et d’autre part que N # /2 (puisque le terme constant, égal au produit des racines, est toujours négatif).
Pour ceux que ce genre de précisions vaines amusent, les valeurs propres A et 1 — A sont

1 n(2n+1n+1)
2'<1i\/ 3 _3)'
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Soit M € M3(RR). On suppose que M* = 4M? et que 2 et —2 sont des valeurs propres de M.
Démontrer que Sp(M) C {0, £2}.
La matrice M est-elle diagonalisable ?

La matrice M admet X* — 4X? = X?(X — 2)(X + 2) pour polynéme annulateur. Or les valeurs
propres de M se trouvent parmi les racines de tous les polynémes annulateurs de A, donc

Sp(M) C {0, +2).

On distingue deux cas.

@ Sila matrice M est inversible, alors M? = 413, donc elle admet le polyndme (X — 2)(X + 2) pour
polyndéme annulateur. Comme ce polyndme est scindé et que ses racines sont simples, on en déduit
que la matrice M est diagonalisable.

@ Si la matrice M n’est pas inversible, alors 0 est une valeur propre de M. Par conséquent, elle
admet trois valeurs propres distinctes : 0, —2 et 2 et comme elle appartient & Mi3(R), elle est diago-
nalisable.

# En dimension n > 4, on ne pourrait pas conclure puisque les deux matrices suivantes vérifient les hypo-
théses de I’exercice :

2 0 00 2 0 0 O
0 =2 0 O 0 =2 0 0
0 0 00 0 0 01
0 0 00 0 0 00

alors que seule la premiere est diagonalisable.
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Soit M € I, (C) vérifiant M? + MT = 1,,.
Démontrer que, si P est un polynome annulateur de M, toute valeur propre de M est racine de P.

Dans cette question seulement, on suppose que M est symétrique. Démontrer que M est
diagonalisable, puis que tr M et det M sont différents de 0.

Démontrer que M est diagonalisable.
Démontrer que M est inversible si, et seulement si, 1 n’est pas valeur propre de M.

Si MX = AX, alors M*X = A¥X pour tout k € N (par récurrence a partir de k = 1) et, par
combinaison linéaire, P(M)X = P(A).X pour tout polynéme P € KI[X].

Si P est un polynéme annulateur, alors P(A).X = 0 et si A est une valeur propre, alors on peut
choisir X # 0 (qui est alors un vecteur propre de M associé a A) et en déduire que P(A) = 0.
Si M est symétrique, alors 'équation devient M? + M — I, = 0. Dans ce cas, la matrice M
admet P, = X? + X — 1 pour polyndme annulateur. Comme A = 5 # 0, ce polynome est scindé a
racines simples et comme la matrice M admet un polyndme annulateur scindé a racines simples, elle
est diagonalisable.

# Comme M est une matrice a coefficients complexes, il est hors de question d’appliquer le Théoreme
spectral pour conclure.

@ Comme 0 n’est pas une racine du polyndme annulateur X? + X — 1, ce n’est pas non plus une
valeur propre de M, donc la matrice M est inversible et son déterminant n’est pas nul.

@ Comme M est diagonalisable, sa trace est la somme de ses valeurs propres comptées avec multi-
plicité. D’apres le polynéme annulateur, il y a au plus deux valeurs propres, de multiplicités respec-
tivesm € N et (n — m) € N. Donc

—1++/5 —1-v5 —mn (2n—m)V5
Si la trace de M était nulle, alors on aurait
Vi=-—"_cq,
2Zn—m

ce qui est faux. Donc tr M # 0.
D’apres I'équation, M = I, — M?. En transposant 1’équation,

[,=M+(M")?2 =M+ (I, — M?)?
c’est-a-dire
On = (In - MZ)Z - (In - M) = (In - M) [(In - M)(In + M)Z - In] = (In - M)M(In —M-— Mz)-
La matrice M admet donc P4 = (1 — X)X(X? + X — 1) pour polyndéme annulateur. Ce polynéme est
scindé a racines simples :
—14+v5  —1-+5

2 2

1, 0,

donc la matrice M est diagonalisable.

D’apres 'équation,
MT = (I, = M)(I. + M).
On sait que M est inversible si, et seulement si, MT est inversible.
Comme —1 n’est pas une valeur propre de M (ce n’est pas une racine de P4), on en déduit que
(In + M) est inversible. Par conséquent, MT est inversible si, et seulement si, (I, — M) est inversible.
Autrement dit : M est inversible si, et seulement si, 1 ¢ Sp(M).

# L'alternative est donc la suivante : ou bien

Sp(M) C {_1%‘/5}

ou bien
14 \/5}

{0,1} € Sp(M) © {o, L
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Soient A, B et C dans M (C). On suppose que C # Oy, et que AC = CB. Démontrer que
VP e C[X], P(A).C=C.P(B).

Démontrer qu’un produit de matrices est inversible si, et seulement si, tous ses facteurs sont
inversibles. En déduire que A et B ont au moins une valeur propre commune.

Réciproquement, on suppose que A et B ont une valeur propre commune. Démontrer qu’il existe une
matrice C non nulle telle que AC = CB.

Il est clair que A°C = C = CB° et, par hypothese, A'C = CB'.
S'il existe un entier k > 1 tel que A*C = CB¥, alors

AKH1C = AARC 2R A CB* = AC.B* = CB.B* = C.B*".

On a ainsi démontré par récurrence que A*C = CB* pour tout k € N.
Par combinaison linéaire, on en déduit que P(A).C = C.P(B) pour tout polynéme P.

Quelles que soient les matrices My, ..., M, dans M, (C),

det(M; ---M,) = [ [ detMx € C.
k=1

Un produit de complexes est nul si, et seulement si, I'un des facteurs est nul et le produit de matrices
M, - - - M, est inversible si, et seulement si, son déterminant n’est pas nul. Par conséquent, le produit
M, - - - M, est inversible si, et seulement si, det My # 0 pour tout k, c’est-a-dire si toutes les matrices
My sont inversibles.

@ Supposons que le spectre de A et le spectre de B soient des parties disjointes de C et notons P,
le polynome caractéristique de B. En tant qu’élément de C[X], ce polyndéme P est scindé :

T

P=]I(X—mm™.

k=1
Comme P(B) = 0,, (Théoréme de Cayley-Hamilton), on déduit de ce qui précede que
P(A).C = C.P(B) = 0n
alors que la matrice
PIA) = (A — )™ x o x (A= )™

est inversible en tant que produit de matrices inversibles (les valeurs propres py de B ne sont pas des
valeurs propres de A'!). On en déduit que C = 0,,, ce qui est impossible par hypothese.

On a démontré par I’absurde que les matrices A et B admettaient une valeur propre commune.
Considérons une valeur propre A € C commune aux matrices A et B. Par définition, ni la
matrice (A — Al ), ni la matrice (B — Al ) ne sont inversibles.

D’apres le Théoréeme du rang, la dimension de Ker(A—AlLy, ) est au moins égale a 1 etla dimension
de Im(B — Al ) est au plus égale a (n — 1). Par conséquent, il existe une matrice C # 0, telle que

Im(B—Al,) CKerC et ImC C Ker(A—AL,).

# Si(eqy...,€er) est une famille libre de cardinal v < n, on peut la compléter en une base (ex)1<x<n de E.
Si(wy...,uq) est une famille libre de cardinal q > 1, alors il existe un endomorphisme @ de E tel que

V1<k<r, o@ex) =0 e Vr<k<n, oe)=1u.

Il est clair que Vect(eq,...,&,) C Ker @ et que Im @ = C - uy C Vect(us,...,uq); en particulier, ¢ n'est
pas 'endomorphisme nul.

On en déduit que C.(B—Al,) = 0, = (A—Al,).C et dong, apres développement et simplification,
que CB = AC.
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Soient A et B, deux matrices de 9, (C) dont les spectres sont disjoints.

On suppose que P est un polyndme annulateur de A. Démontrer que les valeurs propres de A sont
toutes des racines de P.
Démontrer que la matrice X a (B) est inversible.

Soit X € M., (C). Démontrer que AX = XB si, et seulement si, X = Oy,.
Démontrer que, pour toute matrice M € M, (C), il existe une unique matrice X € My, (C) telle que

AX—XB =M.

SoitA € C, une valeur propre de A. Il existe donc une colonne Xy non nulle telle que AX, = A.X,.
On vérifie par récurrence que A*X, = A*.X, pour tout k € N et on en déduit par combinaison
linéaire que
VP e CIX], P(A)X) = P(A).Xa.
Comme P est un polynéme annulateur, le produit P(A).X, est nul et comme la colonne X est, par
hypothese, non nulle, c’est le scalaire P(A) qui est nul.

En tant que polynéme non constant a coefficients complexes (son degré est égal a n), le polyndme

caractéristique x A est scindé :
N

xa = [(X—=a)™-.

k=1

Par hypothese, les spectres de A et B sont disjoints. Les scalaires aj sont les valeurs propres de A,
donc aucun des ay n’est une valeur propre de B, ce qui prouve que les matrices (B —ax Iy, ) sont toutes
inversibles.

On en déduit que la matrice

T

xa(B) = [ [(B— al,)™
k=1
est inversible (en tant que produit de matrices inversibles).
Si X = 0y, il est clair que AX = XB = 0,,.
@ Réciproquement, supposons que AX = XB. On peut alors vérifier par récurrence que

VkeN, AkX = XB¥
et en déduire, par combinaison linéaire, que
v P e CIX], P(A)X = XP(B).

En particulier, pour P = xa, la matrice P(A) est nulle (Théoreme de Cayley-Hamilton) et la matrice
P(B) est inversible (question précédente), donc X = 0y,.

D’apres la question précédente, I’application @ = [X — AX — XB] est un endomorphisme injec-
tif de M1, (C), espace vectoriel de dimension finie, donc c’est un automorphisme de M1, (C) (Théo-
réme du rang) et, en particulier, c’est une bijection de M., (C) sur M, (C).
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Soient A et B, deux matrices de MM (C) qui commutent : AB = BA. On considere la matrice

A B
M = <On A) S mzn((]j).

Pour P € C[X], exprimer P(M) en fonction de P(A), P/(A) et B.
Démontrer que M est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable et B = 0.

Par définition,
M — (A‘ 1.A°.B)

On Al

A° 0.B
MOZIZn:(On AO),

et il est clair que

On vérifie par récurrence que
Ak kAFTB
k _
vkeN, M (On AK )

#v Sans I'hypothése AB = BA, la démonstration par récurrence ne serait pas possible!

On en déduit par combinaison linéaire que
__ (P(A) P/(A).B
vVPeClX], PM)= ( o, PA) |-

D’apres la question précédente, P est un polyndme annulateur de M si, et seulement si, P(A) =
P/(A).B =0n.

@ S5i M est diagonalisable, alors elle admet un polynéme annulateur P qui est scindé a racines
simples.

Si P et P’ admettaient un facteur irréductible commun, ce serait un facteur de la forme (X — «)
(irréductible dans C[X]!) et dans ce cas, « serait une racine (au moins) double de P : ¢’est impossible.
Par conséquent, P et P/ sont premiers entre eux.

On déduit alors de la relation de Bézout que la matrice P’/(A) est inversible et donc que B = 0.

@ Réciproquement, si A est diagonalisable et si B = 0;,, alors A admet un polynéme annulateur P
scindé a racines simples et

pv) = (T pin)) =0

donc P est aussi un polynéme annulateur de M, ce qui prouve que M est diagonalisable.

# Variante : si Q7'AQ = A, alors

(%) M@ 9= %)



rms132-1147

Soient E, un espace euclidien de dimension n; (e1,...,en), une base orthonormée de E et (x1,...,Xn),
une famille de vecteurs de E telle que
n
2
D Il < 1.
k=1

Démontrer que
n 2 n n
VYA1,...,An €R, HZAk-XkH <<Z?\ﬁ>< ||Xk||2)-
1

k=1 =1 k=

=~

En déduire que la famille
(e1 +Xx1y...y€n +X%Xn)

est une base de E.

Par inégalité triangulaire et homogénéité,

n n n
0< H Z?\k.ka < Z ||)\k 'Xk|| = Zp\k‘ ka”
k=1 k=1 k=1
et d’apres l'inégalité de Schwarz,

(ém ||xk||)2 < (;mﬁ) (i eul?):

On dispose d’"une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n, il suffit donc
de démontrer qu’elle est libre pour en déduire qu’il s’agit d'une base de E.
@ Considérons donc une famille de scalaires (A )1<k<n telle que

et donc telles que

k=1

Comme la famille (e ) <k<n est orthonormée,

n 2 n

§ _ § 2
)\k c €x = )\k'

k=1 k=1

Si les A ne sont pas tous nuls, alors la somme A? + --- + A2 est strictement positive et, d’apres la
premiere question,

z < (]ip\ﬂz) (i |Xk||2> < (ixﬂz)-

k=1

n
D M-
k=1

On en déduit alors que
n n
D Me<) A
k=1 k=1
ce qui est absurde.

La famille (ex + xx)1<k<n est donc une base de E.

# En écrivant la matrice de la famille (ex + X1 )1<i<n relative a la base orthonormée (ex)1<x<n, 0n voit
que cet exercice est une variante du lemme d’Hadamard sur les matrices a diagonale dominante (qui sont des
matrices inversibles).
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On pose E = R[X].

Calculer

pour tout n € N, sachant que Iy = 1.

Pour P, Q € E, on pose

1 +oo 2
0P Q) = - Lo PHQ(De " dt.

2.a. | Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2.b. | Calculer la distance de X3 au sous-espace R [X].

Pour tout n € N, la fonction f,, = {t — t“e_tz] est continue sur R ; elle est négligeable devant

e ' (= fonction intégrable de référence) au voisinage de +oo, puisque

tre =t [t“ete’tz] =e ' [exp(—t? +t +nint)]

—0

Donc la fonction f,, est intégrable sur [0, +oo[.
@ Pour tout n impair, la fonction f,, est impaire et intégrable sur IR, donc elle est intégrable sur
R et, par imparité, I, = 0.
@ Pour n pair, la fonction f,, est paire et intégrable sur IR, donc elle est intégrable sur RR.
En intégrant par parties, pour tout entier p € IN*,

T [T 2p—1

1 [+ —¢2p—1 5 2 2p—1
Lp=—F= S(=2te ) dt= — AP le U dt = T — o).
2p N J'_oo P ( e ) NG J_OO ) € 2 2(p—1)
# Variante avec la fonction I’
Par parité,
2

et le changement de variable u = t* nous donne

Fp+3 1\ T
VpeN, Izp_(?(f)z’_(p).(r’_
2

grice a la propriété "bien connue” : T'(x + 1) = xI'(x).
On en déduit par récurrence que

)

. 2k—1  (2p)!
VPE}N, IZP:ll 5 :4‘pppl'
k=1 ’

On a démontré que the t’ était intégrable sur R pour tout entier n € N. Par combinaison

linéaire, P(’t)Q(’t)(f"2 est intégrable sur R quels que soient les polynémes P et Q, donc ¢ est bien
une application de E x E dans R.
D’apres les propriétés de l'intégrale, ¢ est donc bilinéaire, symétrique et aussi positive puisque

VPEE VteR, Pt)2et >0.

Si @(P,P) =0, alors P(’c)ze_tZ = 0 pour tout t € R (fonction continue et positive dont l'intégrale est
nulle) et par conséquent P = Og.

Donc ¢ est bien un produit scalaire sur E.
Comme IR, [X] est un sous-espace DE DIMENSION FINIE, la projection orthogonale sur R [X]
est bien définie. Notons p3, cette projection orthogonale.
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» Le projeté p2(X3) est I'unique polyndme aX? + bX + ¢ € Ry [X] tel que
Vkelo0,2], ¢(X*—(aX*+bX+c), X*) =0.
On obtient ainsi le systeme de Gram suivant :

{ ap(X?,1) + be(X,1)

c’est-a-dire

al, + bl +clp =13 al, 4+ clp =0
al; + bl + cl; =14 ouencore bl, =14
aly + bl; + cl, =I5 aly + clh =
On déduit de la relation de récurrence entre les I, que
I4 3
(a,b,¢) = (0,1,0) = (0,%,0).

#) En observant que ¢ (X, 1) = @(X,X?) = 0, on pouvait se simplifier la tiche.

R,[X] = Vect(1,X2) & R - X
p2(X3) = (aX?+¢) + (bX)

1l restait a observer que @(X3,1) = @(X3,X?) = 0 : comme X3 est orthogonal a 1 et a X2, projeter X3 sur le
sous-espace R, [X] ou sur la droite R - X, c’est pareil... et rien n’est plus simple que de projeter sur une droite!

X3, X I
palx?) = PO I

—.X
(p(X)X) IZ

» D’apres le cours, la distance cherchée est égale a \/ @ (X3, X3 —p(X3)). Or

3 3
6_2.14_,

@ (X%, X} = p2(X%)) = (X%, X%) = bo(X*, X) =1 7

donc d(X3,R,[X]) = V3.
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Soit A € My (R) telle que AT.A = A.AT. On suppose qu'il existe un entier p > 2 tel que AP = Op,. En
considérant la matrice B = AT.A, démontrer que A = Ox,.

Comme les matrices A et AT commutent,
BP = (AT)P.AP =0,.

Or la matrice B est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable (Théoréme spectral). Etant diago-
nalisable et n’admettant que 0 pour valeur propre, la matrice B est donc nulle.
Pour toute matrice colonne X € Mt 1 (R), on a donc

0=XT.B.X=(AX)T.(AX) = || AX|*.

Par conséquent, AX = 0 pour toute matrice colonne X et donc A = 0,.
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Soient A et B, deux matrices de O, (RR) telles que

M:%~(A+2-B) € On(R).

Calculer M.MT et en déduire ABT +B.AT.

Démontrer que A = B.
#v Variante classique

@ On considere deux isométries w et v et on suppose que la combinaison convexe

W_u+2v
3

est également une isométrie.
Pour tout vecteur x, on a donc

2
x| = HW(X) H = ”LL(X)J;—V(X)H (homogénéité de la norme)
< [ut)l —;2||v(x)|| (inégalité triangulaire)
< I +32||XH Xl

On en déduit que
[elx) +2v(3)[| = [ulx)[ + [[2v(x]]]

et donc (cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire) que les vecteurs w(x) et 2 - v(x) sont colinéaires et de méme
sens : il existe donc un réel A > 0 tel que

v(x) =A-u(x).
Or w et v sont des isométries, donc
Gl =[xl = VO = A fux] ],
donc N =1 (en supposant que x # Og).
On a ainsi démontré que
Vx€E, v(x) =u(x)

(propriété qui est évidente pour x = Og).
En développant les produits M.MT = MT.M, on obtient apres simplifications
ABT+BAT=BT.A+ATB=2I,.
En multipliant la seconde relation a gauche par B et a droite par AT, on en déduit que
2BAT =1, +BAT.BAT

c’est-a-dire
(B.AT —1,)% =0n.

La matrice orthogonale B.A " admet donc (X — 1)? pour polynéme annulateur.
@ Premiere fin (trés savante)
D’apres le Théoreme de réduction des isométries, une matrice dont la seule valeur propre com-
plexe est égale a 1 est la matrice identité, donc B.AT = I, c’est-a-dire B = A.
@ Deuxiéme fin (moins savante)
Notons u, I'endomorphisme de E représenté par la matrice M = B.AT dans une BON %,.
Comme u admet un polynéme annulateur scindé, il est trigonalisable : il existe donc une base %
telle que Matg(u) soit une matrice triangulaire supérieure.
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D’apres l'algorithme de Gram-Schmidt, il existe une BON %, telle que la matrice de passage
Q = Mat(# — H1) soit triangulaire supérieure. Par conséquent,

T =NMaty, (u) = Q" x Maty(u) x Q

est une matrice triangulaire (en tant que produit de trois matrices triangulaires supérieures) et ortho-
gonale (puisqu’elle représente 1'isométrie u dans la BON #).

De plus, comme u admet (X — 1) comme polyndéme annulateur, tous les coefficients diagonaux
de la matrice triangulaire T sont égaux a 1 (ce sont les valeurs propres de u). La seule matrice ortho-
gonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 est 1'identité, donc

Matg, (u) =1,

et par conséquent u = Ig, ce qui prouve que A = B.
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Soient C € My 1(R) et

In

T
M—(é C)ezmnmm

Calculer MT.M. En déduire que M est inversible.
Démontrer que la matrice M—"M.T est orthogonale.

D’apres les régles du produit matriciel par blocs,

1+CT.C 0
T _ Tn
M 'M< O In+C.CT)'

De plus, CT.C = ||C||* > 0 (pour le produit scalaire canonique sur les matrices colonnes), donc
1+CT.C>0.
Par ailleurs, si la colonne X appartient au noyau de (I, + C.C"), alors

0=X".(In+ C.CHX=X"X+(CT.X?? > |X|* =0

donc X = 0. La matrice carré (I, + C.C") est donc injective et par conséquent inversible.

Comme M T.M est diagonale par blocs et que les blocs diagonaux sont inversibles, la matrice
M T .M est inversible.
On vérifie que M.M" = M'" .M (ca n’a rien d’évident a priori, il est nécessaire de poser le calcul).
Par conséquent, en posant Q = M~ '.MT,

QQT=M"'"MH. MM )] =MT"MM. M )T =1,

puisque (M~1)T = (MT)~! (pour toute matrice inversible).
Ce calcul prouve que la matrice Q est orthogonale.
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On note E, 'espace vectoriel des applications de classe €' sur [0, 1] telles que £(0) = 0. Pour toute
fonction f € E, on pose
N = [l + 1Tl et N(F) = [If + '] -

Démontrer que N et N’ sont des normes sur E.

2.| Vérifier que
ifier q

Vxe0,1], ef(x) = JX et (f(t) + /(1)) dt.
0

Démontrer qu'il existe deux réels a et b strictement positifs tels que

VEEE, aN'(f) < N(f) < bN(f).

# On sait que ||-|| ., est une norme sur l'espace des fonctions bornées.

Soit f € E.

» Comme f et f’ sont continues sur le segment [0, 1], les trois fonctions f, f’ et (f 4+ f') sont bornées,
donc N(f) et N’(f) sont bien définies et évidemment positives.

» Par linéarité de la dérivation et par homogénéité de |||, les deux applications N et N’ sont
positivement homogenes et vérifient I'inégalité triangulaire.
» Comme 0 < [[f||, < N(f), si N(f) =0, alors f = O (puisque |||, sépare les points).

De méme, si N'(f) = 0, alors f 4+ f’ = Og, donc il existe K € R tel que f(x) = Ke* pour tout
x € [0, 1]. Comme f(0) =0, on en déduit que f = O¢.

Donc N et N’ séparent les points.

# Donc N et N’ sont deux normes sur E.
Comme f est de classe %', la fonction

[t— e"(f(t) +f'(1)]

est continue sur l'intervalle [0, 1], donc (Théoréme fondamental) le second membre est de classe ¢
et sa dérivée est égale a

eX(f(x) +1'(x) = % [eXf(x)]

pour tout x € [0, 1]. Par ailleurs, les deux expressions sont nulles pour x = 0.
Les deux expressions sont égales en un point et leurs dérivées sont égales sur l'intervalle [0, 1],
donc les deux expressions sont égales sur tout I'intervalle :

Vxel0,1], e f(x)= JX et (f(t) + /(1)) dt.
0

Par inégalité triangulaire, N'(f) < N(f), donc a = 1 convient.
Réciproquement, d’apres la question précédente, pour tout x € [0, 1],

1

e JX et (f(t) + f'(1)) dt‘ < e*"J e'|f(t) + /(1) dt < (e—1)|If + |
0 0

[f0a] =

oo

Comme le majorant est indépendant de x, on en déduit que
[If]l. < (e—T)N'(f).
Par inégalité triangulaire,
11l = 1F"+ ) + (=l < I+ Flloo + Il oo < eN'(f)

et finalement
VEEE, N(f) =[]l + ] < (2e = 1IN'(F).
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Démontrer que, pour tout n € IN*, I'équation
x—Inhx=mn

admet une unique solution x, dans 'intervalle 10, 1].
Démontrer que la suite (xn )n>1 tend vers 0, puis que xn ~ e~ ™ lorsque n tend vers +oo.

Donner un développement asymptotique a deux termes de x,.
La fonction f = [x — x — {nx] est de classe ¢ sur l'intervalle ]0, 1] et

Vo<x<1, f’(x):T—)l(<0

donc la fonction f est strictement décroissante sur ]0, 1]. I est clair que f tend vers +oo au voisinage
de 0 et que f(1) = 1. D’apres le Théoreme de la bijection, la fonction f réalise une bijection de 10, 1]
sur [1,+oo[ et la bijection réciproque est continue sur [1, 4+oco[ et de classe ¢ sur |1, +ool.

Pour tout n € N¥, le réel n appartient a [1, +oo[, donc I'équation f(x) = n admet une unique
solution : x,, = f~'(n) €10, 1].
Comme f tend vers 400 au voisinage de 0, le Théoreme de la bijection nous assure que la
réciproque f~! tend vers 0 au voisinage de +oo. Par conséquent,

xn =f ' (n) —— 0.
n—-+oo

Par définition de x,,
VneN, Inx,=-n-+xq.

En composant par exp :

VneN x,=e ™.
~—
—1

(puisque xn, tend vers 0) etdoncx,, ~ e ™.
n—-+oo

On reprend I'équation qui définit x,, sous une autre forme :
Xn = Inx, +nn =n(e™x,).

Or on sait que ¢n(1 + u) ~ u lorsque u tend vers 0 et que e™x,, tend vers 1. Par conséquent,

et donc

Autrement dit,

# On peut en fait calculer un développement asymptotique de x,, aussi précis qu’on le souhaite! En effet,
I'équation étudiée équivaut a

et la fonction g = [x — e ] réalise une bijection (croissante, cette fois) de classe ¢ de [0,1] sur [0,e~ "]
dont la réciproque est de classe € sur [0, e~ [ puisque

Vxel0,1[, g'(x)=e *(1—x)>0.
D’apres le Théoreme de Taylor-Young, la réciproque g~ admet un développement limité a I'ordre p au voisi-

nage de O pour tout p € N :

0
-1 +
g ' (u) = 2 7.uk+o(up)u:0 aju+ -+ apuP + o(uP).
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Comme xn, = g~ ' (e™™), on en déduit que

Xn = aje " +---+ape P Ho(e P,

1l est clair que g(x) = x —x* + % + o(x3) au voisinage de 0. On peut en déduire que

971(u) =u+u’+ %ug + o(u?)

au voisinage de 0 et donc que

3
Xn = e M4 e—Zn + 26—311 + o(e—Sn).

Pour les curieux, je précise que g~ ' (1) = —Wo(—u) oit Wy est la branche principale de la fonction de
Lambert.
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Démontrer que, pour tout n € IN*, I'équation
n
> o
k=1

admet une unique solution dans l'intervalle [0, 1]. Cette solution sera notée an,.
Démontrer que la suite (an)nen est décroissante et minorée par /.

Démontrer que la suite (an)nen converge et déterminer sa limite.

Pour tout n € N*, on définit une application f,, : [0,1] — R en posant

Vxelo 1,  fal) =) x*

k=1

En tant que application polynomiale, f,, est de classe € sur le segment [0, 1]. En tant que somme de
fonctions strictement croissantes sur [0, 1], elle est aussi strictement croissante sur [0, 1].

D’apres le Théoreme de la bijection monotone, I'application f,, réalise une bijection de [0, 1] sur
[fn(0), fn(1)] = [0,n]. Comme 1 € [0,n], I'équation f,, (x) = 1 admet donc une, et une seule, solution
an, dans le segment [0, 1].

# On sait méme que 0 < ar, pour tout entier n € N* (puisque £,(0) < 1 = fr(an)) et que an, < 1 pour
tout entier n > 2 (puisque fn(an) =1 <n = f (1))

Par définition,

Or, pour tout entier n € IN*,

VneN, fulan)=1="fui1(ans1).

fnp1lan) = fulan) + GQH > fnlan) =1

et par conséquent
Tt (an) > fna (an+1 )

Comme la fonction f, 1 est strictement croissante, on en déduit que
VneN an>anis

et donc que la suite (an)n>1 est strictement décroissante.
@ Pour toutn € N*,

n +oo
fn(12) =) (2% <) (2" =1="fn(an)
k=1 k=1

et comme f,, est croissante, on en déduit que /2 < an.

# Puisque la suite (an)n>1 est définie implicitement (son terme général est la solution d’une équation, on
ne connait pas directement sa valeur exacte), il faut I'étudier implicitement, c’est-a-dire manceuvrer I'équation
— et pas seulement sa solution.

En tant que suite décroissante et minorée par /2, la suite (an)n>1 est convergente et tend vers
une limite { telle que
vVn>1, - <UI<an.
Comme chaque fonction f,, est strictement croissante, on en déduit que
VneN, f(2) <foll) <frlan)=1.
En faisant tendre n vers 400, on en déduit que

1 1 (

= — . < < 1.
=37 S~

Ainsi, 7+, = 1etdonc =1/
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Démontrer que

2tanx
tan 2x = —
1 —tan“ x

pour x dans un domaine D qu’on précisera.

Démontrer que

“+o0
T _ (=" 2n+1
8’T§)zn+1 (V21

Par définition, lorsque cos 2x # 0,

sin 2x 2sinx cosx
tan2x = = —
cos2x  cos?x —sin” x
et si de plus cosx # 0, alors
2tanx
tan2x = ———5—.
1 —tan” x

Cette relation est donc vraie sur l'intervalle ] —7/4, 7/4[ et plus généralement pour tout x distinct de /4
et de /2 modulo 7.

On reconnait le développement en série entiére de la fonction Arctan. Comme 0 < v2—1< 1,
il s’agit donc de démontrer que

g = Arctan(v2 — 1)

et donc de vérifier que tan /s = v/2 — 1. Or, d’apres la question précédente,

T Ztan%
4 1—tan’ %

1 =tan

donc tan /g est un réel positif qui vérifie 'équation
y?+2y—1=0.

Les racines de cette équation sont —1 & /12 — (—1), donc tan /g est bien égal a V2 —1.
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Déterminer la nature de la série

ZBn(] + %)

Lorsque I'entier n tend vers +oo,

w0 = o)) -

En notant u,, le terme général de la série, on en déduit que

U, = (_Tl)n—i-(?(l).

n—+oo n2

Par conséquent, la série ) 1, est la somme de la série convergente

=
2

(Critere spécial des séries alternées) et d'une série absolument convergente (puisque son terme gé-
néral est dominée par '/,2, qui est le terme général d’une série absolument convergente).

La série )_u,, est donc convergente.
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On considere la suite (un )nen définie par la donnée de 0 < wo < et par la relation de récurrence :
VneN, upy1 =sinuy.

Démontrer que la suite (un )nen converge et préciser sa limite.
En considérant un 11 — Uy, démontrer que la série )_ ud converge.

En considérant tn w1 — Inw,, démontrer que la série 3_ u2 diverge.

11 est clair que l'intervalle ]0, 7t est stable par sin, donc la suite (un )nen est bien définie et prend
toutes ses valeurs dans cet intervalle. De plus,

Vo<x<m 0<sinx<x

donc la suite (un )nen est strictement décroissante. Comme elle est minorée (par 0), elle converge
vers un réel £ € [0, {].

Puisque sin est continue sur |0, 7, si £ appartenait a cet intervalle ouvert, ce serait un point fixe
de sin : il n’y en a pas. La seule possibilité qui reste compatible avec la monotonie de (un)nen est
donc: ¢ =0.

Comme u,, tend vers 0, on peut utiliser le développement limité de sin :
u Up =SiNUy, —U —Un
n+1 n — n LA 6
La suite (un)nen étant strictement décroissante, on vient de comparer deux séries dont les termes
généraux sont de signe constant (négatifs) et on déduit du Théoreme de comparaison que les séries
S (Unt1 —un) et 3 ud sont de méme nature.

Or > (up41 —uy) est une série télescopique et la suite (1, )nen est convergente, donc la série

> u? est convergente.

Comme u,, tend vers 0 par valeurs strictement positives,

2

. 2
- _,osinu, Cup 2 o Tun
nupy 1 —nu, =n . €n(1 < + o(un)> AT

Avec le méme raisonnement, les séries > (dnu, 1 —{nu,) et ) qu sont de méme nature.
Mais comme la suite (un)nen tend vers 0, alors la suite de terme général {nu,, tend vers —oo,
donc la série télescopique Y (fnun41 — nu,) diverge et, par comparaison, la série _ u? diverge.

# Pour tout x € R,

2
u —o

x [ SN X ., n 2 24+

Un, 1 —un =sin un—un—un-{(1— c +o(un))—1} e e

En choisissant o = —2, on constate que la différence uy, ; —uy converge vers une limite finie non nulle (égale
a1/3). On en déduit que la série télescopique est grossierement divergente et que sa n-iéme somme partielle

n—1

E o4 Xy o -
(uk+1 _uk)_un_uo ~Un
k=0

2

est aussi équivalente, lorsque n tend vers o0, a ™/3. Par conséquent,

ce qui explique tout ce qui précede !
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Pour tout entier n > 2, on pose

(1" (="

n = " = ;7 1 n t n =
Vo Y
Vérifier que
B T (=" 1
unn—)_—O—oovn_E—i_ o/ +O(n\/ﬁ)'

Déterminer la nature des séries Y un et Y vy.
Démontrer que Wy, ~ vy. Conclusion ?

Par définition,

UM
n — (1
VS (1+ Jn )
et comme (—1)™/y/n tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, on peut utiliser le développement limité
de (1 +x)~ " au voisinage de x = 0 :

14+x)""T=1T—x+%x%+ o(x?)

pour en déduire que

_ =Dt (=n" 1 1
™ notoo vn .[]_ +7+O(E):|
et le résultat cherché s’obtient en développant ce produit.

La série ) vy, converge d’apres le critere spécial des séries alternées : c’est une série alternée et,
de fagon évidente, la valeur absolue du terme général tend vers 0 en décroissant.
D’apres le développement précédent,

-1
Un —Vn ~
n—+oco M

donc la série )} (u,, — vy ) est divergente (série harmonique). Par conséquent,

Zun = Z(un_vn)+zvn
—_———  ~——

DV Ccv

est divergente.

Le développement de la premiére question a beau nous indiquer que u,, ~ vy, les séries 3 u,
et ) vn ne sont pas de méme nature : le théoréme de comparaison par équivalence s’applique aux
séries DONT LE TERME GENERAL EST DE SIGNE CONSTANT, il ne peut pas s’appliquer aux séries
alternées.
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On considere une suite positive (an)new et la suite réelle (un )nen définie par la donnée de ug € R et la
relation de récurrence suivante :

Un + Uz + a3

VTLG]N, un+1 = 2

1.| Démontrer que
q

a
YVneN, Uni) —Un < 7n
Démontrer que : si la série ) ar, converge, alors la suite (un )nen converge.

La réciproque est-elle vraie ? On pourra considérer la suite de terme général

n
Up = —.
"on+l
Soit n € N. D’apres la relation de récurrence,
n 2 42
Unt1 —Un < 2 un+an—un<an

— Jui +ai <up +an.

Or les a,, sont positifs (par hypothese) et les uy, aussi (par hypothese pour 1 et par récurrence pour
n > 1), donc

VuZ +a2 <uptan &= ud 4 ai < (un +an)? =ud +ad +2unan.

On a ainsi démontré que
a
VNneEN, Uni)—Un < 7“

Pour appliquer le théoréme de comparaison aux séries ) (un 1 —Un) et Y ay, il faut encore
vérifier que
VneN, 0<upi1 —Un.

Or, d’apres la relation de récurrence,

/U2 2 _
ug +an —Un

Un+1 —Un = 2

11 est clair que

ui +ai >up >0

et comme u,, > 0, on en déduit que
VUuE 4+ a2 = unl =ug.

VTLE]N, 0<Un+1—un<

On a donc en fait
an

5

Comme la série ) an est convergente, on déduit du théoréeme de comparaison pour les séries
de terme général positif que la série télescopique ) (un41 —un) est convergente et donc que la suite
(Un)nen est convergente.

D’apres la relation de récurrence,
VJuZ 4+ a2 =2un 1 —up
2

n = (2un o1 _un)z _ui =Hni1 (Ungpr —Un).

et donc
a
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En prenant u,, = n%q, on a alors
a2:4(n+1)'(n+17 n ):4(n—|—1)' 1 N i
" n+2 n+2 n+l n+2 M+2)(n+1) no+too n2

Comme les a,, sont positifs, on en déduit que

2

an ~ —.
n—-+oo N
D’apreés le théoreme de comparaison pour les séries de terme général positif (bis), la série ) a, est
divergente (puisque la série harmonique est divergente).

La réciproque de la propriété établie plus haut est donc fausse.
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On cherche les applications f de classe €' sur R vérifiant la propriété suivante :

f(x +n) —f(x)

VneN, VxeR, f'(x)= -

On suppose que f vérifie (x).

m En considérant des valeurs particuliéres de n, démontrer que

Vx €R, f'(x) =f'(x+1).

Démontrer que l'intégrale

ne dépend pas de x, puis que ' est constante.
Déterminer les solutions de I'équation ().

On applique la relation (x) pour x avec 1 et (n + 1); pour (x + 1) avecn :

, flx+1)—f(x) flx+n+1)—~(x)
Fix) = 1 - n+tl :
f(x +1+mn)—f(x)

n

f'lix+1)=
et on en déduit que

nf'x+1)=fx+n+1)—Ff(x)=f(x+n+1)—flx+1)+f(x +1) — f(x)
= (4 1) (x) — f'(x) = nf'(x)

et donc que f'(x + 1) = f'(x) : la dérivée f’ est donc périodique, de période 1.
Comme f est de classe €', ona H(x) = f(x + 1) — f(x) et donc

VxeR, Hx)=f(x+1)—Ff'(x)=0.

La fonction H est donc constante sur 'intervalle ] —oo, +ool.
En appliquant (x) avecn =1,

VxeR, f'(x)="f(x+1)—f(x)=Hx) =C®

ce qui prouve que la fonction est nécessairement affine.
Réciproquement, quelle que soit la fonction affine f(x) = ax + b,
[a(x+n)+b]—[ax+b] f(x+n)—~f(x)

f'ix)=a= =
n n

*)



rms132-1165

On cherche a résoudre I'équation
Yy e R ity = | fode ®)

oit l'inconnue f est une application continue de R dans R.
Donner les solutions de I'équation différentielle
y”’+cy=0.

(On discutera sur ¢ € R.)
Soit f, une solution de (E) autre que la fonction identiquement nulle. On pose

x+y
¥ (x,y) € R? Flx,y) = J f(t) dt.
X~y
Démontrer que F est de classe €2 sur R? et que
o2F o%F
2 —_— P p—
YMEeR?, (M) ayz(M)

Soit f, une solution de (E). Calculer £(0) et

7 (x)f(y) — F) " (y).

En déduire les solutions de (E).

On discute sur le signe de c.
» Sic =0, les solutions sont les fonctions affines : y(x) = ax + b.
» Sic = w? >0, les solutions sont périodiques :

y(x) = asin wx + b sin wx.

» Sic=—w? <0, les solutions divergent :

y(x) = ash wx + bch wx.

Comme f est une solution de (E), elle est continue sur R et, d’apres le Théoreme fondamental,
pour tout y € R (fixé), I'application
[x — F(x,y)]

est de classe €' sur R et
VxeR, f'(x)f(y)="Fflx+y)—"~flx—1y).

Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe yo € R tel que f(yo) # 0 et par conséquent

YxeR, f(x)="" +yof)(1;o§(x —Yo).

Donc f est en fait de classe €' sur R.

# Bien entendu, on peut continuer (par récurrence) et en déduire que f est en fait de classe €>° sur R.

@ Appliquons a nouveau le Théoreme fondamental : les dérivées partielles de F sont bien définies
sur R? et
oF
ox
oF
oy

¥ M = (x,y) € R, (M) =f(x+y) — f(x —y)

et (M) =f(x+y) — [-f(x—y)] =f(x +y) + f(x —y).
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Comme F est de classe ¢! sur R et que les applications
[(%U)HX‘FU] et [(X»U)HX—‘J}

sont de classe €' (elles sont linéaires), les dérivées partielles de F sont en fait de classe ¢! sur R? et
donc F est de classe 2 sur R?.
@ D’apres I'expression des dérivées partielles,

0’F
2
0%F
oy’

VM = (x,y) € R?, (M) =f'(x+y) —f'(x—y)

et M) =f'(x+y)—f'(x—1y)

donc F vérifie bien 1’équation des ondes (ou équation de D’ Alembert) avec ¢ = 1.

# En notant Py, une primitive de f sur (I'intervalle) R, on a
F(x,y) = Po(x +y) — Po(x —y)

oit Py est de classe €2 : on ne devrait pas étre étonné de retrouver I'équation des ondes !

D’apres (E),

X
Vx eR, f(x)f(0)= J f(t) dt = 0.
Donc : ou bien f(x) est identiquement nul, et en particulier f(0) = 0; ou bien f(x) nest pas identique-
ment nul et on a quand méme f(0) = 0.
@ Comme f est une solution de (E), alors

V(xy) €R? O F(xy) = f(x)f(y)
et par conséquent

_O%F

%F oy O%F
X2

VM =(x,y) e R?, " (x)f(y) — f(x)f"(y) N

(M) (M) =0

d’apres la question précédente.

Il est clair que la fonction nulle est une solution de (E). Dorénavant, nous ne nous intéresserons
qu’aux solutions non identiquement nulles de (E) en choisissant un réel yo tel que f(yo) # 0.

D’apres la question précédente,

f//
VxeR, f’(x)— (Yo) f(x) =0
f(yo)
et nous reprenons la discussion menée dans la premiere question avec
f”
e - _f"yo) )
f(yo)

en tenant compte de la contrainte f(0) = 0 établie précédemment.
> Sic = —f"(yo)/f(yo) = O, alors f est une fonction affine telle que f(0) = 0, donc f(x) = ax.
L’équation (E) devient alors
Y (x,y) € R?, (ax).(ay) = 2axy.
IIn’y a que deux possibilités : a = 0 (solution identiquement nulle) et a = 2.
» Sic >0, alors f est de la forme asin wx et I’équation (E) devient cette fois

2asin w sin wy

Y (x,y) € R?, (asinwx).(asinwy) = o

A nouveau, il n’y a que deux possibilités : a = 0 et a = /.
» Sic <0, alors f est de la forme ash wx et ’équation (E) devient maintenant

2ash wxsh wy

V(x,y)e]Rz, (ashwx)(ashwy) = "
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et une fois encore : a = 0 ou a = 2/,
@ En reprenant les calculs qui précedent, on vérifie que les expressions trouvées sont toutes des
solutions de (E), indépendamment de la valeur choisie pour w € R .
Les solutions de (E) sont donc les fonctions

[x— 0], [xm— 2x], [XHZSIHQ)X}, {X’_)Zshwx]

X X

pour un parametre w € IRY arbitrairement choisi.
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Démontrer I'existence de l'intégrale

“+00 1
J 1 —t Arctan — dt
0 t

puis calculer sa valeur.

Il est clair que la fonction f = [t — T — t Arctan !/4] est continue sur l'intervalle ]0, +ool.

Comme la fonction Arctan tend vers une limite finie au voisinage de +o0, la fonction f tend vers
1 au voisinage de t = 0. Admettant une limite finie au voisinage de 0, elle est donc intégrable au
voisinage de 0.

D’autre part, d’apres le développement limité a 1’ordre trois au voisinage de 0 de la fonction

Arctan,
U S BN
retan t totoo t 3t3 © 3
donc
1
t—»:oo ﬁ’

f(t)

ce qui prouve que f est intégrable au voisinage de +oo.
La fonction f est donc intégrable sur ]0, 4+o00[, ce qui prouve que l'intégrale généralisée est bien
définie ("convergente", comme on dit).
@ On connait I'identité classique :

1
Vt>0, Arctan = 72£ — Arctan t. (*)

On en déduit que

Vt>0, f(t)=1-— g t 4+ t Arctan t.

En intégrant par parties,

t? 2 dt t? 1 1 t? t 1
JtArctantdt:— Arctant—J— = — Arctant—fjl dt = — Arctant— = + = Arctant

2 2 1+ 2 2] 1++¢2 2 22

donc une primitive de f est

t w2 t? 1
F(t) = 5~ WT + > Arctant + 5 Arctant.

Par définition,

J+Oo f(t)dt= lim F(t)—F(0) = lim F(t).

0 t—+o0 t—+o00

Avec l'identité (x) rappelée plus haut,

t w2 t? t t? 1Tt t2]1 1
2 1 + 7 rctant 7 7 1‘ctant > 7 [t +o< )} o(1)

donc



rms132-1167

On pose
/2 /2
I:J' Insinx dx et ]:J {n cosx dx.
0 0

Justifier 'existence des intégrales 1 et .

Vérifier que I = J.

Calculer 1+ ]. En déduire la valeur de 1.

La fonction [x — {nsinx] est continue sur l'intervalle ]0, 77/5] et

sinx
——fnl1=0
X x—0

Insinx —{nx = {n

(par composition de limites), donc
fnsinx =fnx+ o(Inx) ~ {nx.

Comme {n est une fonction intégrable de référence au voisinage de 0, on en déduit que fnsinx est
intégrable sur ]0, 7/>].

@ On considére maintenant le changement de variable affine u = 5 — x qui réalise une bijection
de [0, [ sur ]0, /2] : d’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction [x — fncosx] est
intégrable sur [0, 7/ si, et seulement si, la fonction [u — fncos(/2 — u)] est intégrable sur 10, 7/2]. Or

s b
Vo<u< 7 fncos(z—u) ={nsinu
et on a déja démontré que {nsinu était intégrable sur ]0, 7/5].

Les intégrales I et ] sont donc bien définies. De plus, d’apres le Théoréeme du changement de
variable,

/2 /2
]:J Encosxdx:J (nsinudu =1
0 0

Par linéarité,

/2 /2 :
I[+]= J {n(sinx cosx) dx = J {n sin 2 dx
0 0 2
donc P
2 7T
2l = _7r€2n + J fnsin 2x dx.
0

Avec le changement de variable affine u = 2x, qui réalise une bijection de 0, /[ sur 10, 7t[, on a
/2 1 /2 1 (™
J Insin2x dx = = J (Insin2x) (2dx) = = J {nsinu du.
0 2 Jo 2 Jo

La fonction [u — {nsinu] est intégrable sur 'intervalle ouvert ]0, nt[ (conséquence du changement de
variable précédent!) et admet u = 7/, pour axe de symétrie :

VO<u<m, {nsin(t —u) = fnsinu.
Par conséquent,

1 7T /2
fJ Ensinudu:J nsinudu = 1.
2 )o 0

# C’est une variante du théoréme bien connu : si f est paire et intégrable sur ]—o, o[, alors

J'ix f(t) dt = ZJ: f(t) dt.

:& Finalement,
mién2

2

#y Puisque 0 < sinu < 1 pour 0 < uw < 72, on intégre une fonction négative avec des bornes rangées dans
I'ordre croissant, donc on savait deés le début que I'intégrale était négative.

[=]=—
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On étudie ici

F(x) = —LX @ dt.

Déterminer 'ensemble de définition de F.

2.| Démontrer que
q

+00
Vxelol, Fx) =Y %
n=1

Au moyen d’une intégration par parties, démontrer que

2
Vo<x<1, Fx)+F1 —x)z%—ﬂn(] —x) tnx.

On introduit la fonction f : [0, +oco[ — R définie par

f(0) =1 et Vt>0, f(t) :_Bnﬂft).
Le développement limité de {n(1 — t) au voisinage de t = 0 montre que f est continue sur [0, o0,
donc f est continue sur le segment [0, x] pour tout x € IR et par conséquent, F(x) est définie pour
toutx € Ry.
@ La fonction f n’est pas définie pour t < 0, donc I'intégrale F(x) n’a pas de sens pour x < 0.
L'ensemble de définition de F est donc l'intervalle [0, +ool.

# Comme f est continue sur [0, +oo[, on déduit du Théoreme fondamental que la fonction F est la primitive
de f qui s’annule en 0 et en particulier que F est de classe € sur [0, +ool.

Pour tout t € [0, 1], on sait que

n(1—1t) =— t—
n
n=1
D’apres la définition de f,
+oo i
vVtelol], f(t) = —
n=0
@ Pour tout n € N, la fonction u,, définie par
t‘ll

vtelo1], un(t):n—H

est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur tout segment [0, x] C [0, 1].

» La série de fonctions ) u, converge simplement sur [0, 1[ et, sur cet intervalle, sa somme est la
fonction f, donc la somme est continue sur [0, 1[.

» Pourtout0 < x < lTettoutn € N,

X X‘n+1

In(x) = JO |un(t)’ dt = J;) ‘LLn(t) dt = m)

donc la série (de terme général positif) > I, (x) est convergente.

» On déduit donc du Théoreme d’intégration terme a terme que la fonction f est intégrable sur le
segment [0, x] pour tout 0 < x < 1 ainsi que sur l'intervalle [0, 1[ et que

x x 00 +00 x n
vosx<t, Fo= [ fode= [ Y wawar= Y [wwa- Y 5
0 0 n=o n=0 n=1

#> On savait déja que f était intégrable sur tout segment [0,x] C [0, 1], puisque cette fonction est continue
sur le segment [0, 1]. Sur ce point particulier, le Théoréme d’intégration terme i terme ne nous apprend donc
rien.
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Soit 0 < x < 1. Pour tout 0 < ¢ < x,

J Mdt: [—(%n(] —t)fnt]X—J (Znitdt
. t e ], 1—t
et comme
In(1—¢)dne ~o € ne —¢ 00,
ona x g
F(x) = — tnx (1 — ) fJ 2L g,
o 1—t
Le changement de variable affine u = 1 — t et la relation de Chasles permettent d’en déduire que
1 1—x
Int
F(x) = — tnx tn(1 — x) —J “‘T“ du=—tnxn(1 —x)+F(1) +J % dt
1—x 0

soit
Vo<x<l, F(x) + F(1 —x) =F(1) — Inx{n(1 —x).

L’expression établie a la question précédente pour x € [0, 1] nous confirme que F(1) = 7/.
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On considere la fonction f définie par

Vo<x<1, f(x)=

Vérifier que f est prolongeable par continuité en 1.
Démontrer que f est intégrable sur 1 =10, 1[.
Donner le développement en série entiére de f au voisinage de 1.

EENE

Calculer I'intégrale de f sur L.

Il est clair que f est continue sur I. En posant x = 1+ h (avec h € ]—1,0[),

flx) = n(1+h)  n(1+h)
MEOTn 1T T h heo

Donc f peut étre prolongée en une fonction continue sur ]0, 1] avec f(1) = 1.
La fonction f est continue sur l'intervalle ouvert L.

Elle tend vers une limite finie au voisinage de 1 (comme on vient de le voir) et donc intégrable
au voisinage de 1.

Lorsque x tend vers 0, on a f(x) ~ fnx. Comme {nx est une fonction de référence intégrable au
voisinage (droit!) de 0, on en déduit que f est intégrable au voisinage de 0.

Donc f est bien intégrable sur ]0, 1[.

On a déja posé h = x — 1 a la premiére question : pour —1 < h <0,

=a

tm(1+h) 1 *f(i])nﬁg
h — n

donc
alx=1)"

—+o0
Ixelo 1l fx) =3 (-1

Le changement de variable affine x = 1 + h nous montre que

1 0 0 +oo hn
f(x) dx:J- f(1+h) dh:J (=" dh.
JO -1 1 nZ:O n+1
Pour tout n € N et tout h € ]—1, 0], on pose
_ e
Vhel-1,0[, un(h)—ﬁ.

Chaque fonction u,, est continue et intégrable sur ]—1,0[; la série de fonctions ) u,, converge sim-
plement sur |—1, 0[ et la somme de cette série est continue sur ]0, 1[ (on sait la calculer, elle est égale a
f(1 —h)). Enfin,
0 ' hn 1
VnelN h)| dh = dh =
meN [ huntjdn [ dn = s

et on reconnait le terme général d"une série convergente. D’apres le Théoréme d’intégration terme a
terme, la fonction f est intégrable sur ]0, 1 (ce qu’on avait déja démontré...) et

1 400 0 hn +o0 1 7_[2

0 n=0
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Démontrer que l'intégrale généralisée

1
J n(t?) n(1 —t?) dt

0 t2

est convergente.

Calculer I'intégrale
1
Un :J 22 fn(t?) dt
0
pour tout n € IN*,
Au moyen d’un développement en série entiere, en déduire que

e T g =y 2
2 —1)2
0 t oy n(Zn ])

J] in(t2) in(1 —t2) © 2

Il est clair que la fonction f définie par

2 ]_2
Vo<t<l, f(t)zw

est continue sur 'intervalle ouvert ]0, 1[.

# On sait que {n est intégrable au voisinage (droit!) de 0. On sait aussi que {n(a — u) est intégrable au
voisinage (gauche!) de a pour tout a € R (changement de variable affine).

@ Lorsque t tend vers 0, on a f(t) ~ —2{nt, donc f est intégrable au voisinage de 0.
a Lorsque t tend vers 1,

)= 220 g n1 1) = o1~ v),

donc f est intégrable au voisinage de 1.

Ainsi, la fonction f est intégrable sur I'intervalle ]0, 1] et I'intégrale généralisée est (absolument)
convergente.
Pour tout n € N*, la fonction ¢, = [t t*" 2 n(t?)] est continue sur l'intervalle ]0, 1] et
dominée par {nt au voisinage de t = 0.

4 Onaen fait 1(t) =2¢ntet pn(t) =o(dnt) pourm > 2.

Par conséquent, I'intégrale généralisée u,, est bien définie pour tout n € IN*.
@ Pour tout 0 < ¢ < 1, en intégrant par parties,

1 21 1 2n1 1
2n-2 42y 44 _ 2t 1_J 2t 2 J 2n-2
Lt €n(t)dt_[€n(t )Zn—1]g .t Zn—ldt £—0 0 2n —1 Ot dt.

Par définition des intégrales généralisées convergentes, on en déduit que

1
-2
* T 2n—2 2 _
Vne N un_?g})J’Et Bn(t)dt—(zn_])z.

D’apres le développement en série entiere de {n(1 — u) au voisinage de 0,

—t?"2n(t?) -1

+o00
vteloll, f(t)=nZ:1¢n(t) ot hn(t) = ——————==—"-onlt).

D’apres la question précédente, la série ) 1, est une série de fonctions intégrables sur ]0, 1[; cette
série converge simplement sur |0, 1[ et sa somme, la fonction f, est continue sur cet intervalle.
De plus,

—1

1 1
Vn e N*, J ytbn(t)|dt:—J Qn(t)dt = 2
0 n Jo

22n—1)2°
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donc la série Y_ f; [bn ()] dt est convergente.
On déduit alors du Théoreme d’intégration terme a terme que la fonction f est intégrable sur
10, 1[ (ce qu’on avait déja prouvé) et que

+oo +o0 1

1 1
J flt)dt=) JO Pn(t)dt=-23 n2n—172"

0 n=1 n=1
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On considere I'équation différentielle
(x* = Dy"(x) — (x+ Ny’ (x) +y(x) =0. ®)

Déterminer les solutions polynomiales de (E).
Déterminer une équation différentielle (E') vérifiée par z(x) = v(x¥)/x.
Calculer les réels a, b et c tels que

2-4¢ _a b
X(X2—-1) X X—-1 X+41°

En déduire les solutions de (E’), puis les solutions de (E).

L’équation étant linéaire et homogene, on peut supposer que la solution y est une fonction
polynomiale unitaire de degré d :
y(x) = xd ...

otl les termes absents constituent une fonction polynomiale de degré strictement inférieur a d.
On en déduit que

xy'(x)=dxd 4.+ et (xX*>—=1y"(x)=dd—1)x*+--.

Par conséquent,
(x> —=y"(x) — (x+ Dy’ (x) +y(x) = (d* +d—2)x4 +- -~

et comme le second membre est identiquement nul, il faut que
0=d’+d—2=(d—1)(d+2)

etdoncqued =1.

En substituant y(x) = x + a dans 1’équation, on trouve a = 0.

Par conséquent, y est une solution polynomiale de I'équation (E) si, et seulement si, il existe une
constante réelle K telle que

# L'énoncé suggere simplement d’achever la résolution de I'équation en appliquant la méthode de variation
de la constante!

Vx€R, y(x) = Kux.

On cherche une solution y de la forme y(x) = xz(x). En supposant que z soit de classe & 2 onen
déduit que
xz(x)
y'(x) =xz'(x) +z(x)
xz" (x) + 22’ (x)
et donc que
(x? — y”(x) + 2xy’(x) — 2y(x) = (x* — Dxz"(x) + (4x* — 2)2/(x).

La fonction z est donc une solution de 1’équation
(x% —1)xz"(x) + (4x* —2)z(x) = 0. (E)

On remarquera que cette équation est en fait une équation du premier ordre en 1'inconnue z’(x).
Avec les méthodes usuelles, on trouve rapidement
2—4x2? -2 1 1

XXZ—1) X X—1 X+1
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En considérant (E’) comme une équation d’inconnue z’(x), on déduit de la décomposition en
éléments simples précédentes que z est solution de (E’) si, et seulement si, il existe une constante
réelle Ky telle que

/ _ K1
M= e

Nouvelle décomposition en éléments simples :

| -1 A 2

XXX —1) X2 X+1 X1

et on en déduit que z est solution de (E’) si, et seulement si, il existe deux constantes réelles K; et K3
telles que
(x) =K, +K (1+]€n 1_XD
z(x) = -+ = —1).
2 "\x 72 T+x
@ Par conséquent, y est solution de (E) si, et seulement si, il existe deux constantes réelles K; et K,
telles que

y(x) =Ky (1 + %En‘}%‘) + Kox.

# On a passé sous silence la question des intervalles de définition. Il y a ici trois singularités : x = £1 (qui
se voient sur I'équation différentielle elle-méme) et x = O (qui apparait lors de la mise en ceuvre de la méthode
de variation de la constante). Par conséquent, il y a quatre intervalles de résolution :

11:]700,71[, Iz :]71,0[, 13 :}0,][, 14 :”,4’00[

et, pour chacun de ces intervalles, il y a deux constantes d’intégration — soit en tout huit constantes d’inté-
gration !
Plus précisément, pour tout k € {1, 2, 3,4}, il existe deux constantes réelles Ay et By telles que

’] _XD + Byx.

vxely, ylx) :Ak<1 + 5 i

2

(x)

x)

- Je rappelle que tn |wu(x) | est une primitive de LLLL/( sur tout intervalle sur lequel la fonction u ne s’annule
pas.
1l est donc inutile de discuter sur l'intervalle pour calculer les primitives, c’est seulement pour simplifier

I'expression des primitives (= éliminer la valeur absolue) que la discussion est nécessaire.

# On peut ensuite se pencher sur la question des raccordements en x = 0 et en x = 1.

@ Pour que les solutions sur 13 et 14 se raccordent par continuité en x = 1, il faut d’une part que A3 =
A4 = 0 (pour qu'il y ait une limite finie) et d’autre part que Bz = By (pour que les limites a gauche et a droite
coincident).

1l est clair que la fonction [x — Bx] est solution sur ]0, +ool.

@ Jdem pour le raccordement autour de x = —1.

@ Pour le raccordement en x = 0, il faut que A, = Az (égalité de la limite a gauche et de la limite a droite
pour la continuité) et que By = B3 (égalité de la dérivée a gauche et de la dérivée a droite pour la dérivabilité).

Réciproquement, quelles que soient les constantes A et B, sur l'intervalle |1, 1], les solutions de la forme

Ax+B{1 +§€n<: ;z)},

sont clairement développables en série entieres sur 1—1, 1] : on aurait donc pu trouver ces solutions en cherchant
les solutions développables en série entiere (ce qui aurait masqué la singularité en x = 0).

# Avec N
yx) =) anx™,
n=0

on obtient la relation de récurrence

n—1
VnG]N, an+2:m'an.
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@ Pour les indices impairs, le coefficient ay peut étre choisi arbitrairement et comme a3 = 0 x aq, tous les
autres termes d’indice impair sont nuls.
@ Pour les indices pairs, on trouve

_ao

VPEN, G.szzpi_]

donc

+oo sz
y(x) :a1x+ao(1 pZ]Zp—J’

ce qui est conforme aux résultats trouvés plus haut.

#o Enfin, pour I'anecdote, les solutions sur R sont les fonctions [x — Ax] (pour A € R quelconque).
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La matrice
-1 —4
(35

Démontrer que la matrice A est semblable a une matrice triangulaire. (On donnera une matrice de
passage convenable.)

Résoudre le systeme différentiel suivant.

x'=—x—4y
y’ x + 3y

est-elle diagonalisable ?

Version longue (en récitant le cours)
Pour une matrice A € M, (IR), il n'y a que trois possibilités :
— ou bien son polynéme caractéristique est scindé a racines simples (soit A > 0);
— ou bien il admet une racine double (soit A = 0);
— ou bien il est irréductible (soit A < 0).
Autrement dit :
— ou bien cette matrice admet deux valeurs propres distinctes et, dans ce cas, elle est diagona-
lisable;
— ou bien elle n’a qu’une seule valeur propre :

XA = (X—A)?2

et dans ce cas,
— ou bien cette matrice est une homothétie : A = Al, (ce n’est pas le cas ici);
— ou bien cette matrice est trigonalisable mais pas diagonalisable;

— ou bien elle n’est méme pas trigonalisable.

Ici, le polyndme caractéristique de A est égal a

X2 —(trA)X +detA =X?>—2X+1=(X—-1)2

et par conséquent A est trigonalisable mais pas diagonalisable.
@ Version courte
La trace de A est égale a 2. Comme la trace est aussi la somme des deux valeurs propres, cela
suggere d’étudier le cas A = 1. Or la matrice

2 4
A_12:(1 z)

n’est pas inversible, donc 1 est bien valeur propre de A.

D’apres la trace, 1 est donc la seule valeur propre de A, ce qui prouve que A est trigonalisable
(le polyndme caractéristique est scindé et admet 1 comme racine double), mais pas diagonalisable
(sinon, A serait semblable a I, et donc en fait égale a I).

D’apres 'expression de A — 1,

<_21>6Ker(/-\12) et (A—1y) (_01)

On est ainsi conduit a poser

- (3) e (@) w3 )

I est clair que (7, €2) est une base de R? et comme

Il
7N\
I
~_

Aer =¢1 et Aey =¢1+ €2,

on déduit de la formule de changement de base que

s (11
PAP_(O1—U.
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# On sait que (A — 1) = 0, et donc que
Im(A — 1) Cc Ker(A —I3).
Quel que soit le vecteur €, choisi, on aura forcément
(A—17)(e2) e Ker(A —1) =R - ¢

et donc
JaxeR, Aer=¢er+ x-¢€.

Six =0,alors e, € Ker(A —1;) =R - €1, donc €, serait proportionnel a €y : ce serait un mauvais choix !
En conséquence, quel que soit €, non proportionnel i €1, la famille (&1, ¢,) est une base et, d’apres la
formule du changement de base, la matrice A est alors semblable a

(o %)

Inutile de s’inquiéter, on est siir de trouver une matrice de passage convenable!

En posant X(t) = (;EB) , le systéme différentiel a résoudre peut s’écrire

VteR, X'(t)=AX(t).

En posant alors

cette équation équivaut a I'équation
Y'(t) =P '.X/(t) = PTAP.PTTX(t) = WLY(t)

c’est-a-dire au systeme suivant.

W —-—u=v
vVi—v=0

On en déduit dans un premier temps qu’il existe une constante K; telle que
v(t) = Ks.et.

La premiere équation devient alors
u'(t) —ut) = Kz.et
et il existe une constante K; telle que
u(t) = Ky.et + K. .te'.

(On rappelle qu’il existe une recette simple pour trouver une solution particuliere de I'équation com-
plete : il suffit de I'appliquer.)

En conclusion : (x,y) est une solution du systeme différentiel étudié si, et seulement si, il existe
deux constantes K; et K; telles que

x(t)\ _ (2 1) [(Kiet+Kytet  [(2Ky —Ky).et 4 2K, tet
VtelR, (y(t)) =X{t)=PY(t) = (_] 0 ) ( Ket - —Kj.et —Ky.tet

2Ky — K 2K
— ot 1 2 t 2
et (M) e (22)).

@ Variante
On déduit de la formule du bind6me que

VneN, U= (; ?) —nU+ (1 -n)L.

Par conséquent,
vVnelN, An:nA-i—(]—Tl)IzZIz-i—TL(A—Iz).

On en déduit que

+o00 tn
VteR, exp(tA)=) — -A"=e'-L+te' (A-1)

—n

et donc que

VteR, X(t)=exp(tA).X(0)=e"X(0)+ te'.(A —12).X(0).
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On considere le systeme différentiel
x' = y—z
y' = —x +z (S)
2= x—y
avec les conditions x(0) = 1 et y(0) = z(0) = 0.
Discuter 'existence et 'unicité des solutions de (S).

On suppose que (x,y, z) est une solution de (S). Démontrer que les fonctions x +y + z et
x% +y? + z? sont constantes. Que peut-on en déduire pour la trajectoire ?

Résoudpre le systeme (S).

Le systeme (S) peut aussi s’écrire sous la forme d’'une équation différentielle linéaire homogene
du premier ordre a coefficients constants sous forme résoluble :

0 1 -1
VteR, X'(t)=AX(t) avec A=[—-1 0 1
1T -1 0

Comme I = R est un intervalle, la Théorie de Cauchy-Lipschitz nous assure que, pour la condition
initiale particuliere

(t = O) X(O) = (])O) 0)))
le systeme (S) admet une, et une seule, solution.

En tant que fonctions polynomiales des fonctions x, y et z (qui sont de classe ¢ sur ), les
fonctions f = x +y + zet g = x* + y? + z? sont de classe ¢"' et, d’apres (S),

VteR, f'(t)=x"(t)+y'(t)+z'(t)=0
g'(t) = 2(x(t)x(t) + y(t)y'(t) + z(t)z'(t)) =0

donc les fonctions f et g sont constantes sur l'intervalle 1.
D’apreés la condition initiale, f(0) = g(0) = 1.
La trajectoire
r={(x(t),y(t),z(t), t € R}

est donc contenue dans I'intersection du plan affine d’équation [x +y +z = 1] et de la sphere d’équa-
tion [x? +y? + z? = 1] : elle est donc contenue dans un cercle.
REMARQUE.— Il est trop t6t pour établir que l'inclusion réciproque est vraie.

# Variantes
w Si AX = AX, alors A™X = A" X pour tout entier n € N et par conséquent,

N N
tHtAT tA)™
VN €N, - X=) (n') -X.
! — "l

n=0
1l est clair que le second membre tend vers e - X. Comme I'application
M = MX]

est continue (application linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension finie), on déduit du théoréme de
composition des limites que

lim (M,.X) = ( lim Mn) X
N—-+oo N—+oc0
et donc, par unicité de la limite, que
VteR, exp(tA) -X=eM X

Ce qui vaut pour les colonnes vaut aussi pour les lignes : comme

(11 1)-A=(0 0 0)=0-(1 1 1),
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alors
VteR, f(t)z(] 1 1)~X(t):(1 1 1)~exp(tA)~X(O):e0't-(1 1 1)~X(O):f(0):1.

. On peut aussi remarquer que g(t) = X(t) T.X(t).
» On en déduit que

VteR, g'(t)=

O
=0

X(t) + X)) "X (1) = [AX()]

puisque la matrice A est anti-symétrique.
» Mais on peut procéder d'une autre maniere! Comme X(t) = exp(tA).X(0), alors

VteR, X(t)'.X(t) = X(O)T.[exp(tA)}T.exp(tA).X(O) = X(0)T.exp(tAT).exp(tA).X(0) = X(0) ".exp(04).X(0)
= X(0)".X(0)

ce qui prouve que I'expression g(t) = X(t) T.X(t) est bien indépendante de t.

La matrice A étant anti-symétrique, elle n’est pas diagonalisable dans 9t3(IR) mais elle 1'est
dans Mt3(C) (un peu de culture mathématique ne peut pas nuire).

Comme je n’ai pas envie de calculer dans C, je vais calculer le polyndme minimal de A pour en
déduire 'expression générale des puissances de A.

» On vérifie sans peine que
-2 1 1
AZ=|1 -2 1 etque A3 =-3A.
1T 1 =2
On en déduit (de proche en proche, par titonnements) que

VpeN, APFI=(-3)PA etque VpeN', A% =(=3P7TA%

#  Le polynome X3 + 3X = X(X? + 3) est un polynome annulateur de A, c’est méme son polyndme minimal
et son polyndme caractéristique — mais c’est inutile de le savoir, ¢a ne simplifierait pas nos calculs.

On en déduit que

+00 too
VteR, exp(tA)= 13+<Z):)1!t2p>'A2+<Zm)'A

p=1 p=0
1 P(y/31)2P ] 1 (& (1)PV3HPY
5 (Z (2p +1)! ) A3'(Z (2p)! )'A

1 sinv3t cosVv3t
= |I3 — A? A A%,
{3 3 % NI

p=1

En tenant compte de la condition initiale,

5 -2 0
X(t)Z%' <1> +\/§~ |:COS\/§t-\}g- ( 1 ) —I—sin\@t-\}i. (1)}
-1 1 :

pour tout t € R.

Comme les deux vecteurs qui apparaissent dans le crochet sont unitaires et orthogonaux, on
reconnait bien le paramétrage d’un cercle de rayon /2/3 et de centre § - (5,—1,—1).

On vérifie sans peine que ce cercle est contenu dans le plan [x +y +z =1].
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Une urne contient N boules : il y a1 < v < N boules blanches et (N — 1) boules noires. On effectue des
tirages successifs sans remise jusqu’a ce qu’on ait tiré les v boules blanches : on note X, le nombre aléatoire
de tirages effectués.

Autrement dit, on consideére I'ensemble E des N-listes constituées de r fois le chiffre 1 et de (N — 1) fois le
chiffre 0. Cet ensemble est muni de la loi uniforme et, pour chaque N-liste w € E, on pose

X(w)=max{T <k<N: w=1L

L'ensemble € est muni de la tribu discréte & = B(E), si bien que X est une variable aléatoire sur (E, &).

Quel est le cardinal de E ?
2.a. | Calculer la probabilité P(X = k).

2.b. | Quedirede laloi de X pour v =12 pour v = N?

3.| Démontrer que
q

E(X) = %

Chaque N-liste w € E est caractérisée par les positions occupées par les r chiffres 1, il s’agit
donc de choisir  positions parmi les N positions disponibles. Il y a donc (t‘) éléments dans E.

Une N-liste w € E appartient a I'événement [X = k] si, et seulement si, wy, = 1 et wy =0
pour tout k < £ < N. Autrement dit, il faut répartir les (r — 1) premiers chiffres 1 parmi les (k — 1)
premiers termes de la liste.

» Sik <, c’est impossible.
» Sir<k<N,ilya (‘::11) listes possibles et par hypothese d’équiprobabilité,

)
Vr<k<N, P(X=k) ==L,

(%)

Pour r =1, la loi de X est uniforme sur [1, N] :

1
V1<k<N, P(X:k):N.
a Pour r = N, la variable X est constante, égalea N: P(X =N) = 1.

Comme X est une variable aléatoire bornée (elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs), c’est
une variable aléatoire d’espérance finie.

oo 2GS 0 ()

=T T k=r

d’apres la formule (généralisée) du triangle de Pascal. Aprés simplification, on trouve :

N+1
r4+1°

EX)=r

#v ]l est facile de vérifier que cette formule est correcte pour v = 1 et pour v = N.
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Une urne contient n tickets, dont p sont gagnants. Un joueur tire p tickets.

On suppose que le joueur effectue des tirages avec remise. Le nombre de tickets gagnants est alors
modélisé par une variable aléatoire X suivant la loi binomiale 2(p, ?/n) (nombre de succeés lors de p
expériences indépendantes, avec probabilité de succes égale i P/n a chaque fois).

Calculer la probabilite P(n, p) de tirer au moins un ticket gagnant.

Calculer la limite de P(p?,p) lorsque p tend vers +oo.

On suppose que le joueur effectue des tirages sans remise; que les tickets sont indiscernables (hormis
le fait d’étre gagnant ou perdant) et que tous les résultats possibles sont équiprobables.

Combien y a-t-il de résultats possibles ?

Quelle est la proportion Q(n,p) de résultats qui comptent au moins un ticket gagnant ?
Quelle est la limite de Q(p?,p) lorsque p tend vers 400 ?

On suppose encore que le joueur effectue des tirages sans remise, mais on suppose cette fois que les
tickets soient tous numérotés (et donc tous discernables). Proposer un modeéle probabiliste.

La probabilité de tirer au moins un ticket gagnant est égale a P(X > 1), c’est-a-dire a

Pin,p) =1-P(X=0) =11 —E)P.

n
On sait alors bien que

. P . 1\P 1
Jm Ptp) = tim 1 (1) =1 e
Ilya (E) manieres de choisir p tickets parmi n tickets deux a deux distincts (par définition
du coefficient binomial).
Comme il y a p tickets gagnants,
— ou bien 2p > n, et chaque tirage contient au moins un ticket gagnant;
— oubien2p < n,etilya (“;p) manieres de choisir les p tickets tirés de 'urne parmi les (n—p)
tickets perdants.
Avec la convention habituelle,
n—p
Qn,p)=1-— ((ﬁ))

P

Avecn = p?,

Avec la formule de Stirling,

(P2-p) (P*—p)! 1\2p>—2p 2\ 2p—p?
(p2)] (p2—2p)! p—too (1 ) (1 )

et par conséquent
1

lim Q(p*,p)=1—e .
p—+oo
Si les tickets sont tous discernables, il s’agit de compter le nombre de p-listes constituées a partir
de n éléments : il y a donc
n!
(n—p)!

cas possibles. Parmi ces cas possibles, on exclut les p-listes formées a partir des (n — p) tickets per-
dants :

— si2p > n, chaque liste contient au moins un ticket gagnant;

— si 2p < n, il faut éliminer ((711:2]; ))!!
L’hypotheése d’équiprobabilité nous conduit alors a

listes.

[(n—p)l]?

Q(n)p) =1- Tl'(Tl—Z‘p)'

c’est-a-dire au méme résultat que dans le modele précédent.
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Une urne contient trois jetons numérotés 1, 2 et 3. On effectue des tirages avec remise successifs.

On note Y, I'entier aléatoire correspondant au numéro du tirage oir on obtient pour la premiére fois un
chiffre différent du premier chiffre obtenu.

On note Z, 'entier aléatoire correspondant au numéro du tirage oit on obtient pour la premiere fois un
troisieme chiffre.

Déterminer la loide Y.

Reconnaitre la loi de Y — 1. En déduire I'espérance et la variance de Y.

Déterminer la loi du vecteur (Y, Z).

En déduire la loi de Z.
On modélise 1'expérience par une suite (X )n>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur

un espace probabilisé (Q, A, P), suivant toutes la loi uniforme sur [1, 3].
La valeur de X, indique le jeton obtenu lors du n-iéme tirage.

Pour obtenir deux jetons différents, il faut tirer au moins deux jetons...
Pour tout entiern > 2,

Y=n]=Xi=-=Xp1#Xal= || Ki==Xn1=1,Xa #1 € A
ie[1,31

Cette égalité démontre que Y est bien une variable aléatoire discrete sur l'espace (), A, P). Par addi-
tivité de P, on en déduit aussi que

Vn>2, P(Y:n):3-(g

puisque les variables aléatoires Xj, ..., Xy, sont indépendantes et que

1
Vi1, Vi3], PXe=1)=3=1-P(X#1).

La variable aléatoire (Y — 1) prend ses valeurs dans N* et
Vk e N, Y-1=Xk]=[Y=k+1].

Par conséquent,

2 2 /1\k1
Vk>1, P(Y—1:k):W:§.<§> ,
La variable aléatoire (Y — 1) suit donc la loi géométrique ¢ (2/3). On en déduit que
1 3 q 3
E(Y—1)7572 et V(Y—])fgfz

et donc que E(Y) = 5/2 (par linéarité) et V(Y) = 3/4 (invariance de la variance par translation).
Le nombre Z de tirages nécessaires pour obtenir les trois jetons est strictement supérieur au
nombre Y de tirages nécessaires pour obtenir deux jetons différents.

Chaque succession de tirages définit une permutation o € &3 : le premier jeton qui apparait est
0(1); le premier jeton différent du précédent, qui apparait au Y-ieme tirage, est 0(2); le dernier jeton,
qui apparait au Z-ieme tirage, est o(3). Ainsi, avant le Y-ieme tirage, on ne tire que le jeton o (1) ; entre
le Y-iéme tirage et le Z-iéme tirage, on tire a nouveau un jeton déja tiré, c’est-a-dire o(1) ou o(2) mais
pas o(3).

Par conséquent, quels que soient les entiers met n telsque 2 < m < n,

[Y = m)Z =n]= [X1 ==X 7é Xm] N [Xm—o—h“wxn—] € {Xm—hxmﬂ N [Xn ¢ {Xm—hxm}]
= |_| [X1 = =Xp1 = 0-(1)»Xm = 0(2)] N [Xm+1 7é 0-(3)>-'-)an1 7é 0-(3)} N [Xn
[JSIGH
€A

ce qui prouve, si besoin était, que (Y, Z) est un vecteur aléatoire sur (Q, A) et donc que Z est bien une
variable aléatoire.

o(3)]
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Comme les variables aléatoires Xy sont indépendantes et suivent toutes la loi uniforme sur [1, 3],
tous les événements qui apparaissent dans la décomposition précédente de [Y = m, Z = n] ont méme

probabilité : 1 L D
me n—m—
G 3G s

2\
v2<m<n, P(Y:m,Zzn)zzim.(g) _

Connaissant la loi du couple (Y, Z), il est facile d’en déduire la loi (marginale) de Z.

et comme #53 = 6,

n—1
Vyn>3 P(Z=n)= Z PY=m,Z=n)=
m=2

Pl
3n71
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On considere deux variables aléatoires Xy et X, définies sur I'espace probabilisé (Q, A, P), indépendantes,
suivant toutes les deux la loi binomiale % (n, 1/2).

Pour tout w € Q, on pose
(X (w) 1
M(w) = < 0 Xz(w)) .

On cherche a calculer la probabilité pour que M soit diagonalisable.
En développant de deux manieres le polynome (1 + X)2™, démontrer I'identité de Vandermonde :

s £ ()

k=0

Conclure.

D’apres la formule du bindme,

(14+X)2" = ZZn (zg)xk = [01+xm])* = [i (T]z)xkr.

k=0 k=0

11 est plus simple d’écrire un polyndme comme une somme infinie dont le terme général est nul a
partir d’un certain rang pour appliquer la formule du produit de Cauchy :

{i <E> Xk] ’ = {Z aka} ’ = Z bX* avec by = i QiQk—i-

k=0 keN keN i=0

En particulier, pour k =n,ona 0 < k—1i < n pour tout 0 < i < ket donc

vog<ign, ai:(],<> et ak_i:< k):(k>
i k—1 i

(par symétrie des coefficients binomiaux).
Par unicité de la décomposition d"un polynéme dans la base canonique,

)-()
(5 )

est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux :
— ou bien x; # x;,, et la matrice est diagonalisable (comme toute matrice de 9, (IK) admettant
deux valeurs propres distinctes);
— oubien x; = x,, et la matrice n’est pas diagonalisable (puisque le sous-espace propre associé
a la valeur propre double x; est la droite R - (1,0)).
11 s’agit donc de calculer la probabilité de I’événement [X; = X3].
En décomposant cet événement sur le systeme complet ([X; = k]), <k<n’

La matrice

n n
Xo =X = | X0 =KkXi =Xa] = | | X1 =k, X2 =K.
k=0 k=0

Par o-additivité de P et par indépendance des variables aléatoires,

n n 2
PXi=Xa)=) PXi=KPXa=k) =) KE) 2171]
k=0

k=0

P =x2) = 7+ (),

4n A\ n

donc
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# D’apres la formule de Stirling,

1
Py =Xa) . T
11 est logique que cette probabilité tende vers O lorsque n tend vers +oo : les deux variables aléatoires sont
indépendantes et prennent des valeurs de plus en plus nombreuses, il est donc de plus en plus rare qu’elles
prennent la méme valeur en méme temps.
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Pour 0 <p <1letq=1—7p,onpose
VkeN*, pe=p*k(1—p* .

Veérifier que (pi)i>1 définit une loi de probabilité sur N*.
Soit X, une variable aléatoire telle que

VkeN*, P(X=k)=p.

Justifier I'existence et déterminer la valeur de E(X — 1) et de E [(X —1(X—- 2)].
En déduire l'existence et la valeur de E(X) et de V(X).

# Commengons par présenter tous les résultats sur les séries entieres dont nous aurons besoin dans la suite
pour calculer I'espérance et la variance de cette loi de Pascal.
On sait que le rayon de convergence de la série (gométrique) Y x* est égal a 1 et que

Vo<x<l, flx)=) x= ) (17)

Par conséquent, on peut dériver terme a terme autant qu’on veut :

Vo<x<T, f/(x):U—]x)Z::ZO?ka] as)
2 +oo

P = e = Mk e (19)
6 +oo

900 = =57 = 1; Kk — 1) (k — 2)x*3. (20)

La famille (px)x>1 est une famille de réels positifs. D’apres les séries entieres rappelées ci-
dessus (18), c’est aussi une famille sommable, dont la somme est égalea 1:

2

+oo
];pk P = G

donc c’est bien une loi de probabilité.

D’apres la formule de transfert, la variable aléatoire X — 1 est d’espérance finie si, et seulement
si, la série > (k — 1)py est absolument convergente. D'apres (19), c’est bien le cas et

P 2 el szq Zq
EX—1) =) (k—T)p =p*qf’(q) = 0—aq3 7
k=2 a P

a De méme, comme la série ) (k—1)(k—2)px converge absolument (20), la variable (X—1)(X—2)
est d’espérance finie et

“+oo 2
E[(X—1)(X=2)] = 3 (k= 1)(k=2lpic = pq?f V) = -
k=3

Il est clair que X = (X — 1) + 1, donc X est une variable aléatoire d’espérance finie (en tant que
somme de variables aléatoires d’espérance finie) et, par linéarité de I'espérance,

2q , 1+q

P

EX)=E(X—1)+1="2"2 41
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De méme, X? = (X—1)(X—2) +3X—2, donc X est une variable aléatoire de carré intégrable (puisque

son carré est une somme de variables aléatoires d’espérance finie) et, a nouveau par linéarité de
I'espérance,

2_6p+6

E(X2) = E[(X — 1)(X—2)] + 3E(X) —2 = %.

On en déduit que

V(X) = E(X?) — [E(X))* = i‘j
P

# On pouvait aussi calculer la fonction génératrice de la variable aléatoire X :

+00 “+o0 2
t
G(t) = Z kaqk—ltk — pzt Z k(qt)k—1 — pztf’(qt) = “EW (21)
k=1 k=1

Le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1/q > 1, donc X admet des moments de tout ordre et

2
E(X)=G'(1) = —, E[X(X-])]:G//(1):4j+6iz
P PP

ce qui permet de retrouver (plus rapidement, a mon goilt) la variance de X.
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On considere une suite (Xn )n>1 de variables aléatoires indépendantes. Pour tout entier n > 1, on suppose
que Xy, suit la loi de Bernoulli 8(prw) et on pose

T

Pn = n

1.| Démontrer que
q

(‘X1+"‘+Xn _ ‘
n

lim P
n—-+oo

pour tout € > 0.
On suppose que Py, tend vers p lorsque n tend vers +oco. Démontrer que

lim P(‘X] +'T~l-+Xn _

n—-+oo

P‘>s):0

pour tout € > 0.

Une variable aléatoire de Bernoulli admet un moment d’ordre deux. Comme l’ensemble des
variables aléatoires admettant un moment d’ordre deux est un espace vectoriel, toute combinaison
linéaire de variables aléatoires de Bernoulli, et en particulier la variable aléatoire

X; 44X
yn:%,

admet aussi un moment d’ordre deux. On peut donc appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

# Variante
Comme les variables aléatoires de Bernoulli ne prennent que les valeurs O et 1, on sait que

VweO, 0<Yp(w) <.

En tant que variable aléatoire bornée, Yy, admet des moments de tous les ordres et en particulier un moment
d’ordre deux.

@ Par linéarité de I'espérance,

On doit savoir que

vo<p<l, 0<1o(1—p)<;l
et donc que
Vn>1, 0<V(Yn)<]—.
4n
a D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,
V(Y.
Ve 0, P(Va—E(Yy)|> ) < L)
et donc X¢ 4o+ X :
1+ +Xn
> < - > < -
ve>0,vnz1, 0<P(|F Pn|>¢) <05
On déduit de cet encadrement que
. Xi 4+ +Xn
v P )
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Soit ¢ > 0. Alorsn = ¢/ > 0.
@ Comme P, tend vers p et quen > 0, il existe un rang no tel que

Yn=mno,  [pn—pl<n
@ D’apres l'inégalité triangulaire, pour tout w € Q,
vn =1, |Yn(w)_p|<|Yn(w)_f9n|+h§n_p|

et en particulier
vn = ny, |Yn(w)_p| < }Yn(w)_ﬁn’+n-

Par conséquent, pour n > ny, si
alors

et donc
|Yn(w) _ﬁn| Ze—n=mn.
Autrement dit, en termes d’événements de la tribu A,

nsno [Vl el [Ya—pul 21

et donc, par croissance de P,
vnzno, 0<P(|Ya—p|>¢) <P(|Ya—pnl=n).

» Comme 1 > 0, on déduit de la premiere question que le majorant tend vers 0 lorsque n tend vers
+o00. Par encadrement, on en déduit que

lim P(‘W—p’ > s) =0.

n—+oo
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Soient X et Y, deux variables aléatoires a valeurs dans IN, définies sur un espace de probabilité (Q, A, P),
indépendantes et de méme loi. On suppose que X admet un moment d’ordre deux et que la variable aléatoire

L=X+Y+1

suit la loi géométrique 4 (p).
Calculer E(X) et V(X) en fonction de p.

Calculer la fonction génératrice de X.
En déduire la loi de X.

Comme Z suit la loi 4(p), alors E(Z) = 1/, et V(Z) = 9/p2.
a Comme X et Y ont méme loi et par linéarité de 1'espérance,

E(Z)=EX)+E(Y)+1=1+2E(X)

et donc

_I-r_q
EX) == =2

@ Par ailleurs, comme X et Y sont indépendantes,

V(Z) =V(X+Y)=V(X)+V(Y)=2V(X)

etdonc V(X) = ﬁ;‘%.
Comme Z suit la loi 4(p), alors

__pt
Vel T, Gz =

Or Z=X+Y +1etcomme X et Y sont indépendantes,

Vtel0,1], Gz(t)=E(t?) =E(t*t t") =EtX).E(tY).t= t[GX(t)]z.

Or Gx(t) > 0 pour tout t € [0, 1] (somme de termes positifs), donc

veelo 1, Gx(t) =,/ _pqt.

On sait que

Yuel-1,1[,

=(14+u)

—1/2 _ ZOO —1/2)(=3/2) - - [-(2k — 1) /2] "3

T+u k!

Par conséquent, avecu = —qt (o0 < q < 1),
+o0
2k K
Vtelo,1], Gx(t) = \/]S[Z (k) : ?Tk -tk}
k=0

Comme le rayon de convergence d"une série génératrice est au moins égal a 1, on peut identifier les
coefficients terme a terme. On en déduit que

VkeN, P(X=k) = ‘/;kq (k>
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Développer

t
f(t) = pps)
en série entiere. Préciser le rayon de convergence.
Donner la loi d'une variable aléatoire X dont la fonction génératrice est f.
Calculer I'espérance de X.

Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = % - X

Pour [t*/5| < 1,

+oo t2n+1

e T zZ() =) G

n=0

et pour [t'/2| > 1, 1a série (géométrique) est grossiérement divergente.
Par conséquent, le rayon de convergence est égal a 1/,/3.
Comme le rayon de convergence est strictement positif, on peut identifier terme & terme. Puisque

vte o], ZPX k)t ZZHHtZ““

alors
— si k est pair, alors P(X = k) = 0 — autrement dit, X est une variable aléatoire dont les valeurs
sont presque stirement des entiers impairs;
— si k est impair, alors il existe n € N tel que k = 2n + 1 et

1

PX=k) = 2n+1

Comme le rayon de convergence de la série génératrice est strictement supérieur a 1, la variable
aléatoire X admet des moments de tout ordre. En particulier,

Veelo il i) = o+ o
2—t2 2-+t2

etdonc /(1) = 3.

Comme les valeurs de X sont des entiers impairs, Y est une variable aléatoire a valeurs dans

I'ensemble des demi-entiers :

Y:Q—)E:{Zn;1,n 1N}
et comme
¥neN, [Y:Z“;wz[x:znw],
alors
YneN, P(Y:znz“)zzn%.
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On consideére une variable aléatoire X a valeurs dans [0, n] telle que

1
Vo<k<n, P(X:k):ki](z_o.

Pour 1 < k < n, déterminer o tel que

ny cx n—1

k) k—1)°
m Que vaut le réel a?

Calculer 'espérance de X.
Calculer la variance de X.

Ultra-classique :

ny n! B n-(m—1)! n -1
<k> T kKMm-K! k- (k=D [n-1—(k-1] k (k—])

pour tout entier 1 < k < n.

# On rappelle une autre formule ultra-classique, conséquence de la formule du binome :

Vn>1, Z(E) — (1) =2,

k=0

Comme ([X =kI),_, ., estunsysttme complet d’événements, il faut que

n

L 1 n
1—ZP(X—k)—a1;)k+1<k).

k=0
D’apres la relation précédente (avec un décalage d’indices),
i 1 <n) 7& 1 <n+1> o *i‘ <n+1> i
= k+T\k et T \k+] n+1 & 4 n+1
puisqu’il manque un terme (¢ = 0) pour la formule du bindme. Ainsi,
n+1

a:2n+1_]'

Comme X est une variable aléatoire bornée, elle admet des moments de tout ordre et en parti-
culier, c’est une variable d’espérance finie et de variance finie.
On part de la définition de la variance et on recourt a 1’Astuce taupinale :

_n __n(k—H)—]n_nn nan_TL
E(X)kaP(ka)faZW . =a) . —Zm . =2"a—1.
k=0 k=0 k=0 k=0
Apres simplification,
2"(n—1)+1

E(X) = m+1

Nous allons calculer la variance de maniére indirecte : la question précédente nous indique
qu’il faut utiliser I’ Astuce taupinale pour réussir a calculer ces sommes. Apres quelque réflexion, on
devine qu’il faut commencer le calcul de la maniére suivante.

E[X(X+1)] :Zk(kﬁ)P(xzk):aZ% (L‘) _aZk(D

k=0 k=0
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Pour conclure, on remarque que
V(X) = E[X(X+1)] — E(X) — [E(X)]”

et apres quelques simplifications, on arrive a

V(X)=2"T"n+2)a—4"a% =

2T+ 1) (n+2) 2+ 1)\2
o+l _<2n+1_])

# Exercice purement calculatoire, sans contenu mathématique identifié — a I’ancienne! Quelques lignes
de Python permettent de vérifier I'exactitude des expressions trouvées.
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10 10
A_(m 4) et D_<o 4>'

Calculer les racines réelles des polynomes X3 —2X + 1 et X3 —2X — 4.
Déterminer les matrices qui commutent avec D.

Résoudre I'équation M3 — 2M = D, d'inconnue M € 90, (R).
Résoudre I'équation M3 — 2M = A, d'inconnue M € M3 (R).

RENE

Le polyndme X3 — 2X 4 1 admet 1 pour racine évidente. On en déduit que
XP=2X+1=(X=1)(X*+X=1) = (X=1)(X=a)(X—B)

ot {a, B} ={(—1 £ V5)/2).

Le polynéme X3 — 2X — 4 admet 2 pour racine évidente. On en déduit que
X3 —2X—4=(X=2)(X2+2X+2)

et X? + 2X + 2 est irréductible dans R[X].
Considérons une base % = (¢1, e2) de R? et'endomorphisme u de R? représenté par la matrice
D dans cette base %4.

Comme D est diagonale, les vecteurs de % sont des vecteurs propres de ., associés aux valeurs
propres —1 et 4. Les sous-espaces propres de u sont donc des droites vectorielles.

@ Siun endomorphisme v commute a u, alors tout sous-espace propre de u est aussi stable par v.
Par conséquent, les droites R - €7 et R - €, sont stables par v, ce qui signifie que les vecteurs ¢; et €,
sont aussi des vecteurs propres pour v.

Ainsi, si v commute a u, alors Matgz(v) est diagonale.

@ Réciproquement, si la matrice Matz(v) est diagonale, alors elle commute & D (deux matrices

diagonales commutent toujours) et par conséquent les endomorphismes u et v commutent.
En conclusion, les matrices qui commutent a D sont exactement les matrices diagonales.

#v Plus généralement, si D € I, (IK) est une matrice diagonale admettant n valeurs propres deux a deux
distinctes, les matrices qui commutent a D sont les matrices diagonales.(Méme démonstration !)

Si M € M(R) vérifie M3 — 2M = D, alors M et D commutent (puisque toute matrice M
commute a tout polyndéme en M) et d’apres la question précédente, M est une matrice diagonale :

a 0
M=(5 1)
L'équation M3 — 2M = D devient alors

a®—2a 0 (-1 0
0 b2—-2b) \ 0 4)°

D’apres la premiere question, il y a trois possibilités pour a : 1, x et 3 et une seule pour b : 2. Les

solutions sont donc
10 o 0 B 0
0o 2) 0o 2)° 0 2/)°

La matrice A est triangulaire, donc ses coefficients diagonaux : —1 et 4 sont ses valeurs propres.
En tant que matrice de 9, (IR) ayant deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable et sem-
blable a la matrice D : il existe donc une matrice inversible P telle que P~'AP = D.
La conjugaison étant un morphisme d’algebres,
M’ —2M =A & P 'M’P—-2P 'MP =P 'AP
& (P"'"MP)®> —2(P"'"MP) =D.

On est donc ramené a I'équation précédente.
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10
Po= (2 1)

convient (ses colonnes sont des vecteurs propres de A associés respectivement a —1 et a 4). Par consé-
quent, les solutions de M3 — 2M = A sont les matrices

1 0\, a 0\ ,_q B0\ p
p0<0 2)1:0, Po<0 2>Po, PO(O 2>P0.

a ]l est clair que la matrice
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On étudie I'endomorphisme f de R™ représenté dans la base canonique de R™ par la matrice

10 -~ 0 1

M=|: : D €Ma(R).
10 -~ 0 1
11 ...

—_
u—

Calculer le rang et une base de I'image de f.

Soit g, 'endomorphisme induit par restriction de f au sous-espace Im f. Démontrer que g est
diagonalisable.

Lerang de (1) (pourn = 1) et de G }) (pourn =2) estégalal.

A partir de n = 3, les deux premiéres colonnes de M ne sont pas proportionnelles, donc son
rang est au moins égal a 2. Les autres colonnes de M sont égales a C; oua C;, donc le rang de M est
en fait égal a 2.

a [’image de M est engendrée par les colonnes de M. On en déduit que

Im M = Vect(Cq, Cz).

L'image d'un endomorphisme f est (toujours!) un sous-espace stable par f, donc 'endomor-
phisme g est bien défini. D’apres le cours, si f est diagonalisable, alors I'endomorphisme induit par
restriction de f & un sous-espace stable quelconque est également diagonalisable.

# Une histoire de polyndme annulateur — mais si, mais si, mais si, VOUS VOUS €1l SOUVENEZ...
@ Sion ne se contente pas d’une telle réponse, on peut calculer
MC;=2-C;=0-C2+2-C; et MCi=n—-2)-C2+2-Cy,

donc la matrice de g relative a la base (C,, Cy) est

0 n-2
5= (2 "5Y).
Le polynéme caractéristique de B est égal a

X2 —2X+2(2—mn),

donc B admet deux valeurs propres distinctes :

1++v2n-3.

Pour chaque valeur propre A de g, le sous-espace propre est une droite vectorielle (DEUX valeurs
propres distinctes pour un endomorphisme du PLAN Im f) et cette droite vectorielle est dirigée par
le vecteur

Mm—2)-Ca+A-Cy.

# Pour trouver le noyau de B — Al € M1 (R), il suffit de trouver une proportion entre les deux colonnes
de cette matrice.
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Pour a > 0, on pose

0 a a?
A= 1 0 1
Va a2z 0

Vérifier que —1/4 est une valeur propre de A.
2.| Lamatrice A est-elle diagonalisable ?

Caractériser les sous-espaces propres de A.

En écrivant

1 o a a?
A+ 513 =11 Va 1],
Vo Va2 g
on constate que cette matrice n’est pas inversible puisque C3 = aC,. Cela prouve que —/, est une
valeur propre de A et que le vecteur (0, a,—1) est un vecteur propre associé a cette valeur propre.

Il est clair que det A = 2 et que tr A = 0. En considérant A comme une matrice a coefficients
complexes, il existe deux complexes « et {3 tels que

1 _
— 4+ a+p=0 et —— =2.
a a
Les deux nombres « et 3 sont donc les racines du trindme
2 1
X“ 4+ =X —2a.
a

Les valeurs propres de A sont donc

—1 1
— et —(1+V1+8a3).

a 2a

# Comme a > 0, la premiére valeur propre est négative et la deuxiéme est positive. Comme les deux derniéres
sont distinctes, si A admet une valeur propre double, alors il faut que

i:;—a(l—\/1+8a3)

a

et donc que a = 1.
Pour a =1, le sous-espace propre associé a —1 est le plan d’équation

x+y+2z=0]
et la droite propre associée a la valeur propre 2 est évidemment la droite R - (1,1,1) — "évidemment”, car les

sous-espaces propres d'une matrice symétrique réelle sont deux a deux orthogonaux.
Dans la suite, on supposera donc a # 1 pour que la matrice A ait trois valeurs propres distinctes.

Comme A admet trois valeurs propres deux a deux distinctes, les sous-espaces propres sont des
droites vectorielles. On peut donc déduire du calcul précédent que

0
1
Ker(A+ 713) =R:-| a
¢ ~1
Soit A € {e, B}, 'une des deux autres valeurs propres de A.

# Comme les deux valeurs propres « et (3 sont en quelque sorte conjuguées 'une de I’autre, on peut effectuer
les deux calculs simultanément, en se bornant a savoir que la valeur propre A vérifie la propriété

A
?\Z—I—a—Za:O
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c’est-a-dire
ar? +A—2a% =0. (%)

On sait, par la discussion précédente, que le rang de A — Al3 est égal a 2. Si le déterminant de la

matrice
—A a
1 —=A

est nul, alors A = a et on déduit de ’équation (x) que a = 1, cas que nous avons déja traité. Par
conséquent, le rang de la matrice
g_ (M a a?
T - 1

est égal a 2. Cette matrice est constituée des deux premieéres lignes de la matrice (A — Al3), donc
(A—-A3)X=0 = BX=0,

c’est-a-dire Ker(A —AI3) C Ker B. Or ces deux matrices ont méme rang et méme nombre de colonnes,
donc leurs noyaux ont méme dimension (Théoréme du rang), donc ces deux matrices ont méme
noyau.

# La troisieme ligne de A — N1z ne fait que compliquer les calculs sans apporter d'information supplémen-
taire!

Or
A a d 0 a—A a’+A
(1 A 1)”<1 A 1 ) (L= T+ A1)
donc le sous-espace propre de A associé a A est la droite dirigée par la colonne
a+ Aa?
a?+A
M —a

#v [l s’agit seulement de résoudre un systeme triangulaire !

En conclusion, pour a > 0 et a # 1, la matrice
0 a+aa’? a+pa?
P=|a a*+a a?+p

-1 o*—a B%*-a

est inversible et

“1/a 0 0
PT'TAP=| 0 « O
0 0 B

oo+ =T"qetapf =—2a.
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Soit A € 9, (C). On suppose que A est semblable i jA (o1 j = e?17/3).

1.| Démontrer que
q

En déduire que Sp(A) = {0}.

Démontrer que A* = 0,.
Ce dernier résultat est-il encore vrai si on suppose que A € M3(C)?

VA€ Sp(A), jA € Sp(A).

Soit A € Sp(A). Alors il existe une colonne X # 0 telle que AX = AX et donc telle que
j-AX=j-(AX), soit (G-A)X=(A) -X

et comme X # 0, cela prouve que jA € Sp(jA).

# Plus généralement, quel que soit le polynome P et la valeur propre A € Sp(A), le scalaire P(A) est une
valeur propre de la matrice P(A).

Comme A et jA sont semblables, elles ont méme spectre et par conséquent jA € Sp(A).

Comme A est une matrice a coefficients complexes, son spectre n’est pas vide. Il existe donc au
moins une valeur propre A € C pour A.

D’apres la premiére question, jA € Sp(A) et, par conséquent, j?A € Sp(A) (en vertu du vieux
principe : Tant que je gagne, je joue).

Si A # 0, alors A, jA et j2A sont trois valeurs propres deux a deux distinctes de A. Comme A €
M, (C), c’est impossible.

Par conséquent, A = 0 et donc Sp(A) = {0}.
Comme A est une matrice (2,2) a coefficients complexes, son polyndme caractéristique est un
polyndéme unitaire de degré 2 et, d’apres la question précédente, ce polyndme admet 0 pour seule
racine. Donc xa = X? et, d’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, A =0,.

Dans 213 (C), on peut poser

1.0 0 i 0 0
A=(0 j 0], dou jA=(0 j2 0
0 0 j2 0 0 1

Les deux matrices A et jA sont diagonales et ont les mémes coefficients diagonaux avec les mémes
multiplicité, donc elles sont semblables — et A # 03.

# Pour permuter circulairement les valeurs propres, il suffit de permuter les vecteurs de la base. Une matrice
P telle que P~ AP = jA est donc par exemple

0 0 1
P=(1 0 0
010
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Soient u et v, deux endomorphismes de E, espace vectoriel complexe de dimension finie. Démontrer que
toute valeur propre A de w o v est aussi une valeur propre de v o u.
Indication : on distinguera les cas A = 0 et A # 0.
w CasA=0
Puisque E est un espace de dimension finie, le réel 0 est une valeur propre de uov si, et seulement
si, det(wov) =0.Or
det(vou) = detv.detu =det(uov) =0

donc 0 est aussi une valeur propre de v o u.

# Variante sans déterminant.
Si 0 n'est pas une valeur propre de v o u, alors v o u est injectif, donc u est injectif, donc (Théoréme du
rang, puisque u est un endomorphisme de €, espace vectoriel de dimension finie) w est inversible. De ce fait,

I'endomorphisme

v=(vou)ou~!

est injectif comme composé d’endomorphismes injectifs et w o v est alors injectif (pour la méme raison).

@ CasA#0
Soit x € E, un vecteur propre dewovassociéa A # 0:

u(v(x)) =A-x # 0

(puisque A # 0 par hypothese et x # O en tant que vecteur propre). Par conséquent, v(x) # Og eten
composant par v 1’égalité précédente, on obtient

vu(v(x))] =v(A-x)

c’est-a-dire
(vou)(v(x)) =A-v(x).

Comme v(x) # Og, on en déduit que v(x) est un vecteur propre de v o u associé a A.
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On considere la suite de polyndmes (Py)xen définie par Po =1, Py = Xet

X(X—K) !

Vk>2,  Py= -

Soit n € N. Démontrer que (Px)ogkgn est une base de R [X].

2.| Démontrer que
q

En déduire que

YneN,  PL=P, (X—1).

V1<k<n, P =P (X —X).
Démontrer que 'application O, définie par
VQGIRTL[X]) (Dn(Q):QiQI(X+])

est un endomorphisme de Ry [X].

Exprimer les polynomes @, (Py) en fonction de Py, ..., Pn.
Démontrer que ®, posséde une unique valeur propre. Déterminer I'espace propre associé.
L'endomorphisme @, est-il diagonalisable ?

Démontrer que @, est un automorphisme de R, [X]. Calculer @ T(Py) pour 0 <k < n.

Pour tout 0 < k < n, le degré du polynome Py est égal a k, donc la famille (Px)o<kgn est une
base de IRy [X] (échelonnée en degré).

Pour tout entiern > 1,

by _ (X_n‘)nq .\ (n_1)x(>('—n)n72 _ (X—n')m2 (X =n)+ (n—1)X]
n! n. n.

(X—])((X_])_(n_”)(n,]),]

= CE =Pn1(X—=1).

On suppose que P =Py (X —X) pour un entier 1 < k < n (c’est vrai pour k = 1 comme on
vient de le constater). Alors

PR = (PR 2 (Pro(X = k) = Pl (X =)
=Pm_w)—1((X—=k)—1) (calcul précédent)
= Pn—(k+1)(X —(k+ 1)))

ce qui prouve que notre hypothese de récurrence est vraie pour 1 < k < n.

Pour tout polyndéme Q € R, [X],
degQ'(X+1)=degQ’' <degQ <n

et comme @, est évidemment linéaire, l'application @, est bien un endomorphisme de R, [X].

Il est clair que @, (Po) = Py et que @, (P1) =X —1=P; —P,.

D’apres la question précédente, pour 2 < k < n,
O (Pk) =Pk — Pr(X+1) =P — Prs.
La matrice de @, relative a la base (Px)o<k<n est donc

1 -1 0 -~ 0
0
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Cette matrice est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Par consé-
quent, ®,, admet 1 comme seule valeur propre et il est clair sur la matrice que le sous-espace propre
associé a 1 est la droite R - Py des polynémes constants.

# On peut aussi constater que I'équation ®,(P) = P se traduit par —P'(X + 1) = 0 et donc P’ = 0.

Comme 0 n’est pas valeur propre, @, est inversible : ¢’est un automorphisme de R, [X].
w1l est clair que @;,'(Py) = Po. D’autre part, comme

Vi<k<n, On(Px)=Prx—Pr

et que, pour tout 1 <k < n,

k k k
P=Po+ ) (Pi—=Pi 1) =Dn(Po)+ ) @n(Pi)=Dp (Z Pi),
i=1 i=1 i=0
alors
k
vi<k<n, O'(Pd=) P
i=0

# Cette expression est correcte également pour k = 0.
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quefog=gof.
Démontrer que f et g ont un vecteur propre commun.

Soit F, un sous-espace strict de E stable par f et par g. On considere un sous-espace G tel que
E = F @ G et on note p, la projection sur G parallelement a F.

Démontrer que le sous-espace G est stable par

fi=pof etpar gy =pog.

Vérifier que f1 et g1 commutent.

Soient f, et g3, les endomorphismes respectivement induits par restriction a G des endomorphismes
1 et g1. Démontrer que f, et g, sont trigonalisables.

En déduire par récurrence sur n. qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont
toutes les deux triangulaires supérieures.

Soient f et g, deux endomorphismes trigonalisables d’un espace vectoriel de dimension finie E. On suppose

# Un endomorphisme est trigonalisable si, et seulement si, son polyndéme minimal (resp. son polyndme

caractéristique) est scindé.
En particulier, si E est un espace vectoriel sur le corps C, tout endomorphisme de E est trigonalisable.

Puisque I'endomorphisme f est trigonalisable, il admet donc au moins une valeur propre A € C.
Le sous-espace propre Ker(f—AI) est stable par g (puisque f et g commutent). L'endomorphisme

g, induit par restriction de g a ce sous-espace stable, est donc bien défini.

Comme dimKer(f — AI) > 1, le degré du polynéme caractéristique de g, est supérieur a 1.
On sait que le polynome caractéristique de gx est un diviseur du polyndme caractéristique de g et
comme le polyndme caractéristique de g est scindé, le polynéme caractéristique de g, est scindé lui

aussi.

Donc g) admet au moins une valeur propre p € K et il existe un vecteur non nul xo € Ker(f—AI)

tel que
g(xo) = galxo) = - xo.

Ce vecteur x¢ est donc un vecteur propre commun a f (associé a A) et a g (associé a p).

Par définition, Imp = G, donc
VxeG, fi(x)=p(f(x)) €G et f2(x)=p(g(x)) €G.

Le sous-espace G est donc stable par f; et par g;.
Considérons une base % de E adaptée a la décomposition E = F@ G.

# Une base % de E est adaptée a une décomposition E = F @ G lorsqu’elle est obtenue en concaténant une

base By de F avec une base Bg de G.

Comme le sous-espace F est stable par f et par g et que, d’autre part, p est la projection sur G

parallelement a F,

As B Ag B 00
Matg(f) = (Of C:) Matz(g) = ( 0 CZ) Maty(p) = (o 1)'
Par conséquent,

0 0 0 0
Matz(f1) = <O Cf) et Matz(gr) = <O C )
9

et
0 0

0 0
Matz(f1091) = (O C,C ) et  Matz(grofi) = (O C Cf> .
g g

Mais on a supposé que f et g commutaient, donc

_ [AAg ABg+BiCy) | (AgA; AgBr+ByCr\
SLTtatga(fog)—< 0 &iCy = 0 CyCs = Matg(g o f)
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et on en déduit que 1 o g1 = gy o fy.
Puisque le sous-espace G est stable par f; et par g1, les endomorphismes f, € L(G) et g> € L(G)
induits par restriction sont bien définis.

# On rappelle que les propositions suivantes sont équivalentes.
— Un endomorphisme u est trigonalisable;
— L'endomorphisme w admet un polyndme annulateur non nul et scindé;
— Le polyndme caractéristique de u est scindé;
— Le polynéme minimal de u est scindé.

Soit X+, le polyndme caractéristique de f. En calculant dans la base %,
vVtelk, x¢(t) = det(tl — A¢) det(tl — Cy).
En calculant dans la base %,
Vtelk, Xr, (t) = det(tl — Cy)

donc ¢, est un diviseur de x¢. Comme X+ est scindé et que dim G > 1, on en déduit que X+, est un
polyndme non constant et scindé.

# On a supposé que F était un sous-espace strict de E. Par conséquent, dim F < dim E et donc dim G > 1.

D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, le polyndme x¢, est un polynéme annulateur de f,.

On en déduit que f; est trigonalisable.

@ Idem pour g, évidemment.
Sin =1, les matrices de f et g sont triangulaires supérieures (et méme diagonales!) dans toute
base de E.

HR : supposons que, pour un entier n > 1, quel que soit ’espace vectoriel E de dimension n,
quels que soient les endomorphismes f et g de E, si f et g sont trigonalisables et commutent, alors il
existe une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont toutes les deux triangulaires supérieures.

Considérons maintenant un espace vectoriel E de dimension (n + 1) et deux endomorphismes
trigonalisables f et g tels que fog=go f.

D’apres la premiere question, il existe un vecteur xo qui est un vecteur propre a la fois pour f et
pour g. Le sous-espace F = K - x¢ est donc stable pour f et pour g.

D’apres le Théoreme de la base incomplete, il existe un sous-espace G tel que E = F ® G et, dans
une base BB = % ® % de E adaptée a cette décomposition,

Matz(f) = ((g é:) et Matyz(g) = (%9 Eg) .
g

On a démontré précédemment que les endomorphismes f, et g, induits par restriction a G, sous-
espace de dimension n, étaient trigonalisables et commutaient (puisque f1 et g; commutaient).

Par hypothese de récurrence, il existe une base 6 de G dans laquelles les matrices de f; et g»
sont triangulaires supérieures :

Matez,, (f2) = Cy, Mate,, (f2) =Tg, Matez, (92) = Cg, Mate,, (g2) = Tg.

On en déduit que les matrices de f et g relatives a la base ¢ = %r ®% sont triangulaires supérieures :

Ematg(f):<%f ;f) Dﬁatcg(g):(%g T*g)

On a ainsi prouvé que I'hypothése de récurrence était héréditaire et la démonstration par récurrence
est achevée.

# En notant Py, € GL,,(K), la matrice de passage de B¢ a €, la matrice

1 0
Pni1 = (O Pn) € GLy 11 (K)

est la matrice de passage de % a € et, en remarquant que

_ 1 0
Pnl] (o p;1>>
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quelques produits matriciels par blocs nous permettent d’expliciter les matrices de f et g relatives a la base €
en fonction des matrices de f et g relatives a la base .

# Variante géométrique
Un endomorphisme f de E, espace vectoriel de dimension n > 1, est trigonalisable si, et seulement si, il
existe une famille strictement croissante de sous-espaces vectoriels

Og}=E0CE1 CE2C#--- CE 1 G En=E

qui sont tous stables par f.

En particulier, la dimension de Ey est égale a k (quel que soit 0 < k < dim E).

Pour établir I'hérédité de notre hypotheése de récurrence, on considere E1 = IK - x¢ (stable par f et g) ainsi
qu’une famille strictement croissante de sous-espaces vectoriels

0e}&G1 GGG G Gn1&Gn=G

qui sont tous stables par f, et par g,. On vérifie alors que les sous-espaces Ey1 = E1 @ Gy sont tous stables
par f et g (ce qui n’est pas totalement évident et mérite qu’on pose quelques calculs) et que

Oel=B0CEB1 CE2C#F - CEr 1 CER G Enyr =E
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Soient a et b, deux vecteurs d’un espace euclidien E. Pour tout x € E, on pose
f(x) =x— (alx)b.

Démontrer que f est un endomorphisme de E.
Démontrer que f est bijectif si, et seulement si, (a|b) # 1.

Les applications [x — x] et [x — (a|x)] sont linéaires, donc f est linéaire et comme il est clair
que f(x) € E pour tout x € E, 'application f est bien un endomorphisme.

Comme f est un ENDOMORPHISME de E, espace vectoriel DE DIMENSION FINIE, alors f est bijectif
si, et seulement si, il est injectif, c’est-a-dire si son noyau est réduit au vecteur nul (Théoreme du rang).
Six € Kerf, alors x = (a|x) b, donc le noyau de f est contenu dans le sous-espace R - b.

» Sib #£ Og, alors R - b est une droite et
f(b) = (1 — <a|b>) -b

donc le vecteur b # O appartient au noyau de f si, et seulement si, (a|b) =1.
» Sib=0galorsf=Iget (alb) =0#£1.
Bref : le noyau de f est réduit au vecteur nul (et f est bijectif) si, et seulement si, (a|b) # 1.
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Soit A € My (R) telle que ALAT.A = 1,.
Démontrer que A est inversible.
Démontrer que A est symétrique.

3.| Endéduire que A = 1,,.
q

Par hypothese, A.(AT.A) = I,,. Comme A et (AT.A) sont des matrices carrées de méme taille,
on en déduit (Théoréme du rang) que A est inversible et que son inverse est la matrice AT.A.

# La relation (A.AT).A = 1, nous dit aussi que A~' = A.AT et donc que les matrices A et AT com-
mutent.

Puisque A est inversible et que A" = AT.A, la matrice A~ est symétrique. Par conséquent, la
matrice A est elle aussi symétrique.

D’apres 'hypothese de I’énoncé et la symétrie de A, A% = I,,, donc A admet
X3—1=X=1X2+X+1)

comme polyndme annulateur. On sait que les valeurs propres de A figurent nécessairement parmi
les racines de ce polyndme.

Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles. Donc
le spectre de A est réduit a {1} (la seule racine réelle du polynéme annulateur) et comme A est diago-
nalisable, on en déduit que A est semblable a I,, et donc A = I,,.
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Calculer la limite de

Calculer un équivalent de

La fonction [t — n(1 + t)] est continue sur le segment [0, 1]. Donc les sommes de Riemann Ry,
convergent vers

1
J (1 +t)dt=[(1+t) (1 +1) —t]y =22 1.
0

Chaque réel S, est un produit de réels strictement positifs, donc

nS, = 1 > tn(n+k)=tnn+R,.
nk:1

Par conséquent,
4n
S,=n-efn ~ qn.e2tm2-1 T
n—-+oo e
# Variante avec la formule de Stirling
Si on remarque que

on peut tenter d’appliquer la Formule de Stirling :

|
(ZTI) ~ \/Z . e7n4nnn'

n! no+oo

Autrement dit,

2n)! e\”"

lim 2 () =V2em:
notoo Ml 4n

On a ici une suite réelle (un )nen de terme général strictement positif, qui converge vers une limite { > 0. Par

conséquent,

ul/m Y exp tnun —exp(0) =1.
n n—-+oo

En l'occurrence,

et on retrouve bien le résultat précédent.
Attention! En général, la composition d’équivalents produit des résultats hasardeux. C’est pourquoi on
a pris soin ici de composer des limites.
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Pour tout entier n € N, on note
I, = Inm— 7, nt+ 5.

Calculer le développement limité a I'ordre trois au voisinage de 0 de la fonction tan.
Démontrer que, pour tout n € N, I"équation

tanx =x

admet une, et une seule, solution x,, € I, et que x ~ N7 lorsque n tend vers +oo.

On pose yn = Xn — N

3.a. | Démontrer que yn, = Arctanxy, et en déduire la limite de la suite (Yn)nen.

3.b. | Démontrer que la suite (Yn )nen converge vers ™/2 et déterminer un réel c tel que

Sle

s
—— ~
Yn 2 n—+oo

Démontrer que, pour tout entier n assez grand,

T 1T\ xptan(l/ng) —1
tan(yn 2 + TlT[)  xXp Ftan(Vng)

Trouver quatre réels a, b, c et d tels que

c d 1
Xn = an+b+—+—2+o(—2).
oo n n n

n—+

La fonction tan est impaire et de classe > sur Iy = ]—7/, 7], donc elle admet un développe-
ment limité a I'ordre 3 de la forme

tanx = ax+ bx> + o(x?).
x—0

On sait que Arctan(tanx) = x pour tout x € Iy et que

3

Arctany =y — y? + o(y?).

En posant y = tanx = ax + bx3 + o(x?), on ay> = a3x® + o(x3) et donc

a*y 3 3
Arctan(tanx) = x = ax + (b — ?)x + o(x?).

On en déduit que a = Tetque b = 1/.
La fonction f définie par f(x) = tanx — x (sur 'ensemble de définition de tan) est une fonction
de classe ¢! sur chaque intervalle I, et

Vx el f'(x) = (1 + tan?x) — 1 = tan® x > 0.

De plus, sur I,,, la dérivée f'(x) ne s’annule que pour x = n7, donc f est bien strictement croissante
sur l'intervalle I,,.

La fonction f réalise donc une bijection de l'intervalle I,, sur 'intervalle J,, = f.(I,,) = ]—o0, 400l
puisque x reste bornée sur I, alors que

lim tanx = —oo et que lim tanx = +oo.
x—(nma—m/2)+ x— (n+7m/2)—

Ainsi, pour tout n € N, I’équation f(x) = 0 admet une, et une seule, solution x,, dans l'intervalle
Iy

# Par construction, nm — Y2 < Xn < N+ Y, donc xn, = nm + O(1) et en particulier xn, ~ N7
lorsque m tend vers +o0. Il est donc naturel de considérer la suite (Yn)nen pour étudier plus précisément le
comportement de la suite (Xn )neN-
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Comme tan est m-périodique,
¥YnelN, tan(yn)=tan(x, —nm) =tanx, = x,
(par définition de xy,). Or x, € I, donc yn = x, — 7 € I et, par définition de la fonction Arctan,

VnelN, yp=Arctanxy,.

On a remarqué que xn ~ N7, donc x,, tend vers +oo et, par composition de limites, y,, tend
vers 7/, (par valeurs inférieures) lorsque n tend vers +oo.

#v Personne n’a oublié la célébre relation ?

1
Vx>0, Arctan x 4+ Arctan = g

Parfait! Elle permet de comparer facilement Arctanx a 2, ce n'est pas son moindre mérite.

@ Comme xq > 0,
1 1 T
Yn + Arctan — = Arctan x,, + Arctan — = —.
Xn Xn 2

On en déduit que

s 1 -1 -1
Yn — = =—Arctan— ~ — ~—
2 Xn n—+oo X NI

puisque '/x,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

# Comme on I'a remarqué plus haut, il est donc logique d’étudier maintenant la suite de terme général

T 1
Up =Xy —NA— = + —
2 nm

pour obtenir une estimation plus précise de Xr,.

Comme Yy, tend vers /> par valeurs inférieures et que '/nx tend vers 0 par valeurs positives,
on peut supposer que n est assez grand pour que

4 SYnT 3 s nm

N

<
1
On peut donc appliquer la formule d’addition de tan :

—Tt T tana 4+ tanb
T cab<, t b)=
v g o< an(a +b) 1 —tanatanb’

en sachant que

V0<B< X tan(e—g) !

2 2) " tano®’
On a donc
tan( T L) _ tan(yn —m/2) +tan(1/nm) 1+ tany, tan(1/nn)
I" 72 ) T 1 tan(yn —n/2) tan(1/nn) © tanyn + tan(1/nn)

et on conclut en rappelant que tany,, = x, (démontré plus haut).
On sait que tanu = u + O(u?) lorsque u tend vers 0 et on a déja démontré que

T 1 1
Xn = n7'c+———+o(—).
n—-+oo 2 nrw n

On en déduit d"une part que

tan tni—1 = iJrO(i> il
anyntah oo notoo 21 n2 n

et d’autre part que

Xn +tan— ~ n7
Nn7mMt n—+oo
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D’apres la question précédente,
1

tanu ~ .
™ notoo 27tn2

#o [l est tentant de composer cette relation avec la fonction Arctan — mais cela doit étre justifié, car on ne
dispose d’aucun théoreme général a ce sujet.

Cette relation de comparaison peut s’écrire également

1 1
tanu, n_>:+oo 727m2 + o(ﬁ)

Comme u, tend vers 0, on peut supposer que n est assez grand pour que u,, € Iy et en déduire que

Uy = Arctan{zﬂ]7 + @(%)} _ 2]? + O(é)

d’apres le développement limité de la fonction Arctan au voisinage de 0.

Finalement,
Xn = N7+ m_ L + ! + (l)
A 2 nm 2m? ! “\n2/)
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On considere une série ), de terme général strictement positif.
On suppose que
Uny1 N+ 1

VnElN, w —m
n

et on pose vy, = NUny.
Etudier la nature de la série >_{n(vn+14,, ). En déduire celle de la série > u,,.
Généralisation : en supposant que

o 1 2ro()

Uy N—+oo n?

étudier la nature de la série Y _ .

Pour tout n € N,

SR G RE= U R (=) I

Par conséquent, lorsque 1 tend vers +oo,
St gro(@)] I-g o] -1+ o()

fn Y+t O(L)

Vi n?

On en déduit que

et donc que la série télescopique > (Invy41 — {nvy) est (absolument) convergente.
Donc la suite de terme général {nv,, converge vers un réel A et, par composition de limites, la
suite (Vn )Jnen converge vers e > 0. Autrement dit,

e

u ~ —
n n—-+4oo TLZ’

ce qui prouve que la série Y u,, converge (absolument).
On pose cette fois v, = n*u, et, comme précédemment,

EHVLI:] = atn(1+ %) +n1- % +0(%)} = o(é)

On en déduit encore que la série }_ {n *2*+1 converge et donc qu'il existe un réel ¢ > 0 tel que

¢
U, ~ —.
n—+oo N%

D’apres le Théoréme de comparaison, la série > u,, est alors convergente si, et seulement si, « > 1.
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Pour tout entier n > 1, on pose

Un = @) vn = (=1)"un
n

et n n n 1
Sn:Zuk, Tn:ZVk) Hn:ZE
k=1 k=1 k=1

On admet I'existence d'un réel y (la constante d’Euler) tel que

H, = mOn+v+o(l).

n—+

Etudier les variations de ““* pour x > 0.

X

Comparer un a V/n. En déduire la nature des séries )_un et 3_vq.
Exprimer Syn — Sy sous la forme d’une somme. En déduire que
n*2
San—Sn = _—5-+m2-tan+o(l).

n—-+oo

Exprimer San + Tan en fonction de Hy, et de Sy,. En déduire la somme de la série Y v,.
La fonction f définie par

Vx>0, f(x)= ﬁnix
X
est de classe € sur ]0, +ool et
1—
Vx>0, f'(x)= $
X

Par conséquent, la fonction f est croissante sur ]0, e] et décroissante sur [e, +oo[. Elle atteint donc un
maximum, égal a '/, en x = e. Il est par ailleurs clair que f tend vers —co au voisinage de 0 et vers 0
au voisinage de +oco.
Il est clair que 1{ = o(uy) lorsque n tend vers +oo. Or la série > u,, est une série de terme
général positif et la série harmonique ) /i est une série divergente de terme général positif. Par
comparaison, la série } u,, est divergente.

@ Lasérie ) vy, est une série alternée, son terme général tend vers 0 et la suite (|vn|)n>3 = (Un)n>3
est décroissante. D’apres le Critere spécial des séries alternées, la série > v, est convergente.

D’apres la relation de Chasles,

2n 2n
Vn>1,  S;n—Sa= Y w )y f(k).

k=n-+1 k=n+1

Comme la fonction f est décroissante sur [e, +oco[, on peut facilement comparer cette somme a une
intégrale (Faites une FIGURE!) et en déduire que

2n n 2n—1
vnz3 Y < fde< Yo
k=n+1 n k=n

# Cet encadrement n’est valable que pour n. > 3. Ce n'est pas un probléme, puisqu’on va faire tendre n vers
+o0.

En retournant I'encadrement, on obtient que

2n 2n 2n
vVn >3, J f(t)dt +uym —un < Z ung f(t) dt.
n k=n-+1 n
@ Pourtoutn > 1,
2n 2 2
nt {n-ty2n n-2
L Tdtf[T]n = tn2-tnn+ ——.
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Par ailleurs, il est clair que U, —un = o(1) lorsque n tend vers +oco, donc on déduit de I’encadrement
précédent que

2n 2
2
Z u = €n2~€nn+€n2 + o(1).

—+
k=n-+1

En sommant S,r, et Ty, les termes de rang impair se compensent pendant que les termes de
rang pair s’ajoutent et il reste

n

n2+ fnk
Son + Ton :2]; Wy = ]; — = {n2H,, + Sn.

Par conséquent, d’apres la formule d’Euler (rappelée par I'énoncé) et la question précédente,

n*2 _ 2y—n2

Ton = N 2Hn—(Son—Sn) = [Eannn+yenz+o(1)]—[enzzmwr +o(1) .

n—+

An2+o(1).

Comme la série ) v, est convergente, sa somme est aussi la limite de la suite extraite (Ton )nen et
par conséquent
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Pour tout entier n € N*, on pose

+oo 1 n
I, = Vgt = (1+—
n J’n € ) Un ( +\/ﬁ)

et v, = e v,

Démontrer que la série 3_ vy, converge.
On notera dans la suite :

+oo
VTLE]N, R, = Z Vk.
k=n+1

Démontrer que l'intégrale 1,, est bien définie. Calculer

X
J ue *du
0

pour tout x € R et en déduire que

VneN* I,=2(1+vne vV

3.| Démontrer que
q

En déduire un équivalent de Ry, lorsque n tend vers +oo.
Démontrer que la série Y wy converge. En posant

Vne ]N*a In+1 < Rn < In-

+0o0
VneN, T.= >

k=n+1

démontrer que Ty, ~ Rn/ se lorsque n tend vers +oo.
Pour tout entierp > 1,

nPv, =exp(—yv/n+pinn) = 0

par croissance comparée ({nn < /n). Ainsi, le terme général v,, est négligeable devant le terme
générale de n'importe quelle série de Riemann convergente, ce qui prouve que la série )} v, est
absolument convergente.

# Un développement limité simple montre que

1

=V~ e

et donc que vy 1/vn tend vers 1 : il est donc impossible de prouver que la série Y_ vy, converge i 'aide de la
regle de D’ Alembert.

La fonction {t — e*\/{} est continue sur [0, +oo[ et, comme on 1’a vu,

e = o(5)

quel que soit I'entier p > 1. Par conséquent, cette fonction est intégrable au voisinage de +oo0 et
I'intégrale I, est bien définie pour tout n € N*.
@ Par intégration par parties,

X
Vx€eR, J ue Ydu=1—(1+x)e ™
0
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et par passage a la limite :

+oo
J ue “du=1.
0

@ Le changement de variable u = Vvt (avec dt = 2u du) nous donne

+oo

I, = ZJ ue " du.
v

Avec la relation de Chasles, on en déduit que

Ny
I, 2(1 —J we v du) =2(vn+1)e V™.
0

La fonction {t — e*‘/{} est décroissante sur R, . Pour tout k € N*,

Vielkk+1], e ViTge Vige VE
donc
Kt
e Vit <J e Vidt<e VK
K

On a démontré que la série _ e~ V™ était convergente, tout comme l'intégrale généralisée fj%o e Vidt.
On peut donc sommer l'encadrement précédent :

+o00 +o00 +oo
¥Yn e N, Rn:Ze*V"ng e*ﬁdt:IH<Ze*ﬁ:Rn,1.
k=n n k=n
On en déduit que
vn e N, Ini1 <Ry < 1.

@ D’apres 'expression calculée ci-dessus,

Livi ~ In ~ 2yne V™

n
n—+4o00 n—-+oo
Avec le développement limité a I'ordre deux de {n(1 + h), on trouve que
u Vi
K k—-+o0 \/E )
Or ) vy est une série convergente de terme général positif, donc la série )} wuy est (absolument)

convergente et
+00 +oo
ne Y owon F =R
W= AL
n—+oo e e
k=n+1 k=n+1 f \[

d’aprés le Théoréme de sommation des relations de comparaison.
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Vx#£0, T(f)(x)=- JX f(t) dt.

Démontrer que T(f) est de classe €' sur R* et que
Vx>0, x[T(F]'(x)+T(f)(x) = f(x).

Démontrer que T(f) est continue en 0. En déduire que T est bien un endomorphisme de E.
Soit A € R, une valeur propre de T.
3.a. | Démontrer que A # 0.

3.b. | Démontrer qu'un vecteur propre de T associé a une valeur propre A est une solution de I'équation
différentielle suivante.

Vx>0, y'(x)= y(x)

En déduire que le spectre de T est contenu dans 10, 1].

Comme f est continue sur R, on déduit du Théoreme fondamental que T(f) est de classe €' sur
R* et que

Vx£0, TN/ = j Vi) = —TH) +f(x)

| fodt+—fx) =
x% Jo X X

On recommence avec le Théoréme fondamental !
En notant F, une primitive de f sur R,

Vx#£0, T(f)x) =

Comme F est une primitive de f, on en déduit que

lim T(f)(x) = F'(0) = f(0) = T(f)(0),
x—
ce qui prouve que T(f) est continue en 0.
@ On a déja démontré que T(f) était continue sur R*, donc T(f) est bien continue sur R et T est
bien une application de E dans E.
a La linéarité de l'intégrale permet de vérifier facilement que

VxeR, TAf+g)x)=AT(f)(x)+ T(g)(x)

quelles que soient les fonctions f et g dans E. Par conséquent, T est bien un endomorphisme de E.

Soit A € R, une valeur propre de T. Il existe donc une fonction f € E non identiquement nulle
telle que T(f) = Af. D’apres la premiere question,

Vx#£0, Axf/(x)+Af(x) = f(x). (%)

Si A =0, alors f doit étre identiquement nulle sur R* et comme f est continue sur R, il faudrait que f
soit identiquement nulle sur R : c’est impossible par définition des vecteurs propres.
Donc 0 n’est pas valeur propre de T et 'application linéaire T est injective.

On reprend les calculs précédents. Comme A # 0, I’équation différentielle (x) donne :
T—A f(x) T—A

. -f(x):a-T avec a:T.

Vx>0, f'(x) =

Une fonction f est solution de I'équation différentielle y’(x) = $y(x) sur]0, +oo[ si, et seulement
si, il existe une constante K € R telle que f(x) = Kx® pour tout x > 0. On impose ici f € E, donc il
faut que f ait une limite finie au voisinage de O et donc que a € R.

L'étude du signe de a = 152 montre que : si A est une valeur propre de T, alors 0 <A < 1.
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#y 1 est facile de vérifier la réciproque : pour tout réel 0 < A < 1, le parametre a = 152 est positif et

on déduit de I'équation différentielle (x) que f est un vecteur propre de T associé a la valeur propre A si, et
seulement si, il existe deux constantes K et K_ telles que

Vx <0, f(x)=K_[x|* et Vx>0, f(x)=Kx

La continuité de f n’impose aucune contrainte sur les constantes K_ et K., donc le sous-espace propre de T
associé a A est un plan.
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Pour tout k € IN, on pose

/2
I :J sin* 0 do
0

f(x) = r/ 2 de

0 1—x2sin’ 0

et pour tout x € 10, 1[, on pose

Justifier l'existence de I'intégrale 1y et vérifier que

k+1

keN, I =
v c N, k+2 k+2

Ik.
Exprimer 1,y a I'aide de factorielles.

Donner, sous forme simplifiée, le développement en série entiére de

1
T—u

Justifier 'existence de f(x) et démontrer que

T 1 /2k\?
— = — _— 2k
Vxel-1,1[, f(x) zkE_omk(k) X<,

Démontrer que f admet une limite {, finie ou infinie, au voisinage de —1. Calculer cette limite.

La fonction [9 s sin® 6} est continue sur le segment [0, /2], donc l'intégrale Iy est bien définie.
@ Une intégration par parties montre que

VkeN, Liyo = (k+1)(Ik — Liey2)
et on en déduit la relation de récurrence entre Iy et I, 5.

#v Qui ne connait pas I'intégration par parties des intégrales de Wallis ?

@ On en déduit (par récurrence) que

L _p-N@2p-3)--3.1  (@2p) m
T p2p—2)---4-2 % (2pp2 27

# Cette transformation aussi est trés classique et doit étre connue comme si ¢’était du cours.

Le cours nous donne le développement en série entiere de (1 4 u)* pour tout « € R. Pour
o = —1/ en particulier,

1 Eala—1)(a—n+1) N
Yuel-1,1], ]_u:nZ:O - - (—u)
v (D3 (=2 ()
2:2.-.2 n!
n=0
+oo +oo
1-3---(2n—=1) T /m\ .
- = ()

Pour x| < 1,ona 0 < x%2sin? 8 < x2 < 1, donc la fonction

9’—)1—
1 —x2sin’ 0
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est continue sur le segment [0, /], donc l'intégrale f(x) est bien définie.
a La fonction [u — (1 —u)~'/2] est développable en série entiere et son rayon de convergence est
égala 1. Pour 0 € [0, /], la variable u = x2 sin? 0 reste dans le segment [0, x?] ¢ ]-1,1[, donc

Z 4% <Zn> (x% sin® O)™

n

est une série de fonctions continues sur [0, 7] qui converge normalement sur ce segment. Par consé-
quent, pour x € |—1,1],

f(x)

/2 de VP& (2 o (M1 (2
J' I J n( n) (x%sin? 0)™ dO = Z J ( n)xz“IZn
o V1—x2sin0 Jo ‘AMAn

n
400 2
T 1 2n I
_znzomn'( ) e

4T‘I.
n=0"0
n

#> Pour la convergence normale en fonction de 0, on cherche un majorant indépendant de 0. Ici, le réel x
est fixé (c’est un simple parameétre, ce n’est pas la variable d’intégration), donc on ne cherche pas un majorant
indépendant de x.

(Heureusement, car on n’en trouverait pas.)

La fonction f est clairement paire, donc nous allons travailler au voisinage de 1.

@ Pour tout 0 € [0, 7/2], la fonction
1
X ——_—
l 1 —x2sin? 6]

est croissante sur [0, 1[. Par positivité de l'intégrale, la fonction f est aussi croissante sur [0, 1]
Elle admet donc une limite, finie ou infinie, au voisinage de 1.

@ D’apres la formule de Stirling,
1 (2n 1
4n\ n ) no+oo /rn’

S ()

est divergente. Comme il s’agit d’une série de terme général positif, ses sommes partielles tendent
vers +o00.

ce qui prouve que la série

Fixons A > 0 (arbitrairement grand). Il existe donc un rang N € N tel que

Na 2
1 2n
. > A.
Z]6n (Tl) = A
n=0

# Pour une série convergente de terme général positif, la somme majore toutes les sommes partielles.

Pour tout x € [0, 1],

f(x) =

oA

+o0 2 N 2

y Lo .XZn>Z‘ZAL. m\" on
16mn n 2 l6n n

n=0 n=0

On ajustifié que f(x) tendait vers { € R U{+oo} lorsque x tend vers 1 et le second membre, fonction
polynomiale de x, est continu en x = 1. On peut donc faire tendre x vers 1 et en déduire que

On a ainsi démontré que, pour tout A > 0, la limite £ est supérieure a A, donc { = +oo.
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Donc
lim f(x) = +oo.

X—r+00

# Les théoremes de cours qui justifient un passage a la limite terme a terme ne s’appliquent qu’a des fonctions
qui ont des limites finies : aucun d’eux ne peut donc s’appliquer ici.

# On peut adapter cette démonstration au cas plus général suivant.
» On suppose que les fonctions u,, sont croissantes et positives sur [a, b[;
» que la série de fonctions ) ., converge simplement sur [a, b[ vers une somme notée f;
» que chaque fonction w,, tend vers une limite finie £y, au voisinage de b ;

» et que la série ) {,, est divergente.
Alors la somme f de la série de fonctions tend vers +oo au voisinage de b.
La démonstration repose sur les égalités suivantes.

sup sup Z uy (x)

n
lim f(x) = lim lim ) w(x)
x—b x—bn—+oo -0 asx<bmneN_g

n

n “+o00
sup sup Z uk(x) = lim lim Z w(x) = Z O
k=0 k=0

neN a<x<b g—p n—+o0o x—b
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On rappelle que
+oo
VneN, I“:J e "t" dt =n!
0
(étude de la fonction T') et que
nl  ~ 2mme "n™.

n—+o0o

Etudier les variations de S(x) = (14 x)e™* pour x > 1. En déduire que

2\n—1
VneN:, Vx>, S(x)“g(g) S(x).

2.| Démontrer que
q

3.| Démontrer que
q

En déduire gue
q

Vv n +oo
lim J (1 + L) e V™ dx = J e /2 dx.
n—+oo —vn \/ﬁ oo
En effectuant le changement de variable

u=(t—n)/vn

dans l'intégrale 1,,, démontrer que

n—+oo | n

lim J+\o;(1 + %)ne_ﬁ“ du = V2.

En déduire la valeur de 'intégrale

+oo N
J e X /2 dx.

—00

Il est clair que I'application S est de classe € et que
Vx=1, S'(x)=-—xe *<0.

Par conséquent,
Vx>1, 0<S(x)<S(1)=2e"".
On en déduit que

Yx>1,¥n>2 0<I[SEI™ < IS T.S(x) < (%)”71 S(x).

La fonction intégrande est le produit d’une application polynomiale par e, donc elle est bien
intégrable au voisinage de +oo.
D’apres la question précédente,

(o) e (e e =< (3 st
Le changement de variable affine u = /;, montre que

J+O<> S(th) dt = nJJroo S(u) du

n 1
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(ot 'intégrale est un réel positif, puisque S est une fonction intégrable et positive). Par conséquent,
1 +oo t\n 1 n—1 1 2\n—1 +o00
< — — —t < — — thh < —- (- .
0< ﬁJn (1+n) e "dt< \/HJ'n (e) S(t/h) dt N (e) nL S(u)du

et comme 0 < Z/e < 1, on en déduit par croissances comparées (de /n, n et q™) que le majorant tend
vers 0.
On a démontré par encadrement que

o e

(et on n’a pas encore compris ce que venait faire ici ce facteur 1/, /7).

+002

D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout x > —1,

x2 X3 X (x —1t)3
Bn(1+x)—x—7+?+J'o c - fq(t) dt
ou
Vi1, R =S (14— =0 <o
R T g TR

On en déduit que l'intégrale est négative pour tout x > —1 (en discutant sur le signe de x pour tenir
compte de I'ordre des bornes de cette intégrale) et donc que

2 3

Xt x
vVx>-—1, In(1+x) gx—7+?.

On devine qu’il s’agit d’appliquer le Théoreme de convergence dominée : nous allons définir
une suite de fonctions avec un peu d’astuce, afin de considérer une suite d'intégrales pour lesquelles
I'intervalle d’intégration est toujours le méme (= indépendant de n).

@ Pour tout n € N*, on considere I’application f,, : R — R définie par

X no_ Vix
VxR, fn(x)=(1+ﬁ) eV ().
Elle est continue par morceaux sur R (en tant que produit d’une fonction continue [polynomiale!]
par l'indicatrice d"un intervalle) et intégrable sur R (car nulle au voisinage de 4-c0) et

+00 vn X _Jix
J fo(x)dx = J_ﬁ<1 + ﬁ) e dx.

— 00
@ On vérifie sans peine que cette suite de fonctions converge simplement sur IR vers une fonction
célebre.
D’une part,

2
:exp{—\/ﬁx—i—\/ﬁx—— +o(1)

(1 + L>ne_\/ﬁ" =exp [—\/ﬁx +n€n<1 + 3

7 v

2
o OP(/2)

et d’autre part, comme /1 tend vers +oo,
X mn
VxeR, Ing €N, Vn >ny, fn(x)= (1 + —) e VX

donc
Vx € R, Iim f,(x)= exp(—xZ/Z).
n—-+oo
@[] reste a vérifier la condition de domination. Ouvrez grand les yeux!
D’apres I'inégalité obtenue a la question précédente,

Vx> —y/n, n@n(1+%)<\/ﬁt—x—+7
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et donc 5 R
Vx>—yn, O<<1+%)ne ﬁxgexp(%)exp(%).
En particulier,
Vx€|-vn,vn], 0< (1+%>ne ﬁ"gexp(_—z)exp(;)
puisque , ,
VXl < v, 3"\‘)?1 <3

Comme f;, est identiquement nulle hors de I'intervalle ]—\/ﬁ, \/ﬁ] , on en déduit que

2
VxeR, VneN, ’fn(x)] < exp(T).
On a trouvé un majorant indépendant de n et, en tant que fonction de x, intégrable sur R, donc la
condition de domination est remplie.
@ D’apres le Théoreme de convergence dominée,

Vv n +o0 5
lim J (1 + L) e VM dx = J e /2 dx.
n—+oo N \/ﬂ

—0o0

On effectue, comme le suggere 1'énoncé, le changement de variable affine t = n + /nu dans
I'intégrale I, :

I, = 1 JHX) (n+vnu)"e ™ Vit du = nte ” J+°° (1 —+ L)Tlef‘/?m du
v m v om Vvn '
Or I, = n! et d’apres la Formule de Stirling,
nte "
|~ 27
n n—-+oo 2 \/ﬁ

On en déduit, par unicité de la limite, que

+oo
lim J (1 + L)ne*\/ﬁ“ du = +v2m.
n—+oo N \/ﬁ

@ D’apres la relation de Chasles,
oo u " vn u " u "
T+—) eV du= 1+ —) eVmud J T+ —) e V™ du
J_ﬁ(—i—\/ﬁ)e uj_\/ﬁ(—&-ﬁ)e u+ﬁ<+\/ﬁ>e u
Avec le changement de variable t = y/nu dans la derniére intégrale, on obtient
+oo

E:@ ¥ %)“e*ﬁu du = \/]ﬁ L (1 ¥ %)“e*t dt = o)

d’apres [2]. Ainsi, d’apres [4],

n—+oo |_ n \/ﬁ

Par unicité de la limite,

—00

—+o00 “+oo
lim J (1 + L)ne*\/ﬁu du = J e X"/2 dx.
Vn

—+00
J e X /2dx = V2.
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On étudie

Démontrer que F est définie sur R..
Démontrer que F est positive et décroissante. Déterminer sa limite en +oo.

Démontrer que T est de classe €' sur R* . Calculer F(x) — F'(x) pour x > 0 et en déduire que F est
de classe €*° sur R

Démontrer que

“+00o e—t

Vx>0, F(x):eXJ' Tdt.

En déduire un équivalent de F au voisinage de 0.

Posons I = [0, +oco[ et Q =10, +o0l, ainsi que

efxt
Vt,x) el xQ, o(tx) = T
a Soit x € Q (fixé). Il est clair que la fonction
[t — @(t,x]]
est continue sur l'intervalle I. Il est clair que
_ —xt
etx) = ole™)

et comme x > 0, la fonction [t — e '] est intégrable sur I.

Par conséquent, la fonction [t — @(t,x)] est intégrable sur I et la fonction F est donc bien définie
sur Q.
Soient 0 < x < y. Pour tout t € I, il est clair que t > 0 et donc que

efyt efxt
< )
T+t 14+t

0<

En intégrant bornes croissantes (pour t € I), on en déduit que
0 < Fly) < F(x),

ce qui prouve que F est positive et décroissante sur Q.
@ En particulier, la fonction F tend vers une limite finie au voisinage de +oo. Il reste a déterminer
la valeur de cette limite (positive).
11 est clair que

—xt
€ —xt

V(t,x) e IxQ, O<]+t<e

et comme x > 0, on en déduit par intégration bornes croissantes que
+oo 1
VxeQ, 0<F(x)<J e Xtdt=—.
0 X
Par encadrement, la fonction F tend vers 0 au voisinage de +oo.

# Variante
On sait que, pour tout x € Q, la fonction [t — @(t,x)] est intégrable sur 1.
11 est clair que, pour tout t € 10, +oo,

Iim o(t,x) =0.

X—-+00

(C’est faux pour t = 0, mais c’est sans importance.)
Enfin, il est tout aussi clair que

Vx =1, Vtelo,+ool, |(p(t,x)| <et
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oit le majorant est indépendant de x et intégrable sur 1 en fonction de t : la condition de domination est donc
vérifiée pour x € [1,4o00l, c’est-a-dire au voisinage de +oo.
D’apres le Théoreme de convergence dominée,

+o00o
lim F(x) = J Iim @(t,x)dt=0.
X—+00 0 X—+00

Régularité — Il est clair que, pour tout t € I, la fonction [x — ¢(t,x)] est de classe €' sur Q et
que

L) —text
b= 3

Intégrabilité — On a justifié plus haut que, pour tout x € Q, la fonction [t — @(t,x)] est inté-
grable sur 1.
De méme, pour tout x € Q, la fonction

{t — %i)(t,x)]

est continue sur I et 3
N —xt
—(t .
6x ( ’X) t—+o0

Comme x > 0, on en déduit que la fonction

{t — ?)(E(t,x)]

est intégrable sur I.
Domination — Soient a > 0 et V = [a, +oo[. Alors
a (P —at
V(t,x) eI xV, —(t,x)‘ge .
ox
Le majorant est indépendant de x et intégrable sur I en fonction de t, donc la condition de domination
est satisfaite.
D’apres le Théoreme de Leibniz sur les intégrales fonctions d’un parametre, la fonction F est de
classe ¢! sur V pour tout a > 0 (et donc de classe €' sur Q) et

+o0o te—tx

dt.

Va>0,Vx>a, F,(X):_J
o 1+t

@ On en déduit que

+o0
Vx>0, F(x)—F’(x):j et ar=

et donc que
1
VxeQ, F(x)=Fx)—-.
X
On a démontré que la fonction F était de classe ¢! sur Q.
@ HR : Supposons que F soit de classe €™ sur Q. La relation précédente nous dit alors que F’ est
de classe €™ sur Q et donc que F est en fait de classe €™+! sur Q.
On a ainsi démontré par récurrence que F est de classe €™ sur Q pour tout n > 1 et donc de
classe €.
Commengons par remarquer que

Vx € Q, F(x):J dt.

+o00 efx(1+t)+x +o00 efx(1+t)
LA T eXJ
o T+t

o T+t
Posons alors u = x(1 4 t) (changement de variable affine avec du = x dt, licite car x > 0). On a donc

dui dt
T+u T4t



rms132-1228 3

(si tant est quune telle égalité ait vraiment un sens mathématique!) et on en déduit que

“+o0 efu
VxeQ, F(x):eXJ Tdu.

X

# Cette nouvelle expression de F(x) permet de prouver que F est de classe € sur Q en appliquant le
Théoreme fondamental seulement (sans avoir a justifier I'application du Théoréme de dérivation comme on l'a
fait plus haut).

@ [l est clair que
e v 1

u u:O E
et que la fonction [u — /] est positive et non intégrable au voisinage de 0. D’apres le Théoreme
d’intégration des relations de comparaison,

# On aura remarqué qu'il s’agit ici d'infiniment grands.
D’apreés la relation de Chasles, pour tout x > 0,
400 ,—u 1T _—u 400 ,—u
e e e
J —du:J —du—i—J —du
x u xou u
et d’apres 1'équivalent précédent,

+oo e U
F(x):\ej_/J —du ~ —inx.

a En particulier, la fonction F tend vers +oo au voisinage de 0.
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Soit ¢ € €?(R,R). Pour (x,y) € U=R* x R, on pose
fx,y) = @ (V4.

Démontrer que U est un ouvert de R

Démontrer que f est de classe € sur U.

Calculer le laplacien de f.

On suppose que f est harmonique sur U (soit Af(M) = 0 pour tout M € W). Que dire de @ ?

L'ensemble U est le complémentaire de la droite vectorielle [x = 0]. Un sous-espace de dimen-
sion finie est toujours fermé, donc U est ouvert (en tant que complémentaire d'une partie fermée).

#v Variantes

@ Siune suite un = (Xn,Yn) de points dans U converge vers un point £ = ({,,ly), alors en particulier
Yn converge vers y. Or yn = 0 pour tout n € N (par définition de U°), donc £y = O et par conséquent
€ € UC. Ainsi, la partie U€ est fermée (car stable par passage a la limite) et son complémentaire U est donc
ouvert.

@ On peut aussi interpréter U comme I'image réciproque de R* par I'application

m=[(xy)—x] : R? > R.

L’ensemble R* = ]—o0,0[ U ]0, o0l est ouvert (en tant qu’union de deux ouverts de R) et I'application 7t est
continue (application linéaire définie sur un espace de dimension finie), donc U est ouvert (image réciproque
d’un ouvert par une application continue).

Autre variante

On peut aussi représenter graphiquement U (c’est le complémentaire de I'axe des ordonnées) et constater
I'évidence : on voit bien que U est un voisinage de chacun de ses points (a montrer sur la figure!).

Analysons la définition de f :

u — R — R
(%, y) — YA — f(x,y)

la fonction f est la composée d'une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur
I'ouvert U par la fonction ¢ : c’est donc la composée d"une application de classe €*° par une appli-
cation de classe 2, donc f est de classe €2 sur U.

On applique la formule de dérivation des fonctions composées.

— 1
;‘3"9/(2) 2 aj;‘x"”/(z)
oef 2 o-f 1
0 ()’ (D) o ')

et par conséquent

aef. 0°f
Af(x,y) = Q(M)‘F

X

M) = B (U)o (Y)

oy? x3 x* X

pour tout M = (x,y) € W

#v La regle de la chaine est inutile ici, car la fonction @ est une fonction d’une seule variable réelle.

Sur U, on a toujours x # 0, donc f est harmonique si, et seulement si,

Vixy) ey, XzAf(X)U) =0,

dren [+ ()2 () () =0

c’est-a-dire
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Comme l'application (x,y) — Y/x est surjective de U dans R, on en déduit que f est harmonique sur
U si, et seulement si,
VteR, (1+t3)e”(t)+2te'(t)=0. (E)

Il s’agit en fait d'une équation du premier ordre en ¢’, donc sa résolution se fait en deux étapes.
L'application ¢ est solution de I'équation (E) si, et seulement si, il existe deux constantes K; et
K; telles que
vVteR, ¢(t)=K;+K;Arctant.

Par conséquent, la fonction f(x,y) = ¢@(Y/x) est harmonique sur U si, et seulement si, il existe
deux constantes K; et K; telles que

Vixylel, f(x,y)=Ki+Kz Arctan%.
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Soit X, une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p) définie sur I'espace probabilisé (Q), A, P).
Calculer la probabilité pour que X soit paire et la probabilité pour que X soit un multiple de 3.
Ces événements sont-ils indépendants ?

Comme X est, par hypothese, une variable aléatoire a valeurs dans N et définie sur (Q,.A,P),
alors
VynelN, [X=n]eA

Par conséquent,
A= || X=2 et B= | | [X=3K
kEN* kEN*

sont deux événements (= des éléments de la tribu A).
Par o-additivité de P, on en déduit que

Too +o0
P(A) =) P(X=2K)=) p(1—p)*" =p(1-p)- - _(11_p)2 _ ;:z’
k=1 k=1

1 _ (-p)?
1-p)3  3-3p+p?

+oo +oo
P(B) =) P(X=3k)=) p(1—pI™ " =p(1—p) 37—
k=1 k=1

Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, X est simultanément multiple de 2 et multiple de 3 si, et
seulement si, X est multiple de 6 :

ANB= | | X=6K
kelN*
et, comme précédemment,
+o0 ]
P(ANB) =) P(X=6k)=p(l—p)° ———.
= 1—(1-p)
Or
1-q°=(1-q¢)01+¢*)=(1->)(1+q)(1—q+q?).

# C’est toujours utile de bien connaitre les racines sixiémes de l'unité...

Donc 5 5
(1-p) (1-p)
P(ANB) = =P(A)P(B) - ——— .
S R e [P [ R RS RS A e
Comme (1—p)? = 1-2p+p? # 1—p+p? pour tout p € ]0, 1[, on en déduit que P(ANB) # P(A).P(B)
et donc que ces deux événements ne sont pas indépendants.




