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Soient 1, un intervalle ouvert de R ; f et g, deux fonctions de 1 dans R dont I’ensemble des points de
continuité est dense dans 1. Démontrer que f et g ont un point de continuité commun.

Etrange...

@ Considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = 0 si x est irrationnel et f(x) = 1/4 si x est un
rationnel dont 1’écriture irréductible est /4. L'ensemble des points de continuité de f est exactement
@, qui est bien dense dans I = R.

@ Considérons maintenant la fonction g : R — IR définie par g(x) = f(x — 7). La fonction g est
continue au point x si, et seulement si, x — 7t est rationnel, donc I'ensemble des points de continuité
de g est m+ Q, qui est bien dense dans R.

@ Mais il me semble bien que Q et 7w+ Q sont disjoints...
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Soient A et B, deux matrices de 9y, (IK). On considere I'endomorphisme A de My, (IK) défini par

VM e M (K), AM)=AM + MB.

On suppose que A et B sont diagonalisables. Démontrer que A est diagonalisable. Préciser ses
valeurs propres.

On suppose que A et B sont nilpotentes. Démontrer que A est nilpotente et exprimer l'indice de
nilpotence de A en fonction des indices de nilpotence da et dg de A et de B.

Commencons en traitant le cas ot1 les deux matrices sont diagonales :
A = Diag(a1,...,an), B = Diag(f31,...,Pn)-

On rappelle qu’on peut exprimer les matrices E;; de la base canonique de 9, (K) au moyen des
colonnes E; de la base canonique de M, 1 (K) :

VI<ij<n, Eyj=E.E,

ce qui donne

AEq; = (AE).E] = (Ei).E] = ouEq

et d’autre part
EijB=Ei.(E .B) =Ei(B".Ej)" =Ei.(BsE;)" = Bj.Ei.E =Bj.Eij.
Quels que soient 1 < i,j < n,
A(Ei;) = AEij +EijB = oEij + EijB5 = (o + Bj)Ei ;-

Dans ces conditions, la base canonique est constituée de vecteurs propres.
@ Par hypothese, il existe deux matrices diagonales D1 et D; et deux matrices inversibles P et Q
telles que
PTAP=D; et Q 'BQ=D,.

On en déduit que A = PD1P~ ' et B = QD,Q ', d’out
VM e My (K), AM)=P(D;(P"'MQ)+ (P 'MQ)D,)Q .
En posant
v1i<ij<n, My =PE,;Q,

on déduit des calculs préliminaires que
AMy;) =P((os + Bj)Eij) Q" = (i + Bj)Myj.

La famille (M; j)1<i,j<n est une base de 91, (K) (image de la base canonique par I'automor-
phisme [X — PXQ™']) et tous ses vecteurs sont des vecteurs propres, donc I’endomorphisme A est
diagonalisable et

Sp(A) = {ai + By, 1 <1,j <n}.

#v La démonstration n'est pas spécialement plus simple si on suppose que les matrices A et B commutent.
On sait, dans ce cas, que les deux matrices admettent une base commune de vecteurs propres et qu’il existe
donc une matrice inversible P telle que les deux matrices P~ AP et P~'BP soient diagonales.
Onadonc AP =D Pet P~ 'B = P 'D, : les colonnes Cy, ..., Cy de P sont des vecteurs propres de A
et les lignes Ly, ..., Ly, de P~ sont des co-vecteurs propres de B. En posant

V1 gi,]‘<1’l, Mi‘jZCjLi,

on a donc
AML]' = (Xj C]'Li = (Xj Mi’j et Mi‘jB = BiCjLi = BjMi,)’

d’oit A(My ;) = (o + Bi)My ;. Il reste a vérifier que la famille (M j)1<i j<n est libre.
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On démontre par récurrence que, pour tout entier m € IN*,

VM e M (K), A™M) =) (‘2) AXMB™ K,
k=0

L'égalité est claire pour m = 1. Si elle est vraie pour un entier m > 1, alors

AT (M) = ALA™(M) + A™(M).B

:i<k>Ak+1MBm k Z( )AkMB (m+1)—k

—Am+1M+ZK ) ()}AkMB‘““ ©+MB™H!

—A™IM 4 Z (m + ]> AkMmBUm+D (triangle de Pascal)
k=1
+1
_TnZ <m+]>AkMB (m+1) k
k

# Par définition de l'indice de nilpotence,

Vk<da, A¥#£0, e Vk>da, A=0,.

@ Par hypothése, = Op pour tout k > da et Bt = 0, pour tout £ > dg. De ce fait, si m >
da +dg —letsi0O <k <m,alors
— oubienk > dA et dans ce cas,

A*MB™ ¥k = 0,MB™ ¥ =0,

— oubien k < da etdanscecas, { = (m—k) > (da +dg —1) —da = dg —1,donc { > dg
(inégalité stricte entre deux entiers!) et

A*MB™* = AKMO,, = 0.

On en déduit que A™(M) = (n+1) - 0, = 0.
On a ainsi démontré que A était nilpotente et que son indice de nilpotence était inférieur a
da +dg — 1.

# Si les matrices A et B sont distinctes de la matrice nulle, alors il existe une matrice M telle que AMB #
On.
En effet, il existe deux indices 1 < 1,j < n tels que ai; # 0 et deux indices 1 < k, € < n tels que
by, e # 0. Dans ces conditions, le produit a ;b ¢ est non nul (produit dans le corps IK) et par conséquent

AE;j B = (AE;).(EL .B) = (ai,;E1).("b,eEe) = ai,jbi,¢Eie # On.

@ Considérons maintenant ’exposant m = da + dg — 2. Pour 0 < k < m, on distingue maintenant
trois cas.
— Sik > da, alors AKMB™k =0,,.
— Sik < da — 1, alors k < da — 2 (inégalité entre entiers), donc{ = m —k > (da +dg —2) —
(da —2) = dg et AKMB™ % = 0,,.
— Sik=da —1,alors { =m —k = dg — 1 et dans ce cas, A* # 0,, et B™ % £ 0, ; comme on I'a
vu plus haut, il existe alors une matrice M € My, (K) telle que AKMB™ ¥ £ 0,,.
Cela prouve qu’il existe une matrice M € M1,,(K) telle que A™(M) # 0, (somme de m matrices
nulles et d'une matrice non nulle) et donc que A™ n’est pas I’endomorphisme nul.
L'indice de nilpotence de A est donc égal a (da + dg — 1).
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On munit 'espace M, (R) de la norme N définie par

VA= (aij)igijcn € Ma(R), N(A)= max lag;l.

1<t,j<n
Démontrer qu'il existe un réel € > 0 tel que, pour toute matrice A € M, (R),
(U € On(R), N(A-U)<e) = AcGLy(R).

On précisera une valeur convenable de cet e.

Cette propriété est-elle encore vraie si on remplace le groupe orthogonal O (R) par le groupe spécial
linéaire SL, (R) ?

On vérifie sans peine que
VA,B e Mn(R), N(AB) < nN(A)N(B). 1)

On en déduit (par récurrence) que
N(A¥) < n* TN(A)* < MN(A)*.

Par conséquent, si N(A) < 1/, alors la série de matrices )~ A* est absolument convergente. Comme
M, (R) est un espace vectoriel de dimension finie, la série }_ A* est convergente et il existe donc une
matrice S € M, (R) telle que

q
— L k
= im 3 A

11 est clair que
q q
VqeN, (ZAk) % (In—A) = (I, — A) x (ZAk) — I, — AT,
k=0 k=0

# Toute application linéaire définie sur 9, (R), espace vectoriel de dimension finie, est continue.

Puisque N(A9*1) tend vers 0 lorsque q tend vers +oo et que les applications
M—=Mx(I,.—A)] e M~ (I.—A)xM]
sont continues, on en déduit que
Sx(In—A)=(In—A) xS =1Ix.

Autrement dit, la matrice (I, — A) est inversible et la matrice S est son inverse.
On a ainsi démontré que, pour toute matrice B € M, (R), si la norme N(B — I,,) est strictement
inférieure a 1/, alors la matrice B = I,, — (I,, — B) est inversible.

# Sion n’avait pas eu besoin d’expliciter une valeur convenable de € dans la suite, on aurait pu se contenter
de remarquer que 1, € GLn(IR) et que le groupe linéaire GL, (RR) était une partie ouverte de My (R) — en
tant qu’image réciproque de I'ouvert R \ {0} par I'application continue det.

a Considérons maintenant un sous-groupe G de GL,, (R) (le groupe orthogonal ou un autre).
Soient A € M, (R) et U € G. Comme U est inversible, A — U = (AU~" — I,,)U et donc

(AU —L) = (A—wu".

Drapres (1),
N(AU™T —I,) < nN(UTT).N(A —U). ()

Comme G est un sous-groupe de GL, (R), il ne contient pas la matrice nulle et :

¥ NuT), ueGl={NU), Ueq}
C RY.

# Le groupe orthogonal Oy, (IR) est une partie compacte de M, (R). En effet,
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— C'est une partie fermée de My (R) en tant qu’image réciproque du singleton {1} par I'application
continue [M — MT.M|;

— C'est une partie bornée de My (R) puisque la relation MT.M = 1,, implique en particulier que
N(M) < 1 (car my ;| < 1, quels que soient iet j);

— Uespace M, (R) est un espace vectoriel réel de dimension finie.

a Le sous-groupe G = Oy (IR) est une partie compacte de M, (R). Comme N : M, (R) — R est
une application continue, elle atteint un maximum Mg sur G et comme cette application ne s’annule

pas:
VU e 0n(R), 0 < NU) < Mo.

Posons maintenant

O<e<
Mo.nz

et considérons une matrice orthogonale U telle que N(A — U) < e. D’apres (2),
1
NAU™" —I,) < nMp.N(A —U) < nMge < =

ce qui prouve, comme on I’a vu en commencgant, que la matrice AU~ est inversible. Par conséquent,
A = (AU").U est inversible.

On considére maintenant le cas du groupe G = SL, (R).

# Le groupe spécial linéaire SL, (R) est un fermé de 9, (R), en tant qu’image réciproque du singleton {1}
par I'application continue det, mais si n > 2, ce n’est pas une partie compacte de 9, (R), puisqu’elle n’est
pas bornée :

Vt>1, D;=Diag(t,4,1,...,1) € SLy(R) et N(D¢)=t.

(Bien entendu, pour n = 1, SL,, (R) = O (R) = {1} est une partie compacte.)

@ Pour une matrice A € M, (R) fixée, la condition N(A — U) < 1 implique N(U) < 1+ N(A)
(inégalité triangulaire). Par conséquent, on s’intéresse cette fois & 1’ensemble

Qa={NU"), UeG et NU) <T+N(A)}L

# Dans un espace vectoriel normé, l'intersection d'une partie fermée et d’une partie compacte est une partie
compacte.

Comme G = SL,(R) est une partie fermée de M, (R), 'intersection
SL,(R)N {U e My (R) : N(U) <1 +N(A)}

est une partie compacte de M, (IR) et 'application continue [U + N(U~")] atteint un maximum sur
cette partie compacte. Plus précisément, il existe un réel My (A), qui dépend a priori de la matrice A,
tel que

VUeSLy(R), NA-U)<1 = NU ") <Mp(A).

On peut alors adapter la raisonnement précédent, avec une nuance de taille : le réel ¢ dépend de
M, (A) et donc de la matrice A choisie.
« Fixons ¢ > 0. La matrice
A _ (0 0 )
©\0 Ve
e O
w=(6 )

appartienne au groupe spécial linéaire SL, (RR) et que N(A, — U,) = «.
Ce contre-exemple montre qu’il n’existe pas de réel ¢ > 0 tel que, pour toute matrice A € M, (R),
la condition N(A — U) < & pour une matrice U € SL,,(R) quelconque assure I'inversibilité de A.

n’est pas inversible, bien que la matrice
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Soit P € C[X], non constant. Démontrer que la fonction
[z [P(2)]]

atteint un minimum sur C.
Le polynome P a pour expression développée

d
P= Z (lka
k=0

avec aq # 0. On déduit de I'inégalité triangulaire que

d
ag—
P(2)] =laall21¢ |1+ ) ==
k=1 z
< Jag-«l
. B
>‘ad|‘z| (1]; |Z|k ) (Pourl?éo)
laol + - -+ +lag—1l
> d1— . >
> Jaal 24 (1 ) (pourlz] > 1)

Il est clair que

a
}L@J — r Z1|adfk| =1

11 existe donc un réel Ry > 1 tel que

Vlzl > Ro, [P(2)] 2 ladlzl'Z'd.
Comme aul 210
\z\liriloo adTZ = too,
il existe un réel Ry > Ry tel que
Vizl = Ry, [P(z)] = [P0)]. (*)

. ['ensemble
Vi ={|P(2)], Izl = Ry}

est une partie non vide et minorée (par 0!) de R, donc il admet une borne inférieure m; et, d’apres
(*), mp = |P(0)|
@ [’ensemble
Vo = {|P(2)], 2l < Ry}

est une partie compacte de IR.

# Le disque fermé [|z| < Rq] est compact (partie fermée et bornée d'un espace vectoriel de dimension finie) et
Uapplication [z — |P(z)|] est continue (composée d’une application polynomiale par une application lipschit-
zienne). La partie V est donc compacte en tant qu’image d'une partie compacte par une fonction continue.

L’'ensemble V; admet donc un plus petit élément my : il existe donc zp € C tel que
Vlz| < Ry, mo = |P(z0)| < [P(2)].

Comme |0] < Ry, le réel |P(0)| appartient a Vy et donc my < ’P(O)f.
@ On a donc prouvé l'existence d'un complexe z, tel que

Vil <Ry, |P(z0)] < [P(2)| < [P(O)]

et
Yzl =Ry, [PO)] <my < |P(2)].



rms133-187 2

Par conséquent,
VzeC, }P(zo)‘ < ’P(z)‘.

La fonction [z — |P(z)|] atteint donc un minimum sur C.

# On peut démontrer que ce minimum est nul et en déduire le Théoreme de d’ Alembert-Gauss (méthode diie
a Cauchy).
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On considere la suite (un )nen définie par la donnée de wo > O et par la relation de récurrence suivante.

Un

YynelN =—.
n > Un+1 24w,

Démontrer que un = O(27™) lorsque n tend vers +oo.
Démontrer qu'il existe une constante y > 0 telle que

v

~
™ oo 21

On peut démontrer par récurrence que u,, est bien défini et strictement positif pour tout n € N.
Par conséquent,

Un
VvnelN, O<u <
) n+1 X 240
et donc (a nouveau par récurrence)
Uop
Vne N, 0< U, < 27.

On en déduit en particulier que la suite (un )Jnen converge vers 0.
Ce qui précede conduit a introduire la suite de terme général v, = 2™u,, pour démontrer que
cette suite (v, )Jnen converge vers une limite strictement positive.

D’apres la relation de récurrence,

Vnyl Vn
VnEJN, {n Vi, ——h’l(]-f—w)
D’apreés la question précédente, la suite (v )nen est bornée, donc

—Vn

nv —{nv ~
n+1 Moo 2MH]

et le second membre est le terme général d'une série absolument convergente (dominé par le terme
général de la série géométrique de raison 1/2). Par conséquent, la série télescopique ) (nvny1 —
{nvy) est (absolument) convergente et la suite de terme général {nv, converge vers un réel {.

Par continuité de la fonction exp, la suite (vn )nen converge vers le réel y = el > 0.

# On peut méme expliciter la valeur de y! Au contraire de ce qu’on vient de voir, c’est une démonstration
ad hoc, qui n’est pas susceptible de servir dans d’autres circonstances.

@ On arelevé plus haut la relation de récurrence suivante.

1

VneN, Vil =Vn -

T+ 5
Enposantp_; =Tet
n
Ui
vneN,  pa=JI(1+5), €)
k=0
on a arrive (par récurrence) a I’expression suivante :
vVn e, vy = Yo _ o
Pn—1 Pn—1
et donc a o
V nec N, un - m. (4)

Il reste a déterminer la limite de la suite (pn )nen pour obtenir une expression explicite de la constante

Y.
a D’apres la définition (3) du produit p, et 'expression (4) de u,,,

uw u
vVneN, pn:pn_1~(1+7n)zpn—1+zn%-
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En reconnaissant une série télescopique et une série géométrique,

+o00 T
. u
Jm pa—po =Y (o pai) = Y 5ty =
n=0 n=0
donc
lim pn=p_1+uo=14+up

n—-+oo

et finalement
Wo 1

Up  ~ C—
™ n—too 1 +uy 2n




rms133-190

” On note ar, le nombre de chiffres de I'écriture décimale de n!. Donner un développement asymptotique i
trois termes de a.,.

Le développement décimal de I'entier x s’écrit avec (d + 1) chiffres si, et seulement si,

d
X =bo+10by +---+10%4 = > bic10*
k=0

avec 0 < bg,...,bg_1 < %et1 <byg <9
Autrement dit, le développement décimal de x s’écrit avec (d + 1) chiffres si, et seulement si,
104 < x < 10917 Cest-a-dire
din10<x<(d+1)in10

| Inx
N L%nlOJ '
Vn(n!) {n(n!)
an =

n10 J n—>:+oo n10

puisque | x| = xt O(1) par définition de la partie entiere.

ou encore

Par conséquent,

+0(1)

On étudie donc en fait {n(n!).
@ La comparaison classique entre somme et intégrale nous donne

VneN, J ntdt < Zﬂnkgj ntdt+nn.

En calculant I'intégrale, on en déduit que

n(n!) = nhn—n+0{nn) (%)
n—-+oo
et donc que
_An(nl) _ ninn n
=70 O = a0 "o O

lorsque n tend vers +oo.

# Nous allons préciser ce développement en reprenant I'estimation (x) d'une maniere classique : la méthode
qui suit est celle qui justifie I'existence de la constante d’Euler.
Pour préciser I'estimation

mn
Zuk =vn +o(vn),

k=1
on réécrit la différence des quantités connues comme une somme partielle :

(Z uk) —Vn = Z(uk — (Vk = Vvk—1)) — Vi
k=1 k=1

puis on étudie la série de terme général wy = uyx — (Vi —vi_1).
. Pour tout entiern > 2,

(Zenk) (ntnn— n—1+Z€nk (knk—k) + (k—1)tn(k—1) + 1]
k=2

R B 1
_1+kzz[1+(k 1)€n(1 k)}

On vérifie rapidement que

1

wk:1+(k—1)1zn(1—%)—ﬁ+zk avec zkkjooo(klz). (1)
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@ Version simple

sont équivantes :

On a démontré que wy ~ 1/2x lorsque k tend vers +o0. Or 1/2x est positif pour tout k
wy est positif pour k assez grand et comme la série harmonique est divergente, les sommes partielles

> 1, donc

n n 1
kgzw n—>+oogik

On sait bien que

n
g E n—>+oo

et on peut conclure :

n(n!) = ¢

nn
nnn—n+ —— +o(fnn)
n—-+oo
« Version savante

On connait I'histoire de la constante d’Euler et on sait que

k=1

= 1 1
Z - = Enn—|—y—|—(’)(—).
k n—+4o0o n
D’autre part, on a vu (f) que la série )_ zy était absolument convergente et que, en notant S la somme
de cette série,
+o0
1
=3 - ¥ a5 0( 3 )-00h)
n

k=n-+1
Par conséquent, il existe une constante C telle que

n

Zwk _ nn

> n—»+ooT+C+O( )

Finalement, il existe une constante K telle que

tn
f(n) = ntan—n+ T“ F K+ o(1/n)

# Pour retrouver I'équivalent de Stirling, il reste a démontrer que K = {n~/2m (ce qui se déduit des
intégrales de Wallis).
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Soit k € IN. Démontrer que
2
I, = J x4 —x2 dx
-2

est un multiple entier de .

Pour tout k € N, la fonction f;, = {x — xkv/4 — xz} est continue sur le segment [—2, 2], donc l'inté-

grale est bien définie.
@ La fonction fx a méme parité que l'entier k et I'intervalle d’intégration est symétrique par rap-
porta 0.
Pour tout entier impair k, on a donc Iy = 0 et le résultat est démontré dans ce cas.
@ On suppose dorénavant que 'entier k est pair : il existe donc un entier p € IN tel que k = 2p et,
par parité,

2
Iy = ZJ' fie(x) dx.
0

Six =2sintavec 0 < t < 7, alors 4 — x? = (2cost)? et comme cost > 0 (puisque 0 < t < 72),ona

V4 —x% =2cost.

Le changement de variable x = sint (avec dx = 2 cost dt) nous donne alors

/2 /2
Ly = ZJ (2sint)?P(2cost) - (2cost dt) = 2.4P+! J sin®P t[1 —sin? t] dt
0 0

=247 [Wop, — Wap )]

ol on reconnait les intégrales de Wallis :

/2
VpeN, Wap = J sin?P t dt.
0

# On doit, sinon connaitre par ceeut, savoir retrouver rapidement la relation de récurrence :
vp €N, (ZP + ])WZ'p = (ZP + 2)W2p+2

qui permet de trouver I'expression explicite de ces intégrales :

12
¥p€eN, wzp:mo(;’)

S

On en déduit que
2.4p+1 4p+1 1 2p
v N, Iy==——— W = W, = —— - -2
pelN, lzp 2p+ 1 2p+2 Pt 2p Pt (p) Ut
En particulier, Iy = 27 (ce qui est conforme au résultat attendu) et, pour tout entier p > 1,

(219) _ @) (p+1) _ (2p)--(p+2) pt] :( 2p )'p+1 N
p p—1 p

p! (p—1 p

Cette relation nous dit que l'entier p est un diviseur du produit (p + 1) x (p2f1 ), alorsquepet(p+1)
sont premiers entre eux.

# [l est clair que (p + 1) —p = 1 et on conclut avec le Théoréme de Bézout !

D’apres le Théoréme de Gauss, l'entier p est un diviseur de (pzf1) : il existe donc q € N tel que
(2P,) = qp et donc tel que

p—1
Ly = 1 .(2p>.2n:1-(ZP)-pH-Zn:qXZm
p+1 \p p+1 \p—1 p

@ On a ainsi démontré que Iy était un multiple entier de 27t pour tout entier k € IN.
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Pour tout n € IN, on note py, le produit des chiffres qui figurent dans la représentation décimale de n. Par
exemple,
P1o =Ppaos =0, pas =20...

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

anzn.

#y On rappelle que le rayon de convergence de la série entiere ) ppnz™ est égal a R si, et seulement si, la suite
(pnXx™) est bornée pour tout 0 < x < R et n'est bornée pour aucun x > R.

@ Pour tout d € N,
d
mg €11= 3 108,
k=0

et donc pm, = 1. Par conséquent, pour x > 1,

lim x™d = 400
d—+o0 Pma )

donc la suite de terme général p,,x™ n’est pas bornée et R < 1.

@ Si
d—1
n:ad-10d+Zak-10k avec agq # 0,
k=0
alors
d
pn:Hak:adx H ax avec VO0<k<d O0<ax<?
k=0 ogk<d

Par conséquent,
ngn<ad~10d<n.

Pour |x| < 1, la suite (nx™ )N est bornée, donc la suite (pnx™)nen estbornée et R > 1.
a Le rayon de convergence de la série entieére > pnz™ est donc égal a 1.
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Soit X, une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) dont le support est fini.
On appelle médiane de X tout réel u tel que
1

P(X<u)>§ et P(X>u)>

N —

Démontrer 'existence d' une médiane. Y a-t-il unicité de la médiane ?
Pour quels réels t I'espérance E[(X — t)2] est-elle minimale ?

Pour quels réels t 'espérance E[|X — t] est-elle minimale ?

#v ]l n’est pas vraiment nécessaire ici de connaitre la fonction de répartition F de la variable aléatoire X,
définie par
VxeR, Fx)=P(X<x)

mais ¢a peut donner des pistes...
1l est donc utile de savoir que la fonction F est croissante, qu’elle tend vers 0 au voisinage de —oo et vers
1 au voisinage de 400 et qu’elle est continue a droite en tout point avec

VxeR, F(x) =F(x7)+P(X=x).

Notons x1 < - -+ < xn, les points du support de X :

ZP(X:xk)zl avec V1<k<n, PX=x)>0.
k=1

# Quelques propriétés de la fonction de répartition pour éclairer la discussion qui va suivre.
@ Siwest un point du support, alors il existe 1 < v < n tel que | = x, et par conséquent

P(X < ) = P(X €]—00,%]) ZP = xXx),
P(X > ) =P(X € [x;, +00) ZP = x).

@ Sinon, il existe un entier 0 < v < n+ 1 tel que x, < W < Xyp1 (en convenant que xo = —oo et
Xny1 = +00). Dans ce cas, P(xy < X < x;11) =0, donc P(X € Ix;, ul) = P(X € [, xr41[) = 0et

P(X < 1) = P(X € =00, x:] U Jxr, ) ZP = xi),

P(X > ) =P(X € [, xrs1[U [xrs1,+00[) = Z P(X = xx).

@ On considere les réels (u;)ogr<n+1 définis par

W =PX<x)=1-P(X>x;) =1-P(X2>xr41)
T n
=) PX=x)=1- ) P(X=
k=1 k=r+1

avec up = 0 et up47 = 1 par convention. Par définition du support, la famille (u;)ogrgn+1 €st
strictement croissante.
@ Premier cas : il existe un (unique!) entier T < r < n tel que

ZP —Xk ;
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g == T | .
u3 ................................................................... ._(, P(X < X)
7u2 N :
uy=0" X3 X2 X3 X4 X
.
— P(X = x)
.................................................................... .
X1 X2 X3 X4 X

Les médianes sont les éléments du segment [x2,x3].

» Pourx <x,,ona[X<x]CX<x]=X<x_1]Uxr_1 < X< x,;] etdonc

r—1
1 1
VX < Xry P(ng)<P(X<xr):;P(X:xk):E—P(X:xT)<§
puisque P(X = x,) > 0 (car x, est dans le support de la loi de X).
» Pourx > x,,ona[X <x.] C[X<x],donc
u 1
Vx=x, PX<x) >P(x<xr):;mx:xk) =3
» Pourx < x;p1,0na X > x.1] C[X 1, donc
1
VX <xepr,  PX2%x) 2 P(X2%41) k;] P(X =3

» Enfin, pour x > x,y1,0na [X = x] C [X > xr11] = [Xrp1 < X < Xpp2] U [xXry2 < X], done

1 1
P(X>x) SP(X>xp41) = ZP =x1) = 5 —P(X=x41) <

—2 2
k=r+2
car X1 est dans le support de la loi de X.
Dans ce cas,
— six < %y, alors P(X < x) < 1/3;
— tout réel 1 € [x,, xr+1} vérifie les deux contraintes P(X < p) > 1L etP(X > u) = 1/
simultanément;
— six >x;q1,alors P(X > x) < 1.
L’ensemble des médianes de X est alors le segment [x,, X, 1].
@ Deuxiéme cas : aucun u, n’est égal a /.
Y S .
u3 ................................................................ - O—————
| | P(X < x)
uz e .
W
uy =0' xq X2 X3 X4 x
R
i P(X > x)
.................................................................... —
X1 X2 X3 X4 X

La médiane est u = x;.
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Dans ce cas, il existe un, et un seul, entier 1 < r < n tel que

1
Urq < 7 <Ur =ur_1 +PX=x;).

» Pour x < X,
— oubienx < x,_7 et [X <x] C X <x_1];

— oubienx,_1 < x <xretalors [ X <x] = X <x,1]Uxr—7 < X <x],avec [x,—1 < X < x] C
Xro1 < X < X4
Dans les deux situations,
Vx < Xr, PX<x) <P(X<%—1) =uUr—1 < /2.
» Pourx > x,,ona[X <x] C[X<x],donc

VX Z2xy, PX<xX)ZPX<x)=u, >/

» Pourx <x,,onaX<x/ J*=X=>x.]CX>xlet X <x:] =[X<x1]UXr—7 < X< x,],donc

Vx <xr, P(XZ>x)

WV

P(X>Xr):]_P(X<Xr):1_P(X<Xr71):]_urfl >]/2-

» Enfin, pour x > x,,ona [X > x] C [X > x,] = [X < x,]¢, donc

Vx>%, PXZ2x)<PX>x)=1-PX<x:)=1—1u, <.

Dans ce deuxiéme cas,

— la contrainte P(X < u) > 1/ est vérifiée si, et seulement si, u > x,

— et la contrainte P(X > ) > 1/, est vérifiée si, et seulement si, u < x,.
La loi de X admet donc une, et une seule médiane : u = x,..

# On donnera une autre démonstration a la fin de I'exercice.
Comme le support de X est fini, la variable aléatoire X est bornée et admet des moments de tout

ordre.
Notons m = E(X). Pour tout t € R,

X—t)P=X—-—m?+2(m—-t)(X—=m)+ (m—1t)2.

Les trois termes du second membre sont des variables aléatoires d’espérance finie (elles ne prennent
qu'un nombre fini de valeurs par hypothése), donc
E[(X —1)?] = V(X) + 2(m — t) E(X —m) + (m — t)?
=V(X) + (m—1t)?
puisque m = E(X).

On en déduit que l'espérance E[(X — t)2] est minimale si, et seulement si, t = E(X) et son mini-
mum est égal a V(X).
# La démonstration qu’on a donnée vaut pour toute variable aléatoire X admettant un moment d’ordre
deux!

D’apres la formule de transfert, pour tout t € R,

n

g(t) =ElX—t] = > b —t/P(X = xy).
k=1

On étudie donc ici une fonction g continue et affine par morceaux. Plus précisément, cette fonction
est affine sur les intervalles

Ixoyx1[=1—oo,x1 [, Ix1, %20, oo oy Xy Xe g1 [y ooy I 1, Xn [y 1%, X1 [ = 1xm, +o00[.
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Pourt € Jx;,xr 1, onax, <t < x.,1 etdonc

T

g(t) = (t—xx) P(X =xi) + (xx — 1) P(X = xy)

_ [Z PX=x0)— Y P(X—xk)] t+Cte
k=1

k=r+1
=, — (1 —u)lt+C* = (2u, — 1)t + C*.

On peut alors reprendre la discussion précédente sur la médiane.
a §'il existe un entier 1o tel que u,, = 1/, alors

— pour r < T, la pente (2u, — 1) < 2u,, — 1 = 0 est strictement négative et la fonction g est
strictement décroissante sur Jx,, X4 1[;

— pour T = 1, la pente (2u,, — 1) est nulle et la fonction g est constante sur I'intervalle ouvert
[Xroy Xro+1[ et donc sur le segment [x,, Xy, +1] (puisqu’elle est continue sur ce segment);

— pour v > 19, la pente (2u, — 1) > 2u,, — 1 = 0 est strictement positive et la fonction g est
strictement croissante sur |x;, X, 11[.

g(t) = E[IX—t[]

X1 X2 X3 X4 t

Dans ce cas, la fonction g est donc minimale sur le segment [x,,, X, +1], qui est 'ensemble des mé-
dianes de X.
a Siu, # 1/ pour tout entier v, alors il existe un, et un seul, entier ry tel que la médiane p soit
égale a x,, et
— pour T < 19, la pente (2u, — 1) < (2u,, — 1) < 0 est strictement négative et la fonction g est
strictement décroissante sur |x,, X, 11[;
— pour r > 7o, la pente (2u, — 1) > (2u,, — 1) > 0 est strictement positive et la fonction g est
strictement croissante sur |x;, X, 11[.

g(t) = E[IX—t[]

X1 X2 X3 X4 t
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Dans ce cas, la fonction g atteint son minimum en t = x,; = p uniquement.
@ Dans tous les cas, 'espérance E[|[X — t|] est minimale si, et seulement si, le réel t est une médiane
de X.
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Soient X et Y, deux variables aléatoires a valeurs dans IN, définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P). On dit que X est stochastiquement inférieure i Y lorsque

VteR, PX<t) <P(Y<t).

On note alors X < Y.
Démontrer que X <q Y si, et seulement si,

E[h(x)] < E[h(Y)]

pour toute fonction h : N — IR croissante et bornée.
On suppose que X <4 Y et que X et Y sont indépendantes. Démontrer que
1

< =.
P(X\Y)>2

Peut-on améliorer cette minoration en remplagant /> par une constante a > 1/, ?

# Pour toute fonction bornée h : N — R, la variable aléatoire h(X) est bornée, donc d’espérance finie.

@ Pour tout t € IR, la fonction
he =[N Tnsy)

est une fonction croissante et bornée de N dans IR et

Eh (X)] =P(X<t).

t n
@ Réciproquement, supposons que X soit stochastiquement inférieure a Y et considérons une fonc-

tionh : N — R croissante et bornée.
D’apres la formule de transfert,

+oo +o00
Eh(X)] =) h(n)PX=n)=) hn)[PX=n)—P(X=n+1)].
n=0 n=0

Pour tout entier N € N,

# On aura reconnu la transformation d’Abel.

La fonction h est bornée et on sait que

lim P(X>n)=0,
N—-+oo
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donc h(N) P(X > n) tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. On en déduit que
+oo
E(h(X)] =h(0)+ ) [h(n)—h(n—1)]P(X>n).

#o Cette égalité est vraie pour toute variable aléatoire a valeurs dans IN, elle est donc vraie aussi pour Y.

Mais [h(n) —h(n —1)] > 0 (puisque h est croissante) et P(X > n) < P(Y > n) pour tout n € N¥,

donc
EMh(X )+ Z —h(n—1]P(Y >n) =E[R(Y).

On conditionne par X au moyen du systéme complet d’événements ([X = m])men :

+o00
PX<Y) =) PX=m)Px_m(Y>=m)

m=0

et par indépendance des variables aléatoires :

Y) = Zoo PX=m)P(Y>m).
m=0

Comme X est stochastiquement inférieure a Y, on en déduit que

+o0o +oo

ZPX m) =) Y PX=m) n).

m=0n=m
a Comme la famille de terme général P(X = k) est sommable (propriété de o-additivité), la famille

(PX=m)P(X=1)) | cx: (5)

est sommable et la sous-famille
(P(X:m)P(X:n))Ogmgn (6)

est sommable elle aussi. D’apres le Théoreme de Fubini appliqué a la famille (5),

+oo +oo
> P(X—m)P(X—n)—(Z P(X—m))(ZP(x—n)>—1 )
(myn)e]Nz m=0 n=0
et d’apres le Théoreme de Fubini appliqué a la sous-famille (6),

+oo +oo +o00o M

> ) PX=m =) > PX=m) n)

m=0n=m n=0 m=0

et donc
+o0o +oo +oco m

2D PX=m =) ) PX=m) n). ®)

m=0n=m m=0n=0
#v Dans cette derniere transformation, il s’agit seulement de changer d’indices (on intervertit les roles de m
et n), ce n'est pas une interversion de sommes.

Notons S, cette somme. On a démontré que

+oo +oo +oo m
25=) Y P(X=m)P(X=n)+ Zoép(xzm)lv(xzn) avec (8)

m=0n=m

+oo +oo
= Z [P(X =m)’+ ) P(X=m)P(X :n)]
n=0
+00 400

_ZPX m+ZZPX m) n)

m=0n=0
+oo
:1+Z P(X =m)?.

m=0

avec (7)
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Dans la derniére somme, tous les termes sont positifs et ils ne sont pas tous nuls (puisque le support
de la loi de X est contenu dans N). En particulier, 2S > 1, donc S > /.
@ Pour obtenir la minoration S > a, il faudrait que

+o00
Y PX=m)’>2a-1>0

m=0

pour toute variable aléatoire X a valeurs dans N. C’est impossible! On peut considérer la variable
aléatoire X de loi uniforme sur [0, N] pour s’en convaincre :

1
YOo<n<N, P(X:n):m, Yyn>N, PX=n)=0

donc
1

—+o00

_ 2 _
> P(X=m) NI
m=0

L’expression 2§ — 1, strictement positive pour toute variable aléatoire X a valeurs dans N, ne peut
donc étre minorée par une constante strictement positive indépendante de X.
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Soient X1, ..., Xy, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, strictement positives. Calculer
I'espérance de la variable aléatoire

v Xi4 -+ X
X 4+ X+ Xn

en fonctionde 1 < m < n.

Comme les variables aléatoires Xy sont strictement positives, il est clair que 0 < Y n(w) < 1 pour
tout w € Q. Par conséquent, toutes ces variables aléatoires sont d’espérance finie.

# Toute variable aléatoire bornée est d’espérance finie.
@ Comme les variables aléatoires Xy, 1 < k < n, sont indépendantes et de méme loi, les vecteurs

aléatoires
(Xiyeo s Xn) et (Xeryy ooy Xo(m))

ont méme loi, quelle que soit la permutation 0 € &,,. Par conséquent, pour toute permutation o €
&, les variables aléatoires

X1 Xo(1) Xo(1)
Y])n = et =
X1+ +Xn Xe) + -+ Xom) X1+ +Xn
ont méme loi.
& Si deux vecteurs aléatoires (Uq, ..., Uy ) et (Vi,...,Vyn) ont méme loi, alors les variables aléatoires

f(Wyy.ooyUy) et f(Vi,..., Vi)

ont méme loi, quelle que soit la fonction f.
11 est essentiel de se rappeler cette propriété quand on travaille avec un échantillon de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi, puisqu’il s’agit d'un vecteur aléatoire invariant par symétrie.

Ainsi, la variable aléatoire
m Xi
Y = _—_—
m,m ];X1+"'+Xn

est la somme de m variables aléatoires d’espérance finie, de méme loi que Y7 . Par linéarité de

I'espérance,
m

EYon) = 3 E( ) ~mEML)

a En particulier, la variable aléatoire Yy, n, qui est constamment égale a 1, est la somme de n va-
riables aléatoires de méme loi que Y7 n, :

X1++Xn e Xk
Y :7:1: —_—
X 4+ Xn ];X1+~-~+Xn

Par conséquent, 1 = E(Yn ) = nE(Y; 1) et finalement

vi<me<n,  E(Ymn) = 2,

5
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Soient E, un espace vectoriel de dimension finie sur IK et u, un endomorphisme de E.
Quels sont les polynomes P € IK[X] tels que P(u) soit un automorphisme de E ?
A quelle condition la sous-algebre K[u] est-elle contenue dans GL(E) U {0} ?

Comme E est un espace de dimension finie, alors L(E) est aussi un espace de dimension finie et la
sous-algebre IK[u] est aussi un espace de dimension finie.

Par ailleurs, l'idéal annulateur de u n’est pas réduit au polynéme nul et 'endomorphisme u
posséde un polynéme minimal p (qui divise tous les polyndémes annulateurs de u).
L'application ®p = [v — P(u).v] est un endomorphisme de K[u]. Si ’endomorphisme P(u) est
inversible, alors @p est injectif et comme K [u] est un espace vectoriel de dimension finie, ’application
®p est aussi surjective.

Comme I € K[u] (sous-algebre), il existe un polynome Q tel que

P(uw).Q(u) =Ig.

# Ce résultat est classique : si un endomorphisme v € IK[u] est inversible, alors son inverse est également
un polynome en .

On a donc démontré que

(PQ)(u) =1Tg = 1(u).

Autrement dit, le polyndme PQ — 1 appartient a I'idéal annulateur de u : il existe donc un polyndéme
A € K[X] tel que
PQ—1=Ap Cc'est-a-dire PQ—-Ap=1.

Par conséquent, P et u sont premiers entre eux (théoreme de Bézout).
Réciproquement, si P et 1L sont premiers entre eux, alors il existe deux polynomes A et B tels que

Ap+BP =1

d’otr B(u).P(u) = Ig, ce qui prouve que P(u) est bien un automorphisme de E (et que B(u) est son
inverse).
Supposons que la sous-algebre K[u] soit contenue dans GL(E) U{0}. Alors, pour tout polyndme
P € K[X],
— ou bien P(u) € GL(E) et donc P et u sont premiers entre eux (d’apres ce qui précede);
— ou bien P(u) = 0 et donc p divise P (polynéme annulateur).
@ Supposons que W soit irréductible. Alors

(1) C (W) + (P) C KIX]

etiln’y a que deux possibilités :
— oubien (p) = (u) + (P), ce qui signifie que P € (i) et donc que P est un polyndéme annulateur
deu;
— ou bien (u) + (P) = K[X], ce qui signifie que P et i sont premiers entre eux et donc que P(u)
est inversible.
a Inversement, supposons que p soit composé : il existe deux polyndmes non constants A et B tels
que n = A.B.
Comme A et p ne sont pas premiers entre eux, alors A(u) n’est pas inversible.
Comme p ne divise pas A, alors A n’est pas un polynéme annulateur et A(u) n’est pas 1’endo-
morphisme nul.
@ Conclusion : la sous-algebre K[u] est contenue dans GL(E) U {0} si, et seulement si, le polyndme
minimal de u est irréductible.
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Soit (G, -), un groupe commutatif fini de neutre e et de cardinal n. On écrit

T

-

n= | |pil)
i=1

la décomposition du cardinal n en produit de facteurs premiers (les «; sont des entiers naturels non nuls).
Pour alléger les notations, on posera 1y = p;.
Pour tout entier d € IN*, on pose

Ga={x€G:x=e}.

Vérifier que G4 est un sous-groupe de (G, -).
On suppose que 'entier d est premier @ n. Que dire du sous-groupe Gq ?
On considere le groupe produit

T
r=]]Gn.
i=1
Démontrer que 'application f définie par
V) €6 ) =[x
i=1
est un isomorphisme du groupe produit I" sur le groupe G.

On suppose que #(Gq) < d pour tout diviseur d de n.
4.a. | Démontrer que, pour tout 1 < i < 1, il existe un élément g; d’ordre m; dans G.

4.b. | En déduire que le groupe (G, -) est cyclique.

Par définition, G4 C G.

Puisque e? = ¢, 'ensemble G4 contient e (et n’est donc pas vide).

Soient x et y, deux éléments de Gg4. Par définition, x¢ = y¢ = e et comme le groupe (G, ) est
commutatif,

ey Ne=xt(y Ni=e- ) = =g

ce qui prouve que x -y~ ' € Gq.

L’ensemble G4 est donc bien un sous-groupe de (G, -).
Comme (G, -) est un groupe fini, d’apres le Théoreme de Lagrange, ’ordre de tout élément x de
G divise I'ordre n de G.

Six € Gg, alors (par définition) x¢ = e, donc l'ordre de x est un diviseur de d.

Comme n et d sont ici supposés premiers entre eux, on en déduit que 'ordre de x € G4 est égal
al,cest-a-dire x = e.

Ainsi, G4 = {e} pour tout entier d premier a n.
Soit x = (x1,...,%r) € . Comme les xy appartiennent tous a G et que (G, -) est un groupe, le
produit x; - - - x; appartient aussi & G. Par conséquent, I’application f est bien définie de I" dans G.

a- Cette application f est bien un morphisme de groupes : quels que soient x = (x1,...,x,) et
Y= (91»---,%) dans T,
X®Y=(X1"Yly- ey Xr " Yr)

(par définition de la loi sur le groupe produit) et

Fx@y) L (xa-yn) - G ye) £l (yr e y)

par définition de f (f) et commutativité de la loi - (f).
Donc l'application f est bien un morphisme de groupes du groupe produit (I ®) dans le groupe
(G) : ) .
@ Le morphisme de groupes f est injectif si, et seulement si, son noyau est réduit a I'élément neutre
du groupe de départ, c’est-a-dire :
Kerf = {(e,...,e)}.



rms133-984 2

#y Comme Ker f est un sous-groupe de (T, ®), l'inclusion
{(e,...,e)} CKerf
est toujours vraie et on n’en parle jamais.

Considérons donc x = (x1,...,x;) € I' tel que

Par définition des sous-groupes G, on sait que
T __ T2

e — [ —
X7 =% = =%x]" =e.

Comme les entiers 717 = p{"', M = p3?, ..., M = p¥r sont deux a deux premiers entre eux (puisque
les entiers p1, ..., pr sont des nombres premiers deux a deux distincts), on déduit du Lemme chinois
que, pour tout entier 1 < i < 1, il existe un entier n; tel que

ni=1 (mod m) et Vi#i, my=0 (mod ).
Autrement dit, il existe des entiers ki 1, ..., ki » tels que

ny = 1+ ki,iﬂi et V] 75 ‘L, ny = ki)jT[]'.

On déduit alorsde xq - --- - Xy = e que
. : . T Ki 570
e = (X] "“'XT’)nl :X?l ._._'XI}\, :Xi]Jrkl,Lﬂ'l . I I le,] j =X
1<i<r
j#AL

pour tout 1 < i < 1. On a ainsi démontré 'injectivité de f.
@ Nous allons maintenant démontrer la surjectivité du morphisme f. Pour cela, nous considérons
un élément y € G et nous cherchons un antécédent x = (x1,...,x;) € I'de y par f.
Comme les entiers 71y, ... ., 7, sont deux a deux premiers entre eux, on en déduit que les entiers

q]:HT[j) qZZHT[j) ceey qT:Hﬂj
i#1 j#2 j#ET

sont premiers dans leur ensemble. Il existe donc des entiers relatifs ay, ..., a, tels que

Z aiqi = 1.
im1

Par conséquent,
N

y=y' =]Jyu =TTw.
i=1

i=1

Par définition des entiers qi, on sait que qi7t; = n pour tout T < i < r, donc
V1gigr, (Y9 )™ =y =yt =e
puisque l'ordre de 1'élément y divise ’ordre n du groupe (G, -). Cela prouve que
V1i<igr, yIt € Gp,
et comme G, est un sous-groupe de (G, -), on en déduit que
v1gigr, (y99)* € Gp,
(les a; sont des entiers relatifs). On a ainsi démontré que
VyeG, x=([yd)*, [y, (yi))erl
et quey = f(x).

@ En conclusion, 'application f est bien un isomorphisme de groupes du groupe produit (I} ®) sur
le groupe (G, -).
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En particulier, le morphisme f réalise une bijection entre deux ensembles finis, donc les car-
dinaux de ces deux ensembles sont égaux. Ainsi,

n=#G) = [#(Gn).
i=1

On suppose ici que

v1i<ig<r, #(Gr,) <™
donc . .
H#(G"i) < Hm =n
i=1 i=1
On en déduit que

vig<igr, #(Gr,) = m.

@ Le Théoreme de Lagrange nous assure que 1'ordre de tout élément du sous-groupe G, divise
l'ordre de ce sous-groupe. Comme 7; est un puissance de p;, on en déduit que I’ordre de tout élément
de G, est une puissance de p;.

Par conséquent, s’il n’existe aucun élément de G, dont I'ordre soit égal a 7t;, alors 'ordre de
chaque élément de G, est un diviseur strict de m; :

oy —1

Vx € Gr,, xPi =e.

Autrement dit,
Gr . C G p%i 1

et dong, en considérant les cardinaux,

s :#(Gm) < #(prxiﬂ) < Pf‘iq < Tti,

ce qui est absurde.
@ On a ainsi démontré que chaque sous-groupe G, contient un élément g; dont I'ordre est égal a
.
Puisque 'ordre du sous-groupe G, est égal al’ordre de g; € Gy, le sous-groupe G, est en fait
cyclique et engendré par g; :
v1i<igr, G, = (9i)-

# Le groupe produit H = (Z/27 x 7/AZ) x 7./3Z est un groupe commutatif d’ordre 12.
Le groupe Hg = 7/27 x Z/AZ n’est pas cyclique (I'ordre de chacun de ses éléments est au plus égal

a 4, aucun n’est d’ordre 8), alors que le groupe H3 = 7Z/37 est cyclique. Par conséquent, le groupe produit
H = Hg x H3z n’est pas cyclique et, par isomorphisme le groupe (G, -) n’est pas cyclique non plus.

@ Non, ce groupe (G, -) n'est pas défini, mais c’est sans importance : quel qu’il soit, il est isomorphe a un
groupe (bien défini!) qui n’est pas cyclique, donc il n’est pas cyclique.

@ QOui, on peut expliciter un groupe (G, -) qui vérifie ces propriétés : il suffit de fureter dans le groupe
symétrique (So, o).

Comme les entiers 7t; sont deux a deux premiers entre eux, l'ordre de 1’élément

9 el 91 . gz ..... g‘r
est égal au produit des entiers 71;, c’est-a-dire a n.

# Voir 'exercice corrigé rms135-492 pour le cas de deux éléments et conclure par récurrence sur .

On a donc un élément g de G dont l'ordre est égal a I'ordre du groupe (G, -), ce qui prouve que
G = (g) et en particulier que le groupe (G, -) est cyclique.
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1.| Soit A € M, (C). Démontrer que A est nilpotente si, et seulement si, son spectre est réduit a {0}.

2.| Quelles que soient les matrices A et B de M, (C), on pose

[A,B] = AB — BA.

@)

n note C = [A, B] et on suppose que [A, C] = Oy
Démontrer que tr(C*) = 0 pour tout entier k € N*.
.b. | En déduire que C est nilpotente.

.c. | Démontrer que

Vp e N, [B,AP] = —pAP~'C.

Si A est nilpotente, alors A n’est pas inversible et 0 est donc une valeur propre de A.
D’autre part, A admet un polyndme annulateur de la forme X¢ (avec d € N*), donc toute valeur
propre de A est une racine de X4, donc 0 est bien la seule valeur propre de A.

@ Réciproquement, supposons que le spectre de A soit réduit a {0}. Le polyndme caractéristique
de A est un polyndme a coefficients complexes dont le degré est égal a n > 1, donc il est scindé
(Théoreme de d’Alembert-Gauss) et les racines du polyndme caractéristique sont exactement les va-
leurs propres. Donc le polyndme caractéristique de A est égal a X™ et A est nilpotente (Théoreme de
Cayley-Hamilton).

# On pouvait se passer du Théoreme de Cayley-Hamilton en raisonnant sur le polyndme minimal de A.

Tout d’abord, tr(C) = tr(AB) — tr(BA) = 0 (propriété fondamentale de la trace).
Plus généralement, '’hypothese [A, C] = 0, signifie que les matrices A et C commutent. Par
conséquent, A et C k commutent pour tout entier k € N et donc

Vk €N, C*+1 = Ck.(AB—BA) = C*AB — C*BA = AC*B — C*BA.
La propriété fondamentale de la trace nous assure alors que
VkeN, tr(C*1) = tr(A - C*B) — tr(C*B - A) = 0.

Pour toute matrice trigonalisable (et donc en particulier pour toute matrice a coefficients
complexes), on peut exprimer la trace en fonction des valeurs propres et de leurs multiplicités res-
pectives :

tr(C) = Z maA

A€ESp(C)

et plus généralement
VkeN,  #(Ch= ) mak
A€SP(C)

a Considérons un polyndome P € C[X] dont le terme constant est nul :
d
P=aiX+aX 4+ +aaX®=) aXk

Alors

> my\P = > m;\ZakA Z ( > mA?\k>:O. (%)

AESp(C AESP(C) k=1 A€ESP(C)

a- Considérons maintenant 'ensemble X = Sp(C) U {0} et les polyndmes interpolateurs (Py)xex
associés aux abscisses de X (Théorie de l'interpolation de Lagrange).
Si Ag € Sp(C) est une valeur propre non nulle de C, alors Ay € X et Ag # 0, donc P, (0) =0
(ce qui nous autorise a appliquer la propriété () qui vient d’étre établie) et P»,(A) = 0 pour tout
A € Sp(C) distinct de Ag. On déduit alors de () que

o =M Pag(Ao) = Z mAP?\o =0.
AESp(C

mh
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C’est absurde!
# Par définition, la multiplicité d’une valeur propre est au moins égale a 1.
Par conséquent, la matrice C n’a pas d’autre valeur propre possible que 0.

@ Comme C est une matrice a coefficients complexes, elle admet au moins une valeur propre.
Donc le spectre de C est bien réduit a {0} et la matrice C est donc nilpotente.

# Le résultat est valable aussi pour une matrice a coefficients réels, il suffit de la considérer comme une
matrice a coefficients complexes et de raisonner sur le spectre complexe de cette matrice.

Pour p =1, ona [B,A] = —C (par définition de C).
Supposons que [B, AP] = —pAP~!C pour un entier p > 1. On en déduit que

[B,AP"'] = BAP.A — A.APB = (BAP — APB).A + (APB.A — AP.AB) = [B,AP].A — AP.[A, B]
= -—pAP'C.A—AP.C (par hypothese de récurrence)
=—pAP.C—AP.C=—(p+ 1)AP.C (car A et C commutent)

et on a démontré par récurrence que

Vp e N*, [B,AP] = —pAP~'.C.
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Soient A et B, deux matrices de 9, (R) telles que AB = Oy,.
A-t-on nécessairement BA = 0,7

2.| Démontrer que
q

Etablir une relation entre rg A et rg B.

Vp =1, tr[(A + B)P] = tr(AP) + tr(BP).

Considérons les matrices A et B dont les premieres colonnes sont respectivement égales a

c oo =
|
—

o
o

toutes les autres colonnes de ces matrices étant nulles. Autrement dit :
A=UU" e B=VU'.
Il est donc clair queImA =R -UetImB =R - Vet que
X €KerA =KerB < U'.X=0.

Par conséquent, on a bien AB = 0, (puisque ImB C Ker A) mais pas BA = 0, (puisque ImA ¢
Ker B).

Comme AB = 0;,, on peut démontrer par récurrence que

P
Vp>1, (A+B)P =) BPFAK
k=0

# Sil'expression développée est correcte pour (A + B)P, alors

P P P
(A 4 B)P+1 — (Z Bpkak) . (A + B) — Z BpkakvL] + Z BpkakB
k=0 k=0

k=0
p+1 P

=) BEFUTRAK L BPTL L ) BPTRARTT (AB)
k=1 (k=0) k=1 \:0’:/
p+1

_ Z B(er])kak
k=0

Pourtout1 < k<p,onak—1€Net(p—1—k) € Netdonc
tr(BP7*AX) = tr(A*BP %) = tr(A¥.AB.BP %) = tr(0,) = 0.

On déduit alors de la linéarité de la trace que

Vp=>1, tr[(A +B)P] = tr AP +tr BP..
N
k=p k=0

Comme on I’a mentionné, la propriété AB = 0,, équivaut au fait que ImB C Ker A. D’apres le
Théoréme du rang,
rgB<n—rgA

c’est-a-dire
rgA+rgB < n.
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On considere la matrice A € M, (R) (ot 1 > 2) pour laquelle a;; = 1sii=1ouj=1et a;; = 0sinon.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

Déterminer les éléments propres de A.

Calculer le déterminant de A.

La matrice

1 1

0—0
1 0—0

est diagonalisable en tant que matrice symétrique réelle (Théoréme spectral).

# La seconde question est la seule intéressante! Nous allons en présenter deux solutions. Un court rappel
pour comprendre la premiére : si un endomorphisme w est diagonalisable, alors

E= @ Ker(u— Alg).
AESp(u)

Siun’est pas inversible, alors A = 0 € Sp(u) et si u n’est pas identiquement nul, alors il admet au moins une
valeur propre non nulle.
Si Ao est une valeur propre non nulle de w et xo, un vecteur propre de w associé a Ao, alors
1

1
= —. =u(—- Imu.
X0 o u(xo) u(}\o xo) eImu

Par conséquent,

E_Kerue]a( EB Ker(u—?\IE)>.

AeSp(u)\{0}

Clmu

Comme w est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, le Théoréme du rang nous assure
que
Imu = @ Ker(u—Alg)
A€Sp(u)\{0}

et donc que E = Keru @ Imu.

Une derniere précision : cette derniére propriété n’est pas réservée aux endomorphismes diagonalisables !
On peut démontrer qu’elle équivaut au fait que Keru = Keru? ou, si on préfere, au fait que le sous-espace
propre associé a 0 soit égal au sous-espace caractéristique associé a O ou encore au fait que la multiplicité de O
comme racine du polyndme caractéristique soit inférieure a 1.

Et maintenant, reprenons !

Premieére version : on considére I'endomorphisme u € L(R™) canoniquement associé a la ma-
trice A. Il est clair que le rang de u est égala 2 :

Imu = Vect(u(er),u(ez)) = Vect(e; + - +en, e1)

etque,sin > 3,
Keru =Ker(u—0-1Ig) = Vect(es —ez2,...,en —e2).

(Pour n = 2, le noyau de u est réduit au vecteur nul. On y reviendra a la question suivante!)
Comme u est diagonalisable, alors

E=KeruéImu

et comme le plan P = Imu est stable par u, on peut définir I'endomorphisme v € L(P) induit par
restriction de u au plan P. Les valeurs propres non nulles de u sont alors les valeurs propres de v et
les vecteurs propres de u associés a des valeurs propres non nulles sont les vecteurs propres de v.
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Le plan P admet une base naturelle : #p = (u(e1 ), u(ez)) et comme

n

u(uler)) =uler) + ) ulex) =uler) + (n—Nu(es)
k=2

u(u(ez)) =uler),

la matrice de v relative a cette base %p est

1
AP:(n—1 o)‘

On en déduit que les valeurs propres non nulles de A (c’est-a-dire les valeurs propres de Ap) sont les
racines du polyndéme
X2 —=X—(n-1)
c’est-a-dire
1T£v4n -3
> .
Cette expression moche n’est pas un probleme! En effet, les vecteurs propres associés a ces valeurs
propres (qui sont des vecteurs propres aussi bien pour u que pour v, tout est la!) sont représentés
dans la base %p par les vecteurs non nuls du noyau de

1T—A 1

11 suffit de regarder la premiere ligne de cette matrice (dont le rang est égal a 1 puisque A est une valeur
propre de Ap...) pour en déduire que les vecteurs propres de Ap associés a la valeur propre A sont

proportionnels &
1
()

Ker(u—AIg) =R~ [u(er) + (A —1) - u(ez)] :IR{)\~61 + Zek}.
k=2

et on en déduit que

Deuxiéme version : Comme la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre
0 (alias le noyau) est égale a (n — 2), la somme des dimensions des autres sous-espaces propres est
égale a 2 etil y a donc au plus deux valeurs propres non nulles (peut-étre une valeur propre double ?).
Comme A est diagonalisable, son polyndme minimal est scindé a racines simples et par conséquent
son degré est au plus égal a 3. (De plus, comme 0 € Sp(A), le terme constant du polynéme minimal
est nul.)

On prend le temps de poser le calcul :

n 1—1 2n—1 n—n

o | 11— noo1—1

1 1 1 n 1T—1
si bien que la famille (I,,, A, A?) est libre et que
A3 =A%+ (n—1A,
ce qui prouve que le polyndéme minimal de A est égal a
X3 —X?—(n—1)X.

On en déduit sans difficulté les trois valeurs propres de A et les sous-espaces propres comme
plus haut.

# La dimension des sous-espaces propres nous permet d’en déduire que le polynome caractéristique de A est
égal i
XT2(X=X—(n—1)).

Comme le rang de A est égal a 2, iln’y a que deux cas possibles :
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— sin > 3, alors la matrice A n’est pas inversible et det A = 0;
— sin =2, alors
1 1

detA = ‘1 0

-
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Pour tout n € N, on pose

. _J‘ dt
Tl T+t

Démontrer que la suite (an)nen converge et calculer sa limite.
Donner un développement asymptotique a deux termes de ar,.

Pour tout n € N, la fonction f,, définie par

1

vte[oyl]) fn(t): 1T+n

est continue sur le segment [0, 1], donc a,, est bien défini.
La suite de fonctions (fn,)nen converge simplement vers la fonction constante [t — 1] sur l'in-
tervalle [0, 1[ et la convergence est dominée :

vtel0,1[, VneN, 0<f(t)<1.
D’apres le théoreme de convergence dominée, la suite (an)nen converge et sa limite est égale a

1
J Tdt=1.

0

# En général, pour calculer un développement asymptotique d une intégrale, on intégre par parties.

Pour tout entier n € N,

1—an:J 1—fn(t)dt:J 7dt:J t-— dt.
0 o T+1tn o T+tm

On intégre par parties :

nyq1 1
]—an:{t.w] _lJ n(1+t™) dt
n o mj,

n2 1

1
———J' In(1 +t") dt.
n n Jo

Pour tout t € [0, 1], par concavité du logarithme,
0<In(1+t") <t™

et donc :
1
vYneN, 0<J (T+tY)dt< ——.
0 Tl+]

Par conséquent,

1! N 1
et finalement 2 1
n
an = o)

# On peut étre beaucoup plus précis!
Pour 0 < t < 1, on peut développer In(1+1t™) en série entiere et intégrer terme a terme ce développement
sur [0,1]:
1 +o0 k—thk +oo (—1 )k—H

1
Jﬂn(1+t“ dt_JZ dtzzm.

0 0 k=1 k=1
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On en déduit que
1 +oo k+1
n| n(1+t")d
J Z + 1kn)

0

On remarque alors que
1

Vk>1, 0<
’ kn

<

Sl=

et on déduit que
+o00 _.I)k_H +o00o (—1)2

1
n (
nJ n(1+t )dt:Z 2 Z )t

0 k=1 =0

Pour n > 2 (mais pas pour n = 1), on peut appliquer le Théoréme de Fubini :

1 N too too (_])k+1 1\¢
nL (1 +t )dt—Z(—nf(; km) (<) =60

(=0

ol G est la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est au moins égal a 1.
On en déduit que, pour tout N > 2,

+oo (_])k+1

N
anzl—%ﬁ-zy-i- (TL]N) ol uzZ(—”eZ 1l
=2 k=1

Remarque : pour établir le développement limité, on peut se passer du Théoréme de Fubini en se souvenant
que
N

uNJr]

0 ¢
(=1 S 14u

(=0

vo<u<r, < PNFT

‘1+u



