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On considere I'ensemble E des matrices triangulaires supérieures de 93 (IR) dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls.

Démontrer que E est un espace vectoriel et donner sa dimension.

2.| Démontrer que
q
On pose
1 1

VM €E, exp(M):1+M+§M2 et En(I—i—M):M—EMz.

VMeE M3=0.

Vérifier que les matrices exp(M) — L et In(1 4+ M) appartiennent toutes deux a E, puis que
in(exp(M)) =M et exp(In(I+M)) =1+ M.
Démontrer que
VkeN* exp(kM)= [exp(M)}k.

Démontrer que exp(M) est inversible et que son inverse est exp(—M).
A quelle condition a-t-on

exp(A + B) =exp(A)exp(B) ?

Une matrice M € Mi3(R) appartient a E si, et seulement si, il existe trois réels a, b et c tels que

0 a b
M=[0 0 c¢ =(1E1,2+bE1‘3+CE213
0 0 0

donc
E = Vect(E1 2,E13,E23)

et par conséquent dim E = 3.
Démontrons un peu plus que le résultat demandé : quels que soient les réels a;, ay, as...

0 aj by 0 a; by 0 0 aiby+bic2
0 0 ¢ 0 0 c2] =100 0
0o 0 O 0o 0 o0 0 0 0

0 0 aiba+Dbicy 0 a3 bz
0 0 0 0 0 c3|=0;3
0 0 0 o 0 0

et on voit ainsi que M? € E et que M3 = 0.
Il est clair sur les définitions que

exp(M) — 1 € Vect(M, M?) et que in(I+ M) € Vect(M, M?).

On a remarqué a la question précédente que M? € E (quelle que soit la matrice M € E) et par
conséquent Vect(M, M?) est un sous-espace de E. Donc

VM eE, exp(M)—1€E et n(I+M)eE.

On procede par récurrence pour k € N*.
Pour k = 1, I’égalité est évidente.
On suppose qu'il existe un entier k € N* tel que exp(kM) = [exp(M)]*.
Alors

lexp(M)I*"! = exp(kM). exp(M) (HR)
1% 1
= (I+kM+7M2)(I+M+§M2)

(k+1)?

2
5 M

=T+ (k+ 1M+
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en tenant compte du fait que M3 = 05.
@ La matrice exp(M) est inversible car elle est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls :
1 a b+ (a+c)b/2
exp(M)= [0 1 c
00 1

« Par définition,

exp(M).exp(—M) = (T+ M+ %MZ) (1-m+ %MZ) =1

(toujours en tenant compte de la relation M?® = 03).
Lorsqu’un produit de deux matrices carrées est égal a la matrice I, les deux matrices sont in-
verses 1'une de l'autre. Donc exp(—M) est bien I'inverse de exp(M).

#o Il n’est pas nécessaire de vérifier que le produit exp(—M). exp(M) est aussi égal a I (Théoreme du rang!).

On sait que les puissances de M commutent entre elles (associativité du produit matriciel), donc deux

polynémes en M commutent entre eux et par conséquent exp(M) et exp(—M) commutent. (On vérifie ainsi
que exp(—M). exp(M) = I sans faire aucun calcul matriciel.)

En développant exp(A + B) et exp(A) exp(B), on trouve que ces deux matrices sont égales si, et
seulement si,

1
BA —AB =A’B— AB? + SAB’.
# Attention en développant (A + B)?, a priori les matrices A et B ne commutent pas !

Les calculs menés a la question 2. montrent que les matrices A?B, AB? et A2B? sont nulles, donc

VA,BEE, exp(A +B) =exp(A)exp(B) < AB =BA.
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Pour tout n € IN*, on pose

1 o 1
Up = — ) ——.
Démontrer que (un)n>1 converge vers 2(v/2 — 1).
En comparant la somme d une intégrale, encadrer

2n .I
Sp = —.

En déduire que
un =2(v2-1)+0(-)

!
n

lorsque m tend vers +-oo.

La fonction

1
X ——
{ vV1+ x}
est continue sur le segment [0, 1]. Par conséquent, la somme de Riemann u, converge vers

r dx  _ 2VT+x]y =2(v2—1).

o V1I+x

Comme la fonction f = [t — 1/,/1] est décroissante sur le segment [n, 2n],

2n n 2n—1
Y k)< J fltydt< ) f(k).
k=n-+1 n k=n
................. fn)
e fan—1)
f(2n)
n n+1 2n—1 2n t

Autrement dit,

| 1 2n 2n
—+—=+| flt dt<8n<J f(t) dt
= L (1) e
et donc, en explicitant 'intégrale,
1
V2-1)|2vn— —| <S. < (V2—-1)2n
(V2-1)|2vi- | (V2-12yn

Pour tout n € N*,

1T 1T& 1 s,
RV iy AV D MY Al 3

On déduit de I'encadrement de S,, que

1—V2
Vn e N <un—2(V2-1)<0
V2n ( )
et donc en particulier que
Uy = 2(V2=1)+0(/).
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Soient p et q, deux fonctions continues de R dans R. On suppose que f et g sont deux fonctions de période
T > 0, toutes deux solutions de I'équation différentielle suivante :

VxeR, y"(x)+pKy'(x)+qx)yx) =0
et que f(0) = g’(0) =1, f'(0) = g(0) =0.
Démontrer que la fonction W : R — R définie par

VxeR, W(kx)=

vérifie
VxeR, W’'(x)+px)W(x)=0.

En déduire que la fonction W ne s’annule jamais.

2.| Démontrer que
q

.
J p(t)dt=0
0

puis que p est une fonction de période T.

Comme f et g sont de classe €% (en tant que solutions d’une équation différentielle du second
ordre), la fonction W définie par

VxeR, W(x)=f(x)g'(x)—f'(x)g(x) (%)
est de classe €' et
VxeR, W'(x)=f(x)g"(x)—f"(x)g(x).
On exprime f”(x) et g”'(x) au moyenne de I'équation différentielle et, apres simplifications, on obtient
VxeR, W'(x)=—-px)W(x).

@ La fonction W est donc solution d'une équation différentielle linéaire homogene du premier
ordre.
Comme la fonction p est continue, elle admet des primitives et, en notant Py, une primitive de
p, il existe donc une constante A € IR telle que

Vx€R, W(x) = Aexp[—Po(x)].
En particulier,
W(0) = f(0)g’(0) — f'(0)g(0) = 1 = Aexp[—Po(0)]

donc la constante A n’est pas nulle et W(x) # 0 pour tout x € R (puisque exp ne prend jamais la
valeur 0).
Comme W ne s’annule jamais, on peut exprimer p en fonction de W :

=W (x)
VxeR, p(x) = W) (1)
et en déduire que
x L, W(0)
Vx€eR, L p(t)dt—an.

# Reconnaitre une dérivée logarithmique, c’est bien. Savoir l'intégrer en faisant apparaitre un quotient
strictement positif et sans dimension, c’est mieux (et tres utile en Physique).

. Comme f et g sont des fonctions de classe ¢! et périodiques, de période T, leurs dérivées f’ et
g’ sont aussi des fonctions périodiques, de période T et W est aussi périodique, de période T d’apres
(%)-

Ainsi, W(T) = W(0) et
t)dt =In——= =0.
, P "W

@ La fonction W est de classe ¢! et périodique, de période T, donc sa dérivée W' est elle aussi

périodique, de période T. On déduit de (f) que p est périodique, de période T.

JT W(0)
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On note By = (e, ey, e3), la base canonique de R3 et on considere I'endomorphisme w de R3 représenté
par la matrice
1 2 0
A=(2 10
0 0 1

dans la base canonique %,.
On dit qu'un sous-espace vectoriel F C R est stable par u lorsque

vVxeF u(x)eF
Montrer que la droite dirigée par le vecteur e :
2=R-e;3
et le plan dirigé par les vecteurs ey et e; :
& = Vect(eq, ez)

sont deux sous-espaces stables par u.
Calculer le rang de A + 13 et de A — 313.

Vérifier que la matrice

1 1 0
P=1|1 -1 0
0 0 1

est inversible et, sans calculer P~ démontrer que

3.0 0
P'AP=(0 -1 0
0 0 1

Soit x € 2.1l existe un scalaire « € R tel que x = « - e3 et par linéarité de u,
ux)=ou-ules) =x-e3 € 2.
#y La troisieme colonne de la matrice A nous donne u(es) = es.
@ Soit maintenant x € Z. Il existe deux réels x et 3 tels que x = - €1 + 3 - €2 et par linéarité de u,

ux) =a-uler;)+ p-u(ez) € Vect(er,ez) = 2.

# La premiere et la deuxieme colonnes de A nous disent que

ule;) =e; +2-e, € Vect(er,ez) et u(ez) =2-e7+ ey € Vect(eq, ez).

@ On a ainsi démontré que les deux sous-espaces vectoriels 7 et & étaient stables par .
On écrit les deux matrices :

2 20 -2 2 0
A+Iz3=12 2 0], A—3I; = 2 -2 0
0 0 2 0o 0 =2

Dans les deux cas, les deux premiéres colonnes sont proportionnelles (donc le rang est inférieur a 2)
et la troisieme colonne est linéairement indépendante des deux premiéres (donc le rang est supérieur
a2).

Par conséquent, rg(A + I3) =rg(A —313) = 2.
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#y Pour la matrice A + 13, 0na C; — C, = 0, donc la colonne

1
—1
0

appartient au noyau de (A + 13).
Pour la matrice A — 313, ona C; + C2 = 0, donc la colonne

appartient au noyau de (A — 313).

Les deux premieres colonnes de P ne sont pas proportionnelles (donc le rang est supérieur a 2)
et la troisieme colonne n’est pas une combinaison linéaire des deux premiéres, donc rgP = 3 et la
matrice P est inversible.

# Une matrice P € My, (IK) est inversible si, et seulement si, son rang est égal a n.

@ La matrice P est donc la matrice de passage de la base canonique %, a une nouvelle base % =
(e1,€2,€3). Plus précisément, les vecteurs €1, €, et €3 sont représentés sur les colonnes de la matrice
P par leurs coordonnées relatives a la base %;. On a donc :

g1 =e1+e, €r=e —ey ¢€3=e;3. ()

D’apres la formule de changement de base, la matrice P~' AP représente I’endomorphisme u dans la
base % :
P TAP = Maty(u) = Matg (uler),ulez), ulesz)).

w D’apres (x),
3
Matz, (u(er)) =A (1| = (3 = Matz, (3 &1)
0 0

et par conséquent, u(e;) =3 - ;.

De méme,
1 —1
Matg, (ule2)) =A | =1 ] =[ 1 | = Matgy, (—e2)
0 0
et
0 0
Matz, (u(e3)) =A 0| = (0] =Matg, (e3).
1 1
Onadoncu(ey) =—¢z etules) = e3.
En résumé,
u(er) =3-e1+0-e24+0-¢3 (premiére colonne de P~ AP)
u(ez) =0-e14+(=1)-e2+0-¢3 (deuxiéme colonne)
u(ez3) =0-e1+0-e2+1¢3 (troisiéme colonne)
et on a bien
3 0 0
P'TAP=(0 -1 0
0 0 1

# On ne change pas de base pour le plaisir, mais parce qu’on a trouvé une base qui permet de représenter
plus simplement I'endomorphisme .

On aura peut-étre remarqué que le vecteur €3 = e3 dirige la droite stable 9 et que les vecteurs €y et €

appartiennent respectivement au noyau de (A — 313) et au noyau de (A + 13). Ce n’est pas une coincidence !
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Soient 0 < m < n, deux entiers. En linéarisant, démontrer que

7T
J cosmtcosntdt =0
0

Soit n € N*.
Démontrer qu’il existe des réels
((lo, LR} an)

tels que

n
Vtel0,n], cos"t= Z ay cos kt.
k=0

Démontrer que cette famille (ai)o<k<n est unique.
Vérifier en particulier que

En déduire la valeur de

7T
J cos™ tcosnt dt.

Quel que soitt € IR,

cosmtcosnt =

cos(m + n)t + cos(m —n)t
3 .

Commem —n # 0 (puisque m < netquem+n#0(carm>0etn > 1),

sin(m 4+ n)t n sin(m — n)t} &
m+n m-—n 0

7T
J cosmtcosntdt = { =0.

0

D’apres la formule du bindme,
eit 4 e—it\n LI
ny ! it 71t n i(2k—m)
cos"t = (72 ) 2 kgzo <k>(e ¥( =2 E ( )

# On rappelle la propriété de symétrie des coefficients binomiaux :

n n
<k<m, -
osken (1)=(u")

i2(n—k)—nm]t _ si(n—2k)t _ efi(lkfn)t.

et on remarque que e
@ Sin = 2r est un entier pair, alors
r—1 T
cos"t=2"" 2r + Z 2cos(2k —n)t| = 11 +>» 2 o cos 20t
47 [\ r r—{
\v/ =1
k=r

avec le changement d’indice k = r — { (et la parité de cos).
@ Sin = 2r + 1 est un entier impair, alors

1 2
cos"t=2" “Z( >2cos 2k —n)t = 4rz<:j;>cos(2€+1)t

(avec le méme changement d’indice).
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# On peut aussi démontrer le résultat par récurrence. Il est en effet clair que cos' t = 1 - cos(1 - t) et, il
existe des réels ay, ..., an tels que

n
Vtel0,n], cos™t= Z ay cos kt,
k=0
alors

cos(k+ 1)t + cos(k — 1)t

n
cos™ !t = cos™tcost = agcost + Z ax

2
k=1
n+1 a n—1 a
=aqapcost+ Z %cosft—i— Z eTHcos(’,t
0=2 =0

n—1
an an—1 Qg1+ Qgq1 az aj
= —cos(n+1)t cosnt ——————coslt (a —) cost+ —.
2 m+Dt+ 7 + zgz 7 + (ap + 7 + 7

De cette maniére, on n’a pas une expression explicite des coefficients ay, mais on n'a pas a discuter sur la parité
de l'indice n.

Il s’agit de vérifier que la famille des fonctions [t — coskt], 0 < k < n, est une famille libre.

# Un vecteur x admet au plus une décomposition de la forme

n
X = Z ax - €x (%)
k=0

si, et seulement si, la famille (ex )o<in est libre.
De maniére analogue, un vecteur x admet au moins une décomposition de la forme (%) si, et seulement
si, il appartient au sous-espace vectoriel Vect(eo, ..., &n).

Supposons qu'il existe une famille réelle (o )ock<n telle que
vt e [0,m], Zockcoskt:O.
k=0

Par linéarité de l'intégrale,

7T n 7T
Vo< e, OZJ Oxcosﬂtdt:ZockJ cos ktcos {tdt
0 Y=o 0

et d’apreés la premiere question,
s
Vo<, O:Zock ><O—|—och cos? (t dt
) 0
et comme

7T
J cos? ¢t dt > 0,

on en déduit que
Yo, o =0.

# On doit savoir que la valeur moyenne de cos® {t est égale a 1/> pour tout € # 0 :

2 2

2
cos® {t = ] + “

Attention ! Pour { = 0, cette moyenne est évidemment égale a 1.

a Par conséquent, la famille (ay, ..., ay) est unique.

# Un résultat particulierement important est implicite dans les calculs qui précédent.
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L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans R est muni d’un produit scalaire défini par

us

(flg) :J f(t)g(t) dt.

0

La premiere question a démontré que la famille des fonctions [t — cos kt] était une famille orthogonale pour ce
produit scalaire et nous venons ici de redémontrer qu’une famille orthogonale de vecteurs non nuls est toujours
une famille libre.

Sin = 2r est pair, alors

Lo 2
nT g T2 T
Sin = 2r + 1 est impair, alors
() _ 1
a.n =

qr T2 T
@ La relation de récurrence nous donne a7 = @n/2. On conclut en remarquant que a; =1 = 1/0.

# Dans la premiere égalité, le membre de gauche est relatif @ cos™" ! t et le membre de droite a cos™t. Il
vaudrait mieux écrire n 1 ni1 = An,n/2 et ay 1 = 1 pour la seconde égalité.

On déduit de ce qui précede que

us

7T n 7T
7r
J cos™ tcosntdt = Z akJ cosmtcosntdt = anJ cos’ntdt= —2 = —
0 = Jo 0 2 2n

pour tout entier n > 1.

#o ['égalité est évidemment vraie pour n = 0, mais ¢a ne découle pas de ce qui précede !
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On considere la matrice
1 1 1

M=1|1 1 1
-2 =2 =2

et on note f, l'endomorphisme représenté par la matrice M dans la base canonique de E = R3.
Démontrer qu'il existe une droite vectorielle D telle que

E=Kerf® D

et qu’il existe une base 4 = (u1,uz,uz) de E telle que uy € Kerf, u, € Kerfet uz € D.

Les sous-espaces Ker f et Im f sont-ils supplémentaires dans E ? En déduire que la matrice de f
relative i la base % est de la forme suivante.

Awvec le moins de calculs possibles, démontrer que la matrice

o 1 1
P=10 1 -1
1 =2 0
est inversible et que
0 00
P'MP=(1 0 0
0 00

La matrice M n’est pas la matrice nulle (donc son rang est supérieur a 1) et toutes les colonnes
sont proportionnelles (donc son rang est inférieur a 1), donc le rang de M est égal a 1.

#v La matrice nulle est la seule matrice dont le rang est nul.

a D’apres le Théoreme du rang, la dimension du noyau de M est égale a 2.

#v La somme de la dimension du noyau et du rang est égale au nombre de COLONNES de la matrice.

Le noyau de f et le noyau de M sont isomorphes, donc le noyau de f est un plan, c’est-a-dire un
hyperplan de R3.
1l existe donc une droite vectorielle D C R? telle que

E=Kerf® D.

# Plus précisément, la droite D = R - u3 est un supplémentaire de Ker f si, et seulement si, le vecteur
directeur uz est choisi en dehors de I’hyperplan Ker f.

a Comme Kerf et D sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie (en tant que sous-
espaces vectoriels de R3, espace vectoriel de dimension finie), il existe une base %y = (ui,u;) de
Ker f et un vecteur directeur usz de D.

Comme Ker f et D sont supplémentaires de R3, on obtient une base de R? en concaténant leurs
bases. Donc # = (u1,u,,u3) est une base de R3.

Quelle que soit la colonne X,

X XxX+y+z
MX=M|y| = x+y+z
z —2(x+y+2z)

donc la colonne MX est égale a la colonne nulle si, et seulement si, x +y +z = 0.
Par conséquent, Ker f est le plan d’équation x +y + z = 0 (relativement a la base canonique de
R3).
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# On pourra retenir que, pour une matrice de rang 1, les coefficients de la colonne MX sont tous propor-
tionnels et que chaque ligne non nulle de la matrice M nous donne les coefficients d'une équation cartésienne
de Ker f.

@ ['image d'une matrice est le sous-espace engendré par les colonnes de la matrice. Par consé-
quent, le sous-espace Im f est la droite de R® engendrée par le vecteur (1,1, —2).

# Comme M représente f dans la base canonique de R3, les colonnes de M donnent les coordonnées relatives
a la base canonique de R3 de vecteurs de Im f.

Comme 1+ 1+ (=2) =0, le vecteur (1, 1,—2) appartient au noyau de f et comme il dirige Im f,
on en déduit que Im f est un sous-espace de Ker f.
En particulier, Ker f et Im f ne sont pas supplémentaires dans R3.
a Par définition, f(u;) = f(u,) = 0 (puisque les vecteurs u; et u, sont dans le noyau de f).
D’autre part, nous venons de prouver que Im f C Ker f, donc

f(uz) € Imf C Ker f = Vect(uqg,u,).
11 existe donc deux scalaires a et b tels que
fluz)=a-u;+b-uy+0-us.

Par définition, la matrice de f relative a la base # = (u1,u;,u3) est donc égale a

0 0 a
0 0 b
0 0 0

L'opération C, «— C, + 2C; démontre que la matrice P est équivalente a la matrice

0 1 1
PP=|0 1 -1
1 =2 0

# Les opérations de pivot (transvections, dilatations et permutations) conservent le rang. Autrement dit,
elles font passer d'une matrice P a une matrice P’ équivalente a P. (Deux matrices sont équivalentes si, et
seulement si, leurs rangs sont égaux.)

Les deux derniéres colonnes de P’ ne sont pas proportionnelles (donc le rang de P’ est supérieur
a 2) et la premiere colonne de P’ n’est pas une combinaison linéaire des deux autres (donc le rang de
P’ est supérieur a 3).
Comme P € M3(IR), son rang est égal a 3 et par conséquent cette matrice est inversible.
@ La matrice P peut donc étre comprise comme la matrice de passage de la base canonique %, a
une autre base € = (1, €2, €3). Dans ce cas, les colonnes de la matrice de passage nous donnent les
coordonnées relatives a la base canonique %, des vecteurs €1, €2, €3 qui constituent la base %'

51:(0a0»1)) 52:(])])_2)) 53:(])_1)0)

D’apres la formule de changement de base, la matrice P~! AP représente alors 'endomorphisme
f dans la base % :
P'AP = Mate () = Maty (f(&] ), f(e2), f(£3)) .

En calculant dans la base canonique,

0 1 1 0 1 0
Mlo|l=(1], m[1]=[0o], Mm[-1]=]0
1 2 -2 0 0 0

ce qu’on peut traduire respectivement par

fler) =e2=0-e1+1-e2+0-¢3 (premiére colonne de P~'MP)
fle2) =0=0-e1+0-e2+0-¢;3 (deuxiéme colonne)
fle3) =0=0-g1+0-e2+0-¢3 (troisieme colonne)
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ce qui nous donne finalement

P~'MP =

oS = O
S O O
o O O

#y On aurait donc pu choisir w1 = €3, Uy = €3 ef Uz = €1 4 la question précédente. Avec un tel choix, la
matrice de T relative a la base 9B serait

o O O

0 1
0 0
00

puisque 'image par f du troisieme vecteur de base (W3 = €1) est égale au premier vecteur de base (W = ¢€3).
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A I'aide d’une intégration par parties, calculer

J tn? t dt.
1

En déduire que

J tn?tdt ~ xn’x
1

lorsque x tend vers +oco.
Pour tout n > 2, on pose

n
U = Z tn? k.
k=2

Démontrer que la suite (uy, ) diverge.
Démontrer que

n n+1
Vn>2, J (’.nztdtgungj tn?tdt
1 1

et en déduire un équivalent simple de w,, lorsque n tend vers +co.

Pourx > 0,

X X X X 2
J ﬂnztdt:J l.tn? tdt = [t.@nzt]]—J t-%dt
1 1 1
:x.(’,nzx—Z[t.Knt—t]’f
=x.n?x — 2x. Inx + 2x — 2.
11 est clair que
“2x.Inx+2x—2 = o(x.tn%x)

X—+00
donc
X
J n’tdt ~ xin?x.

1 X—+00

Lorsque k tend vers 400, le terme général {n” k ne tend pas vers 0 (il tend méme vers +oc),
donc la série Y~ n? k diverge (tres) grossierement.
Par conséquent, la suite (un)n>2 de ses sommes partielles tend vers +oo.

# Une série de terme général positif est divergente si, et seulement si, ses sommes partielles tendent vers
+o0. (On rappelle au passage qu’une suite divergente ne tend pas forcément vers l'infini, elle peut méme étre
bornée.)

Sur l'intervalle (2, 4+oc0], la fonction {n est positive et croissante, donc la fonction tn? est crois-
sante. On peut donc facilement comparer la somme u,, a une intégrale.
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Pour tout entier n > 3,

n—1
nfﬂnzn:Zanng. in?tdt < Z(’,n k=un
et donc

mn mn
J n?tdt < u, <€n2n+J tn? t dt.
1 1

On a démontré que

n
J in*tdt ~ nin’n etilestclair que n’n = onin’n)
1 n—-+4oo n—-+4oo

donc

U, ~ nin’n.
n—-+oo
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On consideére la matrice suivante :

1 2 3
A=[-1 -2 3
2 4 1

et, pour tout x € IR, on pose
f(x) = det(A + xI3).

Quel est le rang de A ?
Calculer £(x) et en déduire £'(0).

Démontrer qu’il existe un réel M tel que, pour tout x > M, la matrice A + x13 est inversible.

Les deux premieres colonnes de A sont proportionnelles (C, = 2Cy), donc le rang de A est
inférieur a 2. La premiére et la troisieme colonnes de A ne sont pas proportionnelles, donc le rang de
A est supérieur a 2. Doncrg A = 2.

Pour tout x € R,

1+x 2 3 T4+x —2x 3
det(A +xI3) = | —1 —2+x 3 |=| -1 X 3 (Cy  Cy—2Cy)
2 4 1T+x 2 0 T4+x
T+x -2 3
=x| —1 1 3 (factorisation de C;)
2 0 T4x
—T+x 0 9
=x| -1 1 3 (Ly « Ly +2Ly)
2 0 1T+4x
_ —14+x 9
o 2 T+x

(développement par la deuxiéme colonne)

=x(x* —19) =x> — 19x.

# On aurait pu aussi bien appliquer la régle de Sarrus : développer sans réfléchir et simplifier ensuite.

@ On en déduit que '(0) = —19.
#y Pour une fonction polynomiale f, le nombre dérivé £'(0) est le coefficient de x (Formule de Taylor-Young) :
inutile de dériver f pour le calculer!

Comme f(x) ~ x> lorsque x tend vers +oo et que x> tend vers +oco, on en déduit que f tend vers
+00 au voisinage de 4o0. En particulier, il existe un réel M tel que

Vx> M, f(x) > 0.

Une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son déterminant n’est pas nul. Par conséquent,
si x est choisi "assez grand", alors la matrice A 4 xI3 est inversible.

# Affirmer existence d'un réel M tel qu’une propriété soit vraie pour tout x > M, c’est en fait affirmer que
cette propriété est vraie "au voisinage de +o00”.
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On considere la matrice

1 0 —1
A=10 1 0
-1 2 1

Ecrire les matrices A — 15 et A — 215. En déduire que le produit
A(A —I3)(A —2I3)

est égal a la matrice nulle et que
A% =3A% —2A.

Démontrer que, pour tout entier n. € IN*, il existe un unique couple (otn, Pn) € R? tel que
A" = xn A2 + BLA.

On pose maintenant
1

1
Py =2A—A% et P;=-A%2—_A.
1 e 2=5 7
Veérifier que
AP] = P] et APZ = ZPZ

et en déduire que

Ona

YneN*, A"™=P;+2"P,.

0o 0 -1 -1 0 -1
A-I3=10 0 0 et A—2I3=(0 -1 0
-1 2 0 -1 2 -1
donc
1 -2 1
(A—I3)(A—-2I3)=10 0 O
1T =2 1

On voit que le rang de cette matrice est égal a 1 (matrice non nulle dont toutes les colonnes sont
proportionnelles) et que 'image de cette matrice est la droite dirigée par le vecteur (1,0, 1).

# L'image d’une matrice est le sous-espace engendré par les colonnes de cette matrice.

Or ce vecteur appartient au noyau de A :

1 0
A0l =10
1 0

donc
Al(A = 3)(A = 213)] = 0s.

@ En développant cette expression, on obtient

A3 =3A% —2A. (*)
Comme la matrice
2 -2 =2
A2=0 1 o0
-2 4 2

n’est pas proportionnelle a A, le couple (A, A2) est une famille libre. Par conséquent, pour toutn € N,
il existe au plus un couple (o, Bn) € R? tel que A™ = o A% + BrA.

# Si(wi,...,uy) est une famille libre, alors c’est une base du sous-espace F = Vect(uy,...,u,) qu'elle
engendre.
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Chagque vecteur de F peut donc se décomposer de maniere unique dans cette base :

r
X = E XK - Uk
k=1

et les vecteurs de € qui n’appartiennent pas a F ne peuvent pas se décomposer sous cette forme.
Ainsi, chaque vecteur de E admet au plus une décomposition commme combinaison linéaire des uy, 1 <
k<.
w ][] reste donc a démontrer que
VneN, A™ € Vect(A, A?)

ce qui revient a démontrer que le sous-espace Vect(A, A?) est stable par multiplication.

a [l est clair que
Al=A=1-A+0-A%c Vect(A,A?).

Supposons maintenant qu'il existe un entier n € N* tel que A™ € Vect(A, A?). Il existe donc deux
réels «,, et B, tels que A™ = an A2 + BnA et par conséquent

AT = AT A = (n A% + BnA)A = BrAZ? + anA® = BrA? + an (3A2 —2A)
= (30t + Pn)A% —2an A € Vect(A, A?).

On a ainsi démontré par récurrence que, pour tout n € N*, il existe un couple (o, Brn) € R? tel que

A" = anA? + BrA.

# L'unicité de cette décomposition prouve que les coefficients «r, et 3 vérifient une relation de récurrence :

vVneN, nt1 =300 + Bny, Pnr1 = —2cn.

Par définition de P; et de P,, on déduit de la décomposition (x) de A3 que

AP; = AQA —A2) =2A% — A3 WoA2 _ (3A2 _2A)=2A A2 =P,

1 (%) 1
P = — . 2 —_ = —
AP, > A(A°—A) 7

[(BAZ —2A) — A%l =A% — A =2P,.
a Pour n =1, il est clair que
Py 4+2P;=2A—A%)+ (A?—A)=A=A"
S’il existe un entier n € N* tel que A™ = Py 4+ 2™P», alors

AT = A(Py +2"P;) = APy +2"AP, = Py + 2" - 2P, =Py 421 1P,.

Le résultat est ainsi démontré par récurrence.

# En revenant aux définitions de Py et P2, on a ainsi démontré que
VneN, A'=QR2A-A%)+2" T (A2—_A)=2"T-—NA?+(2-2"A

et on a retrouvé la décomposition de la question précédente (en explicitant cette décomposition).



0934

On considere la suite définie par la donnée de son premier terme wo = 1 et de la relation de récurrence
suivante.

VneN, un+1:un+g
Représenter graphiquement le comportement de la suite (Un )nen.
Démontrer que la suite (un )nen est strictement croissante et qu’elle tend vers +oo.

3.| Pour quel réel o la différence uyy , ; —uy admet-elle une limite finie non nulle?

HENE

En admettant que
. Uup .
lim — = lim uy, ; —uj,
n—+oo N n—+oo

que peut-on en déduire sur la suite (Un)nen ?
On reconnait une suite récurrente u,, .1 = f(u,,) associée a la fonction
f=[x— x4+ TA2].

Cette fonction f est définie et strictement positive sur ]0,+oco[, donc I'intervalle ]0, +oo[ est stable
par f. Comme uy = 1 € ]0,4o00[, on en déduit que la suite (un)nen est bien définie et a valeurs
strictement positives.
@ On vérifie facilement que la fonction f est d’abord décroissante, puis croissante.
Enfin, on doit remarquer que la droite y = x est asymptote au graphe de f et que le graphe de f
est situé au-dessus de cette asymptote :

Vx>0, f(x) > x.
4.0
3.5 A
3.0 A
2.5 1
2.0 A
1.5 4
1.0 A
0.5 A
0.0 T T
0 1 2 3 4
def f(x):
return x+1/xx*%2
u, X, Y =1, [1], [0]
N = 100
for n in range(N):
v = f(u) #u=1Up, V= "1Unt
X.extend([u, v])
Y.extend([v, v])
us=y #u=uny

xmax = 4
X = np.linspace(0.01, xmax)
y = f(x)
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P

plt.plot(x, vy, ) # la fonction itératrice f
plt.plot(x, x, 'b") # la bissectrice y=x
plt.plot(X, Y) # la suite (un)
plt.axis("square")

plt.xlim(0, xmax)

plt.ylim(0, xmax)

Il est clair que f(x) > x pour tout x > 0, donc un 41 = f(un) > un pour tout n € N et la suite
(Un)nen est strictement croissante.
a D’apres le Théoreme de la limite monotone, la suite (un)nen tend vers une limite ¢, finie ou
infinie. Par croissance de la suite, la limite { est supérieure a up = 1.
Comme f est continue sur ]0, +-00l, si la limite £ est réelle, alors f est continue au point { (puisque
€ > 0) et, en passant a la limite dans la relation de récurrence,

E=f(0) = 0+ —

(2’
ce qui est absurde.
Donc la limite n’est pas réelle, la suite (1n )nen tend donce vers +oo.

D’apres la relation de récurrence, en tenant compte du fait que u, tende vers +oo,

u“l—u“:u“[(1+i)a—1} = u“[g—l—o(l)} ~  oauX 3,
n+ n n LL%L n—-+oo n LL%L ‘I’],3 n—-+oo n

# On a utilisé ici le développement limité (1 + h)* = 1 + ah + o(h) (lorsque h tend vers 0) et, pour le
calcul de I'équivalent, on a remarqué que la différence uyy, ; —ugy tendait vers O pour o« = 0 (on cherche ici
une limite finie non nulle).

@ Si x> 3, alors 'exposant («x — 3) est strictement positif et comme u,, tend vers +oo, on en déduit
que la différence u;, ; —uy tend vers +oo.
Si ¢ < 3, alors I'exposant (ox — 3) est strictement négatif et cette fois la différence uy, ; —uy tend
vers 0.
Par conséquent, la différence ug , ; —uy tend vers une limite finie non nulle si, et seulement si,
o = 3. Dans ce cas, la limite est égale a «, c’est-a-dire a 3.

On a ainsi démontré que

3
.
lim — =3
n—+oo M
et donc que
3
U, ~ Vain.

On a ainsi précisé la vitesse avec laquelle la suite (un)nen tend vers +oo (assez lente, comme on
l'avait vu sur la figure).

& Le résultat admis par I"énoncé n’est autre que le Théoreme de Cesaro.
En effet, nous avons démontré que

: 3 3 _
i o =3

et le Théoreme de Cesaro nous permet d’en déduire que

n—1

1
lim — E wlg—ui) =3.
n—+oo M ( k1 k)
k=0
On reconnait une somme télescopique :
LI I L DL R |
W — W =
n noon
k=0

et il est clair que u3 /n tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
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Soient X et Y, deux variables aléatoires définies sur (Q), A, P), indépendantes et qui suivent la loi uniforme
sur B ={1,2,3,4}. Onpose S =X +Y.
Calculer I'espérance de X et celle de Y.

Quelles sont les valeurs possibles pour S ? Quelles sont les valeurs les plus probables pour S ? les
moins probables ?

Quelle est I'espérance de S ?

Comme X et Y suivent la méme loi, leurs espérances sont égales. Et comme X suit la loi uniforme

sur [1,4],
>

( =
k
Pourtout w € Q,onal < X(w),Y(w) <4

1

5
E(X) =5

|

4
k-

=1

, donc

T+1=2<S(w)=X(w)+Y(w) <8=4+4.

Donc les valeurs prises par S sont des entiers compris entre 2 et 8.
@ Pour tout entier 2 < s < 8, on peut décomposer I'événement [S = s] sur le systéme complet
d’événements associé a la variable aléatoire discréete X :

ce qui nous donne

puisque X et Y sont indépendantes.
Comme X suit la loi uniforme sur [1,4], on en déduit que

P(S:s):1

|

4
ZP(Y:s—k):;1 P(Y =y).
k=1

Comme Y suit la loi uniforme sur [1,4,], on obtient

et finalement :

P(S:Z):P(S:8):1]—6,

Par linéarité de 'espérance, E(S) = E(X) + E(Y) =5.
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On considere les matrices

-3 6 —4 210
A=|-14 28 =20 et P=[1 2 2
—18 36 26 0 2 3

Justifier I'existence d'un endomorphisme w de R> tel que A soit la matrice de . relative a la base
canonique A.

Justifier I'existence d'une base % de R? telle que P soit la matrice de passage de la base canonique a
la base 4.

Calculer les produits matriciels suivants.

2 1 0
All Al2 Al2
0 2 3

En déduire la matrice P~ 1AP.
. Donner un vecteur directeur de Ker u.

Quel est le rang de w? Donner une équation cartésienne de Imu.
Cours : Quelle que soit la base % de R3, I'application
[f — Maty(f)]

est un isomorphisme de l’espace des endomorphismes L(IR?) sur 'espace des matrices 93(IR).

En particulier, pour toute matrice A € 903(IR), il existe un, et un seul, endomorphisme u € L(RR?)
tel que A = Matg, (u).
Cours : Une matrice carrée P est la matrice de passage de la base canonique & une base % si, et
seulement si, elle est inversible.

# [l s’agit donc de vérifier que P est inversible et, pour cela, le calcul du rang est la méthode la plus efficace.

L'opération C; + C; — 2C;, démontre que la matrice P est équivalente a la matrice

0 10
PP=|-3 2 2
—4 2 3

La premiere et la troisieme colonne de P’ ne sont pas proportionnelles (donc le rang de P’ est supé-
rieur a 2) et la deuxiéme colonne de P’ n’est pas une combinaison linéaire des deux autres (donc le
rang de P’ est supérieur a 3).

Comme les matrices P et P’ sont équivalentes, leurs rangs sont égaux, donc rgP = 3 et par
conséquent P est inversible.

On vérifie sans peine que

2 0 1 1 0 0
All]=10], Al2l=1(2], Al2l=1[-4
0 0 2 2 3 —6

@ On aura reconnu les colonnes de la matrice P, matrice de passage de la base canonique a la base
2. En notant (&1, €3, €3) la base %, on vient en fait de démontrer que

u(er) =0, u(ez) = €2, u(ez) =—2-¢3
c’est-a-dire

ule;)=0-e1+0-€e2+0-¢3,
ulez) =0-e17+1-e340-¢3,
u(ez) =0-e14+0-e2+(—2) - ¢3.
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D’apres la formule de changement de base, la matrice P~! AP représente 'endomorphisme u dans la
base % donc

00 0
P TAP = Matg(u) = Matg (uler),ulez),ules)) = [0 1 0
00 -2

On a remarqué que u(e;) =0, donc &7 € Keru.

Les deux premieres colonnes de la matrice A ne sont pas proportionnelles, donc le rang de A
(et donc celui de u) est supérieur a 2.
Le noyau de u contient un vecteur non nul (le vecteur ¢; par exemple), donc la dimension du
noyau de u est supérieure a 1. D’apres le Théoreme du rang, le rang de u est inférieura 3 — 1 = 2.
Donc le rang de u est égal a 2.

# Le Théoreme du rang nous assure donc que le noyau de u est une droite vectorielle.
Chagque vecteur non d'une droite vectorielle est un vecteur directeur de cette droite, donc

Keru=R-¢; =R -(2,1,0).

@ L'image de u est donc un hyperplan de R? et peut donc étre représenté par une équation carté-
sienne.

# L'ensemble des vecteurs (x,y,z) € R qui vérifient I'équation cartésienne ax + by + cz = 0 est en fait
le noyau de la forme linéaire
[(x,y,2) — ax + by + cz]

et cette forme linéaire n'est identiquement nulle que si (a,b,c) = (0,0,0).

L'image de A est engendrée par les colonnes de A et comme le rang de A est égal a 2, on cherche
une forme linéaire dont le noyau est engendré par les deux premieres colonnes de A (par exemple).
Mais ces colonnes sont particulierement moches...

On a remarqué que u(ez) = €, et que u(— 14 - €3) = €3 et donc que ¢, et €3 appartiennent a
I'image de u.

#v Les vecteurs propres associés a des valeurs propres non nulles appartiennent toujours a I'image. (A rete-
nir!)

Comme ces vecteurs ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre et comme rgu = 2,
ils forment méme une base de Imu.
Il s’agit donc de trouver une forme linéaire

o =[(x,y,2z) — ax + by + cz]
dont le noyau contienne ¢, et 3. Autrement dit, trouver (a, b, c) € R3 tel que
a+2b+2c=0 et 2b +3c =0.
Les solutions de ce systeme (deux équations, trois inconnues) sont
(a,b,c) = (2t,—3t, 2t) (teR)

donc
Imu=[2x —3y +2z=0].

# On a trouvé une infinité de solutions car un plan admet une infinité d’équations cartésiennes — toutes
proportionnelles entre elles.
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Sur quel intervalle la fonction Arccos est-elle définie ? Sur quel intervalle est-elle continue ? Sur quel
intervalle est-elle dérivable ? La fonction Arccos admet-elle un développement limité a I'ordre 1 au
voisinage de 17

Soient 0 < € < x < 1. Démontrer que

Arccos(1 —x) — Arccos(1 — ¢) :J' \/Zidu\f
c —u\/u

En déduire que

2/x
2x < Arccos(1 —x) < .
% ( ) s

Donner un équivalent simple de Arccos(1 — x) pour x voisin de O et traduire graphiquement cet
équivalent.

La fonction Arccos est définie et continue sur le segment [—1, 1].
Elle est dérivable sur l'intervalle ouvert ]—1, 1] seulement.

#o ]l faut ici savoir réciter son cours sans hésiter : il ne s’agit pas de déduire pas a pas les propriétés de la

fonction Arccos en partant de cos, mais de la considérer comme une fonction usuelle au méme titre que x2,

VX, exp et {n.

@ Une fonction continue admet un développement limité a 1’ordre 1 au voisinage du point x, si,
et seulement si, elle est dérivable au point xo.
La fonction Arccos n’a donc pas de développement limité a I'ordre 1 au voisinage de 1.

# ]I faut bien distinguer I'ordre 1 (avec une condition nécessaire et suffisante) des ordres n > 2 (pour
lesquels la formule de Taylor-Young ne donne qu’une condition suffisante pour I'existence d’un développement
limité).

CommeO<e<x<1l,onal0<1—x<1—¢< 1. Surlintervalle [0, 1], la fonction Arccos est
de classe €', donc on peut appliquer le Théoreme fondamental de 1’analyse sur cet intervalle. On a

donc
T—x dt

T—e \/]_tz.

On effectue ensuite le changement de variable affine u = 1 — t dans l'intégrale et on obtient

Arccos(1 —x) — Arccos(1 —¢) = J

J” dt r du B JX du
—e VI—t2 ) VI -(0-wl/IT+0-uwl Je vV2—uyu
# Le changement de variable est décroissant, donc on a effectué un double changement de signe.

# Pour0<e<us<x<l,onal0<2—x<2—u<2—-0etdonc
1 . 1 < 1
V2L V2Z—uvu o V2—xyu

En intégrant cet encadrement (les bornes de l'intégrale étant dans ’ordre croissant), on obtient

Vu e [g,x],

\%L jg < Arccos(1 —x) — Arccos(1 —¢) < ﬁ]fo %

Comme Arccos(1 — ¢) tend vers Arccos 1 = 0 lorsque ¢ tend vers 0 et que
* du
L ﬁ =2(vVx—e) j 2V/x,
on en déduit par passage a la limite que

2v/x

V2x < Arccos(1 —x) < > .
—x
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Il est clair que

2
lim ——— = /2,
x—0 /2 —x

donc I'encadrement précédent nous donne

Arccos(1 —x) ~ V2x.

x—0
@ On retrouve ainsi la tangente verticale au point d’abscisse 1 du graphe de la fonction Arccos.
# Un calcul simple nous permet de retrouver rapidement ce résultat : on sait bien que
02
x:coseei()]—?Jro(ez) ~1——
donc on devine que

|0] = |Arccos x| m1 V2(1T—x).

11 faut savoir ce qu’on cherche : un ordre de grandeur juste ou un résultat rigoureusement justifié...
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Une urne contient neuf boules numérotées de 1 a 9 : on tire au hasard trois de ces boules simultanément.
Proposer un modele probabiliste pour cette expérience aléatoire.

Est-il plus probable que, parmi les trois boules tirées, trois boules portent un numéro impair ou que
deux boules portent un numéro impair (la troisieme portant donc un numeéro pair) ?

Si on ne cherche pas a faire preuve d’originalité, on peut modéliser cette expérience en consi-
dérant la loi de probabilité uniforme sur I’ensemble E3 ¢ des parties de trois éléments choisis dans
I’ensemble [1, 9].

Selon ce modéle, on appelle événement toute partie de I'ensemble E3 o et la probabilité dun
événement A C E3 9 est donnée par

_HA_#A)
PIA)= #(E3o) )

Notons A, I’événement "les trois boules portent un numéro impair". Il y a 5 boules qui portent
un numéro impair (1, 3, 5, 7 et 9), donc le cardinal de A est égal & (g)

# On compte le nombre de parties de cardinal 3 dans un ensemble de cardinal 5.

Par conséquent,
> I 316!
Py ) _ 3t 3@ 5435
() 3120 9 789 42
- Notons B, I'événement "exactement deux boules portent un numéro impair". Il y a (3) maniéres

de choisir les deux boules qui portent un numéro impair et (‘1‘) manieres de choisir la boule qui porte
un numéro pair. Donc

()G) _ 10
) 2
@ La probabilité de B est donc sensiblement plus grande que celle de A.

# On peut vérifier avec Python que les probabilités calculées sont correctes. (Le code qui suit est assez crypté.
Désolé.)

import numpy as np
import numpy.random as rd

G np.random.default_rng()

a = list(range(1,10))

N = 100000

tirages = np.array([G.choice(a, replace=False, size=3) for _ in range(N)])

def proportions(T):
nb_impairs = np.sum(T%2==1, axis=1)
Pr_A = (nb_impairs==3).mean()
Pr_B = (nb_impairs==2).mean()
return Pr_A, Pr_B
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On considere la matrice

3 4 2
A=|-1 =3 —1
—2 0 -1

Quel est le rang de la matrice A ? Cette matrice est-elle inversible ?

Vérifier que Ker(A + 13) et Ker(A — 13) sont des droites vectorielles. Proposer un vecteur directeur
pour chacune d’elles.
Vérifier que le vecteur
1
0
-2

appartient au plan Ker(A + 13)? mais pas a la droite Ker(A + I3).
Démontrer que la matrice
10 1
Q=(0 1 0
-1 -2 =2

est inversible et que la matrice Q' AQ est triangulaire supérieure.

On effectue I'opération C; « C; —2C3 pour y voir plus clair. La matrice A est donc équivalente
a la matrice

-1 4 2
Al=1 =3 -1
0o 0 -1

Les deux premieres colonnes de A’ ne sont pas proportionnelles (donc le rang de A’ est supérieur a
2) et la troisieme colonne de A’ n’est pas une combinaison linéaire des deux premiéres (donc le rang
de A’ est supérieur a 3).

Les matrices A € M3(R) et A’ ont méme rang (elles sont équivalentes), donc le rang de A est
égal a 3 et par conséquent la matrice A est inversible.

Ecrivons les deux matrices :

4 4 2 2 4 2
A+ly=|-1 =2 —1], A—Ty=[-1 —4 —1
2 0 0 2 0 -2

@ Pour la premiere matrice, les deux premieres colonnes ne sont pas proportionnelles (donc le
rang est supérieur a 2) et C; = 2C3 (donc le rang est inférieur a 2). D’apres le Théoreme du rang, le
rang de (A + I3) est égal a 2 et le noyau de (A + I3) est une droite vectorielle.

# D’apres le Théoreme du rang, la somme du rang et de la dimension du noyau est égale au nombre de
colonnes de la matrice.

La relation C, = 2C3 peut aussi s’écrire 0- C; +1- C2 + (—2) - C3 = 0, ce qui prouve que le
vecteur (0,1, —2) appartient au noyau de (A + I3).
Tout vecteur non nul d’une droite vectorielle est un vecteur directeur de cette droite, donc

0
Ker(A+I3)=R-| 1
-2

@ Pour la deuxiéme matrice, les deux premieres colonnes ne sont pas proportionnelles tandis que
C3 = Cy. En procédant de méme, on conclut que le noyau de (A — I3) est aussi une droite vectorielle
et que

1
Ker(A—I3)=R-| 0
—1
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On vérifie sans peine que

1 0
A+I)l 0o |=(1]=#0
-2 -2
et que
1 8 8 4 1
A+L)2[o]l=l0 o0 o0 0| =0.
-2 -8 -8 —4) \—2

On effectue l'opération L3z « L3 + 2L;, ce qui démontre que la matrice Q est équivalente a la

matrice
1T 0 1
Q=10 1 0].
-1 0 -2

La premiere et la troisieme colonne de Q’ ne sont pas proportionnelles et la deuxiéme colonne n’est
pas une combinaison linéaire des deux autres, donc le rang de Q' (qui est aussi le rang de Q) est égal
a 3 et la matrice Q est donc inversible.
@ Considérons I'endomorphisme f € L(R3) représenté par la matrice A dans la base canonique
%o de ]R3.
Comme la matrice Q est inversible, alors la famille % = (¢4, €2, £3) définie par

€1 :(])O)_”a 52:(0»]a_2)> 53:(])0’_2)
est une base de R? et la matrice Q est la matrice de passage de la base canonique %, a cette autre
base.

# On obtient la matrice de passage de la base B a la base B = (€1, €2, €3) en écrivant colonne par colonne
les coordonnées relatives a By des vecteurs €1, €2, €3.

D’apres la formule du changement de base, la matrice Q' AQ représente I’endomorphisme f
dans la base 4% :
Q 'AQ = Matyp(f) = Matp(f(er), fle2), fle3)). )

D’apres la question 2.,
e1 € Ker(f—1) et €2 € Ker(f+1)

donc
fler) =e1 et fle2) = —ea. (t)
D’apres la question précédente,
(f+1D)(e3) = e2
c’est-a-dire
flez) = e2 —e3. )

On déduit alors de (), (f) [pour les deux premiéres colonnes] et de (f) [pour la troisiéme colonne]
que

10 0
Q'AQ=(0 —1 1
0 0 -1

Et on constate que cette matrice est bien triangulaire supérieure.
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Soit f, une fonction de classe €' de R, dans R. On suppose que

lim xf'(x)=1.
X—+00

Démontrer qu'il existe un réel a > 0 tel que

En déduire qu’il existe deux nombres A € Ret B € R, tels que
Vx>2a, f(x)>A+Binx

puis que
lim f(x) = +oo.

X—+o00

Par définition de la limite, comme '/ < 1, il existe a > 0 tel que

Vt>aq, tf'(t) >

N —

Comme f est de classe €', on déduit du Théoreme fondamental que

X

Vx> a, f(x)—f(a):J' f’(t)dt}J dt _tnx—tna

a Q 2t 2
# On a établi une minoration de f'(t) qui n'est valable que sur l'intervalle [a,+ool. On ne peut donc
intégrer cette inégalité que sur un segment contenu dans l'intervalle [a, +ool.

Finalement,

{ 1
Vx> a, f(x) > (f(a) — %) + 7 Inx.

@ Comme B = 1/, > 0 convient, on en déduit par comparaison que

lim f(x) = +oo.
X—+00

#v En reprenant les calculs de maniere plus précise (a la maniére de la démonstration du Théoreme de Cesaro),
on peut démontrer que f(x) ~ Inx lorsque x tend vers 4co.
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Discuter en fonction du parametre x € Ry :
Le comportement asymptotique de la suite de terme général nx™;
Le comportement asymptotique de la suite de terme général x™/n;

La nature de la série
Z n=1"

Six > 1, alors nx™ > n pour tout n € IN et nx™ tend vers +oo.

Si0 < x < 1, alors n tend vers +oo et x™ tend vers 0. Par croissances comparées, le produit nx™
tend vers 0.
Six < 1,alors 0 < x™/n < 1/ pour toutn > 1 et x™/n tend vers 0.

Six > 1, alors 1/n tend vers 0 et x™ tend vers 4o0. Par croissances comparées, le produit x™/n
tend vers +oo0.
Supposons que x > 1. Pour tout entier pair n = 2k,

nD = 2kx2k > 2k

donc la série 3 n{~1"x™ diverge (trés) grossiérement.
@ Supposons que x < 1. Alors

et (toujours par croissances comparées)

lim n3x™ =0,
n—-+oo
donc :
nx" = o(—z) (%)
n—-+oo n
On sait que la série (de Riemann) ) 1/x2 est absolument convergente. Par comparaison, la série
n
> n(=1"x™ converge absolument.

# La comparaison (x) a permis de conclure.
@ On peut procéder différemment : comme x < 1, il existe un réel v tel que x < v < 1 ("quand deux
défenseurs ne se touchent pas, on peut prendre l'intervalle entre les deux”) et

X\
nx'" = n(f) o= o(r™).
T n—-+oo
Comme 0 < v < 1, la série (géométrique) Y ™ converge absolument et, par comparaison, la série ) nx™
converge absolument.
a- Cette comparaison a ma préférence : la série )_nx™ est plus proche d’'une série géométrique que d’une série
de Riemann, il me semble plus pertinent de la comparer a une série géométrique qu’a une série de Riemann.
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Pour tout A € IR, on pose

Ay =

o = >

2 1
A
1T A

A l'aide d’opérations de pivot sur les colonnes, montrer que la matrice A\ a méme rang que la matrice

A T—2\ 2
Ba=|1 1-A2 A
0 0 1

Le rang de la matrice By peut-il étre égal 10?2 a 17
Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que By soit inversible.
En étudiant les variations de la fonction

[t —3t+1],

déterminer le nombre de réels A tels que le rang de la matrice A soit égal a 2.

On effectue d’abord C3 «+ C3 — AC; et ensuite C, « Cs.

Les opérations de pivot conservent le rang, donc rg By = rg Ax.
La matrice Bj n’est pas la matrice nulle (indépendamment de la valeur du parametre A), donc
le rang de B) n’est jamais nul.

#v La seule matrice dont le rang est nul est la matrice nulle.

@ La premiere colonne de B n’est pas nulle et elle n’est pas proportionnelle a la troisieme colonne
de B,, donc le rang de B, est au moins égal a 2. Comme rg A, = rg Bj, le rang de A, ne peut pas étre
égalal.

La matrice B, est inversible si, et seulement si, son déterminant est différent de 0. En dévelop-
pant par la derniere ligne,
A T=2A

_ — _ 3 _
det By = ’] 12| = A +3A—1.
Donc la matrice B, est inversible si, et seulement si,
A —3A4+1#£0.

Appelons f, cette fonction polynomiale. Il est clair que
VteR, f/(t) =3t2 =3t =3t(t—1).

On en déduit que f est strictement croissante sur les intervalles ]—oc0, 0] et [1,+oo[ et strictement
décroissante sur l'intervalle [0, 1].

De plus, f(0) =1 > 0 et f(1) = —1 < 0. Enfin, la fonction f tend vers —oo au voisinage de —oo et
vers +o0 au voisinage de +oo.

En appliquant trois fois le Théoreme de la bijection monotone, on conclut que la fonction f s’an-
nule exactement trois fois sur IR : une fois sur ]—oo, 0[, une fois sur ]0, 1[ et une fois sur ]1, +ool[.

11 existe donc exactement trois réels pour lesquels la matrice A n’est pas inversible. Comme le
rang de A n’est jamais nul, ni égal a 1, il existe donc exactement trois réels pour lesquels le rang de
A estégala 2.

#y Et pour tous les autres réels, le rang de A, est égal a 3 (la matrice est inversible).
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On considere la fonction f définie par

Vx>0, f(x)=x— l
X
Etudier les variations de f.
Calculer la primitive F de f qui s’annule en x = 1. Tracer 'allure des graphes de f et de F sur une
méme figure.
Démontrer que f réalise une bijection de 'intervalle I = ]0, +oo[ sur un intervalle ] qu’on précisera.
Sur quelle partie de ] la bijection réciproque £~ est-elle continue ? de classe €2 ?

Indiquer comment tracer le graphe de f et celui de £~ sur une méme figure a I'aide du langage
Python.

Démontrer que la bijection réciproque £~ est lipschitzienne.

La fonction f est clairement de classe €' sur l'intervalle ]0, 4+o0] et
p 1
Vx>0, f(x):1+x—2>1>0,

donc f est strictement croissante.

#v ]l ne sert a rien de calculer le signe de la dérivée si on n’a pas au préalable précisé qu’on étudie la fonction
sur un intervalle.

Il est aussi clair que la fonction f tend vers —co au voisinage (droit) de 0 et vers +oco au voisinage

de +oo.

# Plus précisément, comme —1/, tend vers 0 par valeurs négatives au voisinage de +oo, la droite y = x est
asymptote au graphe de f et le graphe de f est situé sous I'asymptote (au moins au voisinage de +oo).

Comme f est continue, on déduit du Théoreme fondamental de 1’analyse que

x xZ—1
Vx>0, F(x):J f(t) dt = 5 —{nx.

@ Comme f est strictement croissante, la fonction F est convexe.

Les deux fonctions f et F s’annulent toutes les deux pour x = 1, donc la fonction croissante f est
du signe de (x—1). Sa primitive F est donc décroissante sur |0, >] et croissante sur [1, +oo[ et toujours
positive.

Enfin,

X
~ —_ F ~ —_—
F(x) N Inx et (x) N

10.0

7.5 1
5.0 1
2.5 A
0.0 A
—2.5 1
—5.0 A

—7.5 1
-10.0
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On a constaté que f était continue et strictement croissante sur I'intervalle I. De plus, elle tend
vers —oo au voisinage de 0 et vers +oo au voisinage de +oco. D’apres le Théoréeme de la bijection
monotone, la fonction f réalise une bijection de I sur ] = R.
Toujours d’apres le Théoreme de la bijection monotone,
— la bijection réciproque f~! est continue sur l'intervalle J;
— comme f’ ne s’annule pas sur I et que f est de classe % sur I, la bijection réciproque f~' est
de classe €2 sur J.

def f(x):
return x-1/x

def F(x):
return (x**2-1)/2-np.log(x)

X = np.linspace(0.001, 20, 250)
y = f(x)

plt.plot(x, y, 'r’, label="f")
plt.plot(y, x, ’'b’, label="f"1")
t = np.linspace(-10, 10, 3)
plt.plot(t, t, 'k--")
plt.axis("square")

plt.xlim(-10, 10)

plt.ylim(-10, 10)

plt.legend()

5.| On sait que
q

vxeJ=R, (FYN= 5=

et on a constaté plus haut que
Yu>0, fllu) > 1.

Par conséquent,
vxeJ], 0<(f)(x)<1

et la fonction (croissante) f~! est 1-lipschitzienne sur R d’apres 1'inégalité des accroissements finis.
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Pour tout entier n € N, on pose

7T e X
I =
" JO T+ ex
Démontrer que
1 un
VvnelN, [,= J du.
e 141

En déduire que la suite (1, )nen converge vers 0.

Au moyen d’une intégration par parties, démontrer que (n + 1)1, tend vers 1/2 lorsque n tend vers
+o00.
En déduire un équivalent de 1,.

L'application [x — u = e~ *] est une fonction de classe ¢’ qui réalise une bijection (décroissante)
de [0, 7] sur [e~™, 1]. On déduit de la formule du changement de variable que

T ,—nx 7 —x\n 1 n
J € dx:J (™) e*de:J Y du
s T e o e T T

Il est clair que

vo<u<l, 0<u™<1l e O<l+u<l.

Par conséquent,
n
n

Vuele ™1 c01, 0< —— <u
u+1

et en intégrant cet encadrement (les bornes de l'intégrale étant dans ’ordre croissant) :
‘ 1

VneN, o<1n<J Wdu— ——.
0 TL+1

On en déduit (par encadrement) que la suite (un )nen converge vers 0.

On integre par parties :

1 n+1 1 n+1
1 untiqgl unt
Da=| ——(+Dutdu= v
(n+1) Jﬂ1+u (n+1)u™ du {1+uL4+Jﬂ T

1 ef(n+1)7r 1 unt
T2 l+eT +Lf7r1+u

Il est clair que
e*(T\.Jr] s
im — =0
no+oo 1 4e 7

et, pour les mémes raisons que plus haut,

1 untl

v N, 0< < .
mES LHJ—I—u n+2

Par conséquent,
1

lim (n+1)I, = 5.
n—+oo 2
On en déduit que
n 1
e U e

et donc que
1

~ P
" notoo 21
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Soit a € R. On considere I'endomorphisme f de R> représenté dans la base canonique par la matrice
suivante.

1 2a+1 1 -1
A:E 1 2a—1 1
2 0 2a

Déterminer une base de Ker (f — al) et compléter cette base pour obtenir une base de Ker(f — aI)2.
On pose uz = (1,1,0). Calculer (f — al)(u3) et (f — al)?(u3). En déduire une base
B = (ur,uz,u3) de R telle que
a 1 0
Matz(f) =0 a 1
0 0 a

L’endomorphisme (f — al) est représenté dans la base canonique par la matrice

1 T 1 -1
A—ab:i 1T -1 1
2 0 0

& Attention! Il faut éviter le piege tendu par le facteur /5!

Les deux premiéres colonnes ne sont pas proportionnelles, donc le rang est au moins égal a 2.
Les deux dernieres colonnes sont proportionnelles (opposées méme), donc le rang est au plus égal a
2.

D’apres le Théoreme du rang, la somme du rang et de la dimension du noyau est égale au
nombre de colonnes de la matrice. Par conséquent, le noyau de (f — al) est une droite vectorielle et,
de ce fait, chaque vecteur non nul de ce noyau est un vecteur directeur de cette droite.

On a remarqué que C3 = —C,, cest-a-dire 0- C; +1-C, + 1 C3 = 0, donc le vecteur (0,1,1)
appartient au noyau de (f — al) et finalement

Ker(f—al) =R - (0,1,1).

4 Les coefficients de la relation de liaison 0- C1 +1-C2+1- C3 = 0 nous donnent les coordonnées relatives
a la base canonique d’un vecteur du noyau.

@ ’endomorphisme (f — al)? est représenté dans la base canonique par la matrice

00 0
(A—alg)Z:% 1T 1 -1
11 =

Cette matrice n’est pas nulle et toutes ses colonnes sont proportionnelles entre elles, donc le rang de
cette matrice est égal a 1 et (Théoreme du rang) la dimension de son noyau est égale a 2.
Le noyau de cette matrice a pour équation cartésienne

x+y—z=0.

@ Il suffit d’écrire I'équation (A — al3)?X = 0 sous forme d'un systeme : la premiere ligne est nulle et les

deux autres sont égales.

11 est clair que les coordonnées du vecteur (0, 1, 1) vérifient cette équation. De méme, le vecteur
(1,0,1) vérifie cette équation et comme il n’est pas proportionnel au précédent, le couple

((0,1,1),(1,0,1))

est une famille libre du noyau de (f — aI)2. Et comme ce noyau est un plan vectoriel, on en déduit
que cette famille libre est en fait une base de Ker(f — aI)?.
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Le vecteur us est représenté dans la base canonique de R? par la colonne
Uz =
0

Dans cette méme base, 'endomorphisme (f — al) est représenté par la matrice (A — al3). Donc les
vecteurs (f — al)(uz) et (f — al)?(u3) sont représentés dans cette base par les colonnes

1 0
(A—al3)Us=[0| et (A—al3)?Us=|1
1 1
® En posant
w = (f—al(uz) =(1,0,1) et w = (f—al)(uz) = (f—al)(uz) =(0,1,1), (*)

on définit une base % = (17, u,,u3) de R? car la matrice

01 1
Matg, (B)=[1 0 1
110

est inversible.

# L'opération de pivot C, « C, — C3z démontre que le rang de cette matrice est égal au rang de la matrice

0 0 1
1T =11
1 1 0

Or les deux premiéres colonnes ne sont pas proportionnelles et la troisieme colonne n’est pas une combinaison
linéaire des deux premieéres, donc cette matrice est bien inversible.

La matrice de (f — al) relative a la base # est trés simple a calculer : par définition (),
(f —al)(uz2) =y, (f—al(usz) =uy
et on a remarqué a la premiere question que

u; = (0,1,1) € Ker(f — al).

Ainsi,
flu)=a-wu =a-u+0-u+0-us (premiére colonne)
fluz)=w +a-u, =l-uy+a-uy+0-us (deuxiéme colonne)
flus) =uz+a-us =0-w+1T-uy+a-us (troisieme colonne)

et par conséquent

Matg(f) =

S O 0
S o =
e = o
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On considere la fonction f définie par

ot
f(x) = —— dt.
() L 1+ 13
Quel est 'ensemble de définition de f?
Démontrer que f est de classe €' et calculer sa dérivée.

3.| Endéduire gue
q

lorsque x tend vers 0.
Démontrer qu’il existe une constante A telle que

< dt

Vx>1, 1‘(><)<A—i-J'1 2

En déduire que f tend vers une limite finie au voisinage de +oo.
Tracer I'allure du graphe de f.

Pour tout x € RR, le segment [0,x?] est contenu dans l'intervalle [0, +oo[. Sur cet intervalle, le
dénominateur 1+ t> ne s’annule pas, donc l'intégrande

t
=[t— ——
¢ [ 1+ t3]
est une fonction continue sur [0, x?].

# ]I suffit qu'une fonction soit continue pour qu’elle soit intégrable sur un segment. (Selon le programme
de premiere année, il faut qu’elle soit continue par morceaux.)
- i, l'intégrande est une fonction rationnelle et on sait qu’une telle fonction est de classe €>° sur son
ensemble de définition.
La fonction f est donc définie sur R.

#> La fonction f est une fonction paire.

Puisque la fonction ¢ est continue sur l'intervalle [0, +oo], elle admet des primitives sur cet
intervalle et toute primitive ® de ¢ vérifie

Vx>0, Ox)=0(0)+ JX @(t) dt.
0

@ On en déduit que
Vx € R, f(x) = O(x?) — (0).

Par conséquent, la fonction f est de classe ¢ sur R et

2%3

— 2y _ 2y
vVxeR, f'(x) = 2xD' (x7) = 2x(x )_W

#y Comme on a remarqué que la fonction f était paire, on n’est pas surpris que sa dérivée ' soit impaire.

D’apres la question précédente,

f'(x) = 2x° + o(x3).

x—0

Comme on peut primitiver un développement limité, on en déduit que
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puisque f(0) = 0.

Avec la relation de Chasles,

x t
f(x) = f(1 dt.
W=+ 5
Pour tout t > 1, il est clair que
t 1
[EEANIE
donc (intégration bornes croissantes)
X2
dt
Vx>1, f(x)gfﬂ)—&-J' =
1

Il est clair que la dérivée de f (calculée ci-dessus) est positive sur R, donc f est croissante
sur l'intervalle R . Elle tend donc vers une limite (finie ou infinie) au voisinage de +o00).
@ La majoration établie a la question précédente nous donne :

Vx>1, f(x)éf(1)+1—x1—2<1+f(1)

donc f tend vers une limite finie au voisinage de +oco.

# Cela se traduit par une asymptote horizontale et le graphe de f (fonction croissante!) est situé sous cette
asymptote.

import scipy.integrate as integr

def phi(t):
return t/(1+tx*x3)
def f(x):
return integr.quad(phi, 0, x*x2)[0]

plt.figure(figsize=(6,3))

X = np.linspace(0, 10)

Y = [f(x) for x in X]

plt.plot(X, Y, 'b")

plt.plot(-X, Y, 'b") # fonction paire

1.2~

1.0 A

0.8 A

0.6 -

0.4 1

0.2

0.0 A

-10.0 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
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On considere une fonction continue f : R — R telle que

VxeR, 3Arctanx+x*f(x)= ZXJ f(t) dt. (E)
1

Démontrer que f est de classe €' sur R*, puis que f est de classe 6> sur R*.

Que vaut £(1)?
Vérifier que

lorsque x tend vers 0.
Vérifier que
6x

2 —
Vx>0, x*f"(x) 4 2xf'(x) — 2f(x) = T+

Comme f est continue sur R (par hypothese), on déduit du Théoreme fondamental de I'analyse
que la fonction

1

F= {x — JX f(t) dt}

est de classe ¢! sur R. On peut alors déduire de 1'équation (E) que

VxeR',  f(x) =" | f(t)dt— =3
1

2 J" 3Arctanx. )

1l est alors clair que f est de classe €' sur R*.
# En revanche, sans calcul supplémentaire, on ne voit pas pourquoi la fonction f serait dérivable en x = 0.
@ On conclut alors par récurrence.
Supposons que f soit de classe €™ sur R* pour un entier n > 1.
Six > 0, alors le segment [1 < x] est contenu dans l'intervalle ]0, +oo[ sur lequel la fonction f est
de classe ¥™. On déduit alors du Théoreme fondamental que F est de classe ¢ 1 gur 10, +ool.

Six < 0, il faut d’abord appliquer la relation de Chasles (ce qui est possible car la fonction f est
continue sur R tout entier et pas seulement sur R*) :

Le segment [—1 < x] est contenu dans l'intervalle ]—o0, O[ sur lequel la fonction f est de classe €™
(par hypothese de récurrence). On déduit alors du Théoreme fondamental que

[x — r f(t) dt]
-1

est de classe €™ sur |—o0, 0[ et il en va de méme pour F.
# Le Théoreme fondamental s’applique sur un intervalle. Seulement sur un intervalle. Vu? Vu aussi la
maniere de contourner I'obstacle ?
On déduit alors de (1) que la fonction f est de classe €™ sur R*.

Finalement, la fonction f est de classe € sur R*.

# Une fonction de classe € est une fonction de classe €™ pour tout n > 1.

En substituant 1 a x dans 1’équation fonctionnelle (E), on obtient

1

3 Arctan 1+ (1) :2J f(t)dt =0
1
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et donc f(1) = =37/,

#o Sur l'intervalle I =10, +o0l, on peut écrire (E) sous la forme

f(t) dt — xf(x) =

5 JX 3 Arctanx
1 X '

En dérivant par rapport a x, on obtient

3 3 Arctan x
— 4 — —
Vx>0, f(x) —xf'(x) X0+ x7) 2 .

*)

Toute solution de (E) sur |0, +oo| est donc une solution du probleme de Cauchy constitué de I'équation diffé-
rentielle linéaire du premier ordre () et de la condition initiale f(1) = —37/4. On en déduit que I'équation (E)
admet une, et une seule, solution sur 10, +oo[.

On sait que Arctanx = x + O(x3) lorsque x tend vers 0. On déduit alors de I'équation fonction-
nelle (E) que

xzf(x):2xJ f(t) dt — 3 Arctanx = zxj f(t) dt — 3x + O(x3).

1 x—0 1
Par continuité de f, on sait que f(x) = f(0) + o(1) = O(1) pour x voisin de 0. Donc
X

3x72xJ' f(t) dt = Ox?).
] xX—

On dérive I'équation (E) deux fois sur ]0, +oo[ (puisque f est de classe ¢’ sur ]0, +ool).

2
%(SArctanx) —3;1((] —:x2> =G ;6:2)2
dixzz (X*F(x)) = 2f(x) +4xf'(x) +x*f"(x) (Leibniz!)
dixzz <2X LX f(t) dt) = 4f(x) + 2xf'(x) (Leibniz encore!)
On en déduit que
Vx>0, X2 (x) + 2xf'(x) — 2f(x) :“fﬁ.

#o La relation (x) nous donne la valeur £'(1) (puisqu’on connait déja £(1)). On retrouve ainsi le fait que
I'équation (E) admet une, et une seule, solution sur 0, +ool : cette fois, on l'identifie a la solution du probléme
de Cauchy associée a une équation différentielle linéaire du second ordre avec la condition initiale associée i
Uinstant t = 1.
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On considere les matrices suivantes :
0 0 1 01 0
A=10 0 1 e¢e B=|0 0 1
0 0 0 0 0 0
Que valent det A et detB?
Calculer A2 et B2
Existe-t-il une matrice inversible P telle que
B=P 'AP ?

Les deux matrices ont au moins une colonne nulle, donc elles ne sont pas inversibles et leur
déterminant est nul.
La matrice A2 est nulle et

0 0 1
BZ2=(0 0 0] #£A2
00 0

Si A et B étaient semblables, alors A2 et B2 seraient aussi semblables. Or seule la matrice nulle
est semblable a la matrice nulle, donc A% = 03 et B2 # 03 ne sont pas semblables.
Donc A et B ne sont pas semblables.

@ Plus précisément, si B = P~1AP, alors Q(B) = P~ Q(A)P pour tout polynome Q € K[X].

Variante. Si A et B étaient semblables, elles auraient méme rang. Or le rang de A est égal a 1
(deux colonnes nulles, donc le rang est inférieur & 1 et matrice non nulle, donc rang supérieur a 1)
et le rang de B est égal a 2 (une colonne nulle, donc le rang est inférieur a 2 et deux colonnes non
proportionnelles, donc le rang est supérieur a 2)?
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Soit f € €°°(R), la solution de I'équation différentielle
(2 + Dy”(t) + 2y’ () + (t — Ny(t) =sint

qui vérifie la condition initiale
{f(0) =0, f'(0) =1}.

Que vaut £"'(0) ?
En déduire I'allure du graphe de f au voisinage de t = 0.

Pour t = 0, en tenant compte de la condition initiale, 'équation différentielle nous donne
0=1-1"(0)+2-f'(0)—f(0) =f"(0) + 2

donc (0) = —2.
D’apres la formule de Taylor-Young (la fonction f étant de classe ¥ sur R),

f(t) = f(O)Jrf/(O)tJr@-tero(tz):t—tero(tz).

t—0

Le développement limité & I’ordre 1 nous donne la tangente au graphe de f : c’est la droite d’équation
y=rt

Le terme quadratique nous donne la position du graphe de f par rapport a la tangente : comme
—t? < 0 pour t # 0, le graphe de f est situé sous la tangente (au voisinage de t = 0).

@ Comme la fonction f est de classe €2, la dérivée ' et la dérivée seconde £ sont des fonctions continues.
Comme £'(0) > 0 et que £/ (0) < 0, on déduit de la continuité qu’il existe un réel o« > 0O tel que

Vitel-aof, f'(t) >0 et f'(t)<0.

Par conséquent, la fonction f est croissante et concave sur ]—x, «[.
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On lance deux dés a 6 faces.

Modéliser cette expérience aléatoire.

Quelle est la probabilité pour que la somme des deux résultats soit égale a 7 ?
Quelle est la probabilité pour que le résultat du premier dé soit égal a 3 ?

Ces deux événements sont-ils indépendants ?

Allons au plus simple et modélisons cette expérience par la donnée de deux variables aléatoires
X et Y définies sur un espace probabilisé (€, A, P), indépendantes et suivant toutes les deux la loi
uniforme sur [1, 6].

V1<i,j<6, PX=1iY=j)=P(X=1)P(Y=j) =

| =
A =

La somme S = X 4 Y est une variable aléatoire discréte (en tant que somme de deux variables
aléatoires discretes). Pour étudier I'évenement [S = 7], on le décompose sur le systéme complet
d’évenements associé a X (par exemple) :

6 6
N=|[|s=7Xx=i=| |X=1Y=7-1.
i=1

Lorsque i varie de 1 a 6, la différence 7 — i varie de 6 a 1, donc

6

6
PS=7)=) PX=1Y=7—i)=)
i=1

i=1

1

1
36 6

Comme X suit la loi uniforme sur [1, 6],

Simplifions l'intersection des deux événements :
S=7,X=3=X+Y=7,X=3]=[X=3,Y=4].
Comme les variables aléatoires X et Y sont indépendantes,

P(S:7,X:3):P(X:3)P(Y:4):;—6:P(S:7JP(X:3).

Les éveénements [S = 7] et [X = 3] sont donc indépendants.
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Rappeler le théoréme sur les sommes de Riemann.

En déduire la limite de

lorsque n tend vers +oo.

Calculer la limite de

lorsque n tend vers +oo.

3.| Démontrer que
q

3
Vxelo,1], I[sinx—x|< <
En déduire la limite de
o k
Un = ]; s ?.

Si la fonction f est continue (ou au moins continue par morceaux) sur le segment [a, b], alors

. b—a « b—a b
ngrfmn];f(a+k n )ZJ f(t)dt.

# L'astuce taupinale permet d’en déduire que

b_ n—1 b_ b_ n
lim -2 f(a+k—a) = lim aZf(
n——+oo n k=0 n n—-+oo n —

La fonction sin est continue sur le segment [0, 1]. Donc

i l &« . k L d 1
im —stmE: sint t:[—cost]o:1—cos1.

#v Un détour par les complexes permet d’expliciter la somme Sy
=n’ n 1l—et/n
k=1
et on conclut sachant que e* — 1 ~  lorsque u tend vers O (que w soit réel ou complexe n’est pas la question
ici).

2.| On sait bien que
q

1 nn+1) 1
n2 2 notoo 2°

# La fonction [t — t] est continue sur le segment [0,1], ce qui nous permet également d’interpréter Ty,
comme une somme de Riemann :

! 1
tdt==.
et

s\~
HM;‘
s\x
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La fonction f = sin est de classe €3 sur R et sa dérivée troisieme : f(3) = — cos est bornée sur
R, donc

f// (0)

2 " ’ S
(inégalité de Taylor-Lagrange). Plus clairement, sachant que f(0) = 0, f'(0) = cos0 = 1 et f’(0) =
—sin0 =0,

IX— o

VxeR, |f(x)—f(0)—f(0)x— I1£3)])

3
vxelo,1], [f(x) — x| < <
D’apres I'inégalité triangulaire et ’encadrement précédent,
n n n
k 1 k3 1 1 ky3
WY Jsin-<g Y mmena Y ()
k=1 k=1 k=1
# Comme 1 <k <n,ona0 < ¥n < 1eton peut donc appliquer 'encadrement précédent.

La fonction [t — t3] est continue sur le segment [0, 1], donc
1T &k (T, 1
Jim 23 (3) -] va=g,

ce qui prouve que le majorant tend vers 0 (a cause du facteur 1/,2). 1/2 encore.
Comme la différence U,, — Ty, tend vers 0, on en déduit que la suite (U, )n>1 converge vers /3.

# On ne peut pas interpréter U,, comme une somme de Riemann.
Cela dit, le détour habituel par les complexes permet de calculer explicitement Uy, en faisant apparaitre
une série géométrique et en factorisant par I’angle moitié.

n i/nz.(ei/ﬂ—n :Sm< 1 1 ) sin(1/2n) m? 1

_~ l/TL _ _ _ = ~
Jm YT In " 2n2) sin(1/2n2) ntee (20)2 2

k=1

1l n’est pas stir que ce soit vraiment plus simple que la méthode que nous avons suivie!
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On considere les endomorphismes w et v de R? respectivement représentés dans la base canonique de R3
par les matrices

2 1 1 00 4
A=[0 0 =2 et B=11 0 -8
01 3 01 5

Démontrer que, pour tout A € R, I'ensemble Ker(u — A1) est un sous-espace vectoriel de R>.
Donner une base de Ker(u — I) et une base de Ker(uw — 21).
En déduire qu’il existe une matrice inversible P telle que

2 00
P'TAP=[0 2 0
0 0 1

Démontrer que, pour tout A € R, 'ensemble
{x e R : v(x) = Ax}

est un sous-espace vectoriel de R3.

Quel est le rang de v — 217 En déduire qu'il n’existe aucune matrice inversible Q telle que
Q'AQ =B.

Comme u et I sont des endomorphismes de RR3, la combinaison linéaire u — AT est un endo-

morphisme de R3. On sait que le noyau d’un endomorphisme de E est toujours un sous-espace de
E, donc Ker(u — A1) est un sous-espace de R3.

# Variante
Si on a oublié cet important théoreme, on peut appliquer le théoréme de caractérisation des sous-espaces
vectoriels : il suffit de vérifier que I'ensemble Ker(u — A1) est contenu dans un espace vectoriel (lequel ?), qu’il
contient le vecteur nul et qu’il est stable par combinaison linéaire.

Dans la base canonique, les endomorphismes (u — I) et (u — 21I) sont respectivement repré-
sentés par les matrices

1 1 1 0 1 1
A-Iz3=(0 -1 =2 et A—-2[3=|0 -2 =2
0 1 2 0 1 1

@ Les deux premieres colonnes de A—I3 ne sont pas proportionnelles, donc le rang de cette matrice
est supérieur a 2. Les deux derniéres lignes sont proportionnelles, donc le rang de cette matrice est
inférieur a 2.

Le rang est donc égal a 2 et (Théoreme du rang) la dimension du noyau de A — I3 est égale a 1.
On constate que 2C; — C3 = Cy, c'est-a-dire 1 - C; —2- C2 4+ 1 C3 = 0. Donc la colonne

1
-2
1

appartient au noyau de A — I3. Comme cette matrice représente u — I dans la base canonique de R?3,
on en déduit que le vecteur €3 = (1,—2, 1) appartient a Ker(u —I).
Tout vecteur non nul d'une droite vectorielle est un vecteur directeur de cette droite, donc

Ker(lu—I)=R-(1,-2,1).

En particulier, u(e3) = 3.

@ Les trois colonnes de la matrice A — 2I3 sont proportionnelles et la matrice n’est pas la matrice
nulle, donc le rang de cette matrice est égal a 1. La dimension du noyau est donc égale a 2 (Théoreme
du rang).
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On constate que C; = C, — C3 =0, donc les colonnes

1 0
0 et 1
0 —1

appartiennent au noyau de A — 2I3. Comme ces colonnes ne sont pas proportionnelles et appar-
tiennent a un sous-espace de dimension 2, elles constituent une base de ce sous-espace.
On en déduit que le couple (&1, ¢;), ol

e1 = (1,0,0) et €2 = (0,1,-1),
est une base de Ker(u — 21).
En particulier, u(e1) =2 - ey etu(ez) =2 €.
# Comme toutes les matrices dont le rang est égal a 1, on peut factoriser cette matrice.

1
A-23=-2](0 1 1)
1

On observe alors que 'image de cette matrice est la droite dirigée par la colonne et que son noyau est I’hyperplan
d’équation y + z = 0 (la ligne représente dans la base canonique la forme linéaire dont le noyau est cet

hyperplan,).

Considérons la famille # = (&1, €2, €3). La matrice qui représente cette famille dans la base
canonique de R3 :

1 0 1
P =Matg,, (e1,€2,e3) =0 1 =2
0 —1 1

est inversible (en développant par la premiére colonne, on trouve que son déterminant est égal a —1
et donc non nul). Par conséquent, % est bien une base de R3.
On a déja remarqué que

u(er) =2- e, u(ez) =2 ez, u(es) = e3.

D’apres la formule de changement de base,

2 00
PTAP = Matz(uw)= (0 2 0
0 0 1

L'équation v(x) = Ax équivaut a (v — AI)(x) = 0. Par conséquent, I'ensemble étudié est le
noyau de 'endomorphisme (v — A1) et c’est donc un sous-espace vectoriel de R3.

Comme l'endomorphisme v est représenté par la matrice B dans la base canonique, 1’endo-
morphisme v — 21 est représenté (dans la base canonique) par la matrice

-2 0 4
B-2l;=[1 -2 -8
o 1 3

Les deux premiéres colonnes de B — 213 sont échelonnées, donc le rang de cette matrice est supérieur
a2
Par ailleurs, on trouve assez facilement (grace a I’échelonnement des deux premiéres colonnes!)
que
2C; —3C,+C3=0

ce qui prouve que le vecteur (2,—3,1) # (0,0,0) appartient au noyau de (v — 21I). Donc le rang de
(v —21) est inférieur a 2 et finalement, il est égal a 2.

w Par conséquent, la dimension du noyau de (v — 21) est égale a 1 (Théoréeme du rang).

. S'il existait une matrice inversible Q telle que B = Q~'AQ, alors

B—2I3=Q 'AQ-2I3=Q '(A—2I3)Q.

Or deux matrices semblables ont méme rang et rg(B — 2I3) = 2 # 1 = rg(A — 2I3), donc cest
impossible.
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On considere la suite réelle (Wn )nen définie par la donnée de uo = 1 et par la relation de récurrence
suivante :
YneN, up=m+Nu,+ (=1
On pose également
Un

VynelN, v,=—.
n!

Exprimer vy 1 en fonction de vy, et de .
Démontrer que la série 5_ DT oot convergente.

n!

En déduire que la suite (v )nen converge. Quelle est sa limite?

D’apres la relation entre u,, et un 41,

Unt1 M+ Dun + (=D u, (=1 (=1t
N n = = = — — = Vn _—
VREN, Ve = G AL 1) T T

La suite de terme général 1/ est décroissante et tend vers 0, donc la série alternée )~ (=1)"/y,
est convergente.

On a démontré pour commencer que
(_1 )n+1

VnEJN, V41 *Vn:m

puis que la série télescopique Y (vni1 — vy ) était convergente. Par conséquent, la suite (v )nen est
convergente. De plus,

n—1 n—1 (_1)k+1 n (_] )(
VREN,  vn—vo=) (Vipr—vi)=)_ (k+1)! =2
k=0 k=0 : =1 :

En faisant tendre n vers +oco, on en déduit que

+oo (_1)g “+oo (_1 )g .
nEIJIrloovn =Vot Z o0 Z o€
=1 ’ =0 '

en se souvenant que vop = up = 1 et en reconnaissant la série exponentielle.
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Pour x = 0, on pose

/2
F(x) = J exp(—xsint) dt.
0

Démontrer que la fonction F est décroissante sur 'intervalle [0, 4o0l.

Démontrer que
Yuv=0, le"—e V[ <|lu—vl.

En déduire que F est continue sur R..
Pour x = 0, on pose

Calculer £(0).
Démontrer que

f(x) = 2x — F(x).

2t .
Vo<t o, ;gsmt

S|

et en déduire que f(\/mt/2) > 0.
En déduire que la fonction f s’annule une fois, et une seule, sur le segment [0, /7/2].

Soient deux réels 0 < x < y.

Pour tout t € [0, 7], on sait que sint > 0. Comme la fonction exp est croissante, on en déduit
que

VO<t< s, 0<exp(—ysint) < exp(—xsint)

puis, en intégrant bornes croissantes, que
0 < Fly) < F(x).

La fonction F est donc décroissante sur [0, +ool.

# On n’a pas toujours besoin de savoir calculer la dérivée d’une fonction pour étudier ses variations!

La fonction f = [t — exp(—t)] est de classe ¢! sur l'intervalle [0, +oco| et
vt e [0,+o0l, f'(t) = —exp(—t) € [-1,0[.
On déduit de 'inégalité des accroissements finis que cette fonction f est 1-lipschitzienne sur [0, +oo],
c’est-a-dire
Yuv>=0, le"—eV|<|lu—vl.
Toute fonction lipschitzienne est continue (et méme uniformément continue).
2.a. | Par construction, f(0) = —F(0) = —7.

2.b. | On sait que la fonction sin est concave sur [0, 7/>]. Son graphe est donc situé au-dessus du
graphe de la sécante qui relie le point d’abscisse 0 (et d’ordonnée nulle) au point d’abscisse /> (dont
l'ordonnée est égale a T). Donc

2t
VO <t <, = <sint.
@ On en déduit que, pour x = V7, > 0,
Vo<t m,, exp(—xsint) < exp(—2%/x-t).

En intégrant (bornes croissantes!),

/2
Fix) < |

0
et donc f(x) = 2x — F(x) > 2x — /1 = 0.
La fonction f est continue (différence de deux fonctions continues) sur l'intervalle [0, V7/>].
De plus, elle est strictement croissante (différence d"une fonction strictement croissante et d"une fonc-
tion décroissante au sens large). Donc elle réalise une bijection de [0, V7] sur [f(0), f(V7/2)].

+o00
exp(—2%/x-t)dt < J exp(—2%/x-t) dt = % =7
0
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# 1l n'est pas nécessaire de savoir dériver une fonction pour démontrer qu’elle est strictement monotone.
(Air connu.)

Comme f(0) < 0 < f(V7/2), on en déduit que la fonction f s’annule une fois, et une seule sur le
segment [0, V7/].
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On considere I'endomorphisme w de R3 représenté dans la base canonique par la matrice

-7 -8 8
A=|11 14 12
7 9 =7

et le vecteur xo = (3,0, 2).
Calculer les vecteurs x1 = u(xg) et xa = u?(xo).

Démontrer que la famille = (xo,x1,%2) est une base de R3. Quelle est la matrice de passage de la
base canonique a la base % ? Comment obtenir la matrice de passage de la base % a la base canonique ? (On
ne demande pas d’expliciter cette seconde matrice.)

On admet que u3(xo) = —6xo + 7x1.
En déduire que la matrice A est semblable a la matrice

0 0 —6
F=1|1 0 7
01 0

Calculer detu et tru.

Expliquer pourquoi la matrice A n’est semblable a aucune des matrices suivantes.

0 0 6 0 10
By=(1 0 —7 B,=|0 0 1
01 o0 —6 7 1

On effectue successivement les produits matriciels

3
X;=A [0 et X;=AX;
2

et on trouve : x; = (—5,9,7),x2 = (19,—13,-3).

# Il n'est pas nécessaire de calculer A? !

Ecrivons la matrice représentant la famille % dans la base canonique :

3 -5 19
P =Maty, (x0,x1,%2) =10 9 —13
2 7 =3

L'opération L3 + 3L3 — 2Ly démontre que cette matrice P est équivalente a

3 =5 19
PP=(0 9 -13
0 31 —47

Les deux dernieres lignes de P’ ne sont pas proportionnelles.

#o Si les deux dernieres lignes de P’ étaient proportionnelles, alors

9 13
31 —47

‘_9><47+13><31—0.

On aurait donc 13 x 31 = 9 x47. Or le nombre premier 13 est premier a 9 et a 47 (qui ne sont pas des multiples
de 13), donc il est premier au produit 9 x 47, ce qui contredit I'égalité.
On perdrait temps et énergie a calculer ces deux produits!

De plus, la premiere ligne de P’ n’est pas une combinaison linéaire des deux autres, donc la
matrice P’ est inversible et comme P et P’ sont équivalentes, la matrice P est bien inversible.
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- La famille 2 est donc une base de R? et la matrice P est la matrice de passage de la base cano-
nique a cette base 4.
@ La matrice de passage de la base  a la base canonique est alors la matrice P~'.

On a démontré a la question précédente que la famille
A = (x0,ulx0), u*(x0))

était une base de R3. La matrice de u relative a cette base est donc de la forme

00
10
0 1

* ot

# L'image par u du premier vecteur de % est le second vecteur de 98 ; I'image du second vecteur de 2 est le
troisieme vecteur de 2.
Deux matrices semblables ayant méme trace, on peut déja en déduire que le troisieme coefficient diagonal
est nul.

Pour trouver la troisieme colonne de la matrice, il faut décomposer le vecteur u(uz(xo)) (=
I'image par u du troisieme vecteur de la base %) dans la base %. Or I'énoncé admet que

u(u?(x0)) =u’(x0) = —6x0 + 7x1 = (—6) - X0 + 7 - U(x0) + 0 - u*(x0),

donc la matrice de u relative a la base % est bien la matrice F de 1’énoncé.

Deux matrices semblables ont méme déterminant et méme trace.
@ La trace de u est nulle (il est clair que la trace de A et la trace de F sont nulles).
@ En développant par la premiere colonne (ou par la derniere ligne), on trouve

detF = —1 x [-1 x (—6)] = —6,

donc detu = —6.

# Le déterminant de A est assez pénible a calculer!

On passe de F a By avec l'opération C3 « —C3, donc detB; = —detF = —detA # 0. Deux
matrices semblables ayant méme déterminant, on en déduit que B et A ne sont pas semblables.

@ La trace de B, est égale a 1 et donc différente de la trace de A (qui est nulle). Deux matrices
semblables ayant méme trace, on en déduit que B, et A ne sont pas semblables.
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Pour tout entier n € N, on pose
VxeR, Pnx)=x"—nx+1.
Démontrer que, pour tout entier n > 2, I'équation
Pn(x) =0

admet une, et une seule, solution dans [0, 1]. Cette solution sera dorénavant notée a,.

2.| Démontrer que
q

vn >3, Oganég.
n

Calculer un équivalent de a., lorsque n tend vers +oo. La série ) _ ar, est-elle convergente ?

Soit n € N. La fonction (polynomiale) P, est de classe ¢! sur l'intervalle [0, 1] et
vx e l0,1], P/(x)=n(x"""—-1)<0

donc la fonction P, est décroissante sur [0, 1]. Mieux, comme sa dérivée ne s’annule qu’en un seul
point (seulement en x = 1), la fonction P, est en fait strictement décroissante sur [0, 1].

# Rappel : Une fonction dérivable et monotone est strictement monotone si, et seulement si, il n’existe
pas d’intervalle de longueur strictement positive sur lequel sa dérivée est identiquement nulle (=il n'y a pas
de “palier” sur le graphe).

De plus, P (0) =1 > 0 et P, (1) =2 —n, donc P, réalise une bijection de [0, 1] sur [2 —n, 1].
a Pour tout n > 2, le réel 0 appartient au segment image [2 — n, 1], donc I'équation P, (x) = 0
admet une, et une seule, solution sur [0, 1].
On sait déja que a,, > 0 pour toutn > 2.
@ Comme la fonction P;, est strictement décroissante sur [0, 1] et que les réels a,, et 2/, appar-
tiennent a [0, 1] pour toutn > 2,

2
an < o= Pr(an) = Pr(%h).

# [l faut invoquer la monotonie stricte de Py, pour justifier Iéquivalence entre ces deux inégalités larges.

Or Pn(an) = 0 (par définition de a,,) et
V=2, Pu(Y) = (f)n —1<o.

Donc on a bien a,, < %/, pour toutn > 2.

# Pourn > 3, on a méme an < %/ (alors que a; =1).

Pour n > 3, on déduit de I'encadrement précédent que

2\
osan<(3) -
Par conséquent,
1—na, =Pnlan) —ay —— 0
n—+oo
c’est-a-dire 1

an ~ —.
n—+oo T

Comme a,, ~ /n et que la série harmonique }_ 1/ est une série divergente de terme général positif,
la série ) a, est divergente.
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Résoudre I'équation différentielle
xy’(x) + (x* = y(x) =x* — 1

sur l'intervalle 10, +ool.

Il s’agit d'une équation différentielle linéaire du premier ordre, qui peut s’écrire sous forme résoluble
sur ]0, +oo[ :
x*—1 X2

ylx) =

X X

vVx€l]0,+ool,  y'(x)+
@ Sur l'intervalle ]0, +ool,

X 1 XZ
J tfidtzi—fnx.

Une fonction y € € (10, +oo[) est donc une solution de I’équation homogene si, et seulement si, il
existe une constante A € R telle que

2
Vx>0, y(x) :Aexp(fnx—%) — Axe ¥/2,

@ Une solution particuliere évidente est yo = [x — 1].
. D’apres le principe de superposition, une fonction y € 4" (10, +00[) est une solution de I’équa-
tion différentielle complete si, et seulement si, il existe une constante A € IR telle que

Vx>0, y(x) =1 1 Axe /2,

#v Sion n'a pas les yeux assez ouverts pour voir la solution particuliére constante, il faut se lancer dans la
méthode de variation de la constante et, il faut le reconnaitre, c’est assez moche ici.
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On considere la matrice

7 —4 4
A=|-2 5 =2
-8 8 -5

et on note u, I'endomorphisme de R représenté par A dans la base canonique.
Démontrer que le sous-espace F représenté par

x—y+2z=0]

et la droite G dirigée par ¢1 = (2, —1,—4) sont supplémentaires dans R3.
Donner une base (€2, €3) de F et démontrer que F est stable par u, c’est-a-dire :

vVxeF u(x)eFk

Vérifier que G est stable par u.
Démontrer que % = (&1, €2, €3) est une base de R3. Quelle est la matrice de \ dans cette base % ?

Calculer det A. La matrice A est-elle inversible ?
Démontrer qu’il existe un, et un seul, polynéme

Po =aX?+bX+c

tel que Po(0) = 0et Po(1) =Po(3) =1.
En raisonnant dans la base %, reconnaitre 'endomorphisme

Po(u) = au® + bu+cl.

Expliciter deux réels et {3 tels que

A" = A+ Bls.

Le sous-espace F est un hyperplan de R3, puisque c’est le noyau de la forme linéaire
¢ =[xy z)—x—y+z

(qui n’est pas identiquement nulle : I'image des vecteurs de la base canonique est non nulle), et le
vecteur €71, qui est un vecteur directeur de la droite G, n’appartient pas a cet hyperplan (puisque

¢(e1) =—1#0).

Par conséquent, F et G sont supplémentaires dans R3.

Comme dim F = 2, une base de F est une famille libre de 2 vecteurs de F, c’est-a-dire un couple
de vecteurs de F qui ne sont pas proportionnels.
La famille

(52)83) = ((])1)0))(0)])]))

est donc une base de F.
@ On vérifie sans peine que

ule;)=3-¢,€F et que u(ez) =3-e3€Fk (M)
Par linéarité de u,
v («, B) € R?, ulo-ex+P-e3) =ouler) +Pules) =3(x-ex2+p-e3)€F

On a ainsi démontré que le plan F était stable par w.

On remarque que
u(er) = e ()

et on en déduit que
VxeG, ux)=xe€aG.
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#v En effet, pour tout x € G, il existe o« € R tel que x = « - €1 et, toujours par linéarité de u,

u(x) =au(er) = x- e =x.

La droite G est donc stable par u.
La matrice de la famille % relative a la base canonique est

1
Q=[-1 11
0

L'opération C; + C; — 2C; démontre que la matrice Q a méme rang que la matrice

0 10
Q' =(-3 11
—4 0 1

La premiere et la troisieme colonnes de Q' ne sont pas proportionnelles (donc le rang de Q' est
supérieur a 2) et la deuxiéme colonne n’est pas une combinaison linéaire des deux autres colonnes
(donc le rang de Q' est supérieur a 3).

La matrice Q’ est inversible, donc la matrice Q est inversible elle aussi et par conséquent la
famille Z est une base de R3.

# De ce fait, la matrice Q est la matrice de passage de la base canonique a la base 2.

a D’apres la définition des matrices,

Matsg(u) = Matg (uer), ulea), ules)).

D’apres (1) et (1),
u(er)=1-e1+0-e2+0-¢3 (premiere colonne)
u(e2) =0-e1+3-e24+0-¢3 (deuxiéme colonne)
u(e3) =0-e1+0-e24+3-¢3 (troisiéme colonne)
et finalement
10 0
Matz(u) =0 3 0
0 0 3

Deux matrices semblables ont méme déterminant et comme la matrice A est semblable a la
matrice Matgz(u), on en déduit que det A = 9.

2y Quoi de plus simple i calculer que le déterminant d"une matrice diagonale?
@ Une matrice est inversible si, et seulement si, son déterminant n’est pas nul. Donc la matrice A
est inversible.
Les trois abscisses 0, 1 et 3 sont deux a deux distinctes. Par conséquent, il existe un, et un

seul, polyndme Py de degré strictement inférieur a 3 tel que Po(0) = 0, Po(1) = 1 et Po(3) = 1
(Interpolation de Lagrange).

# La question n'est pas posée, mais Py = —15X? + 4/5X.
Le moyen le plus simple de déterminer ce polyndme consiste a remarquer que Po — 1 est un polynome de
degré inférieur a 2 qui admet 1 et 3 pour racines, donc il existe un scalaire o tel que
Po =T+ (X—=T1)(X—3)aX?* —4aX + (1 4 3a)

et la condition Py(0) = 0 nous donne 1 + 3o = 0.

La matrice relative & la base % de I'endomorphisme Py est

10 0 10 0 10 0 Po(1) 0 0
alo 9 ol+vfo 3 o)l+clo 1 o)l=| 0 P33 o0 |=1.
00 9 00 3 0 0 1 0 0 Po(3)
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Donc Py(u) =1L
# Sion n'a pas déja calculé Py, il faut sy mettre!

La relation précédente montre que

—1 4 -1 4 —1 4
=—A?+-A=A(—A+-1 td A= —A+-15.
3 3 +3 (3 —1—33) et donc que 3 +33

#y Avec le Théoreme du rang, pour démontrer qu’une matrice carrée A est inversible, il suffit de trouver une
matrice B telle que
AB = I,..

(1l n’est pas nécessaire de vérifier que le produit BA est aussi égal a 1,,.)
Cela dit, ici, on a déja démontré que la matrice A était inversible et on sait qu’il n’y a qu’un seul inverse.
On n’a donc méme pas besoin d’invoquer le Théoréme du rang pour conclure.
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On considere I'équation différentielle suivante.
Vx>0, xy”(x)+xy’(x) —y(x) =0 ®)

Vérifier que I'équation différentielle (E) admet une solution de la forme y(x) = x*.
Soient y et z, deux fonctions définies sur 10, +ool, liées par la relation suivante.

Vx>0, y(x) = xz(x)

Démontrer que y est une solution de I'équation différentielle (E) si, et seulement si, z est solution
d’une équation différentielle (E') qu’on précisera.
2.b. | Indiquer comment résoudre I'équation (E').

Siy(x) =x%, alorsy’(x) = ax* ' ety”(x) = a(ox — 1)x*2, donc

Vx>0, xy”(x)+xy’(x) —y(x) = afx— 1)x* T 4 ox* —x*

=x* T —1)(ax+x).

Par conséquent, y est solution de 1’équation (E) sur ]0, +o0[ si, et seulement si, x = 1.
La fonction [x — x] est une solution particuliere de (E).
Sur ]0, +o0[, la relation qui existe entre y et z montre que y est de classe €7 si, et seulement
si, z est de classe €2.
De plus,
y'(x) = z(x) + xz'(x) et  y'(x)=22'(x)+xz"(x)

donc

xy” (%) +xy’(x) —y(x) = x%2" (x) + 2xz" (x) + x?2 (x) + xz(x) — xz(x) = x[xz"(x) + (x + 2)z' (x)].

Par conséquent, y est une solution de (E) sur ]0, +o0[ si, et seulement si, z vérifie

Vx>0, xz" (x) + (x +2)2'(x) = 0. (E")

# Deux interprétations sont possibles pour cette question : on réalise un changement d’inconnue pour se
ramener d une équation qu’on espeére plus simple; on met en ceuvre la méthode de variation de la constante
(avec z(x) dans le role de la constante qui varie) pour terminer la résolution de (E).

L'équation (E’) est en fait une équation linéaire homogene du premier ordre en z’(x). On
sait donc résoudre une telle équation, ce qui nous donne 'expression de z’(x) (a une constante mul-
tiplicative prés). Il reste ensuite a primitiver cette expression (ce qui ajoute une seconde constante
d’intégration) et pour finir, il faut penser a multiplier par x pour trouver l’expression générale de
y(x).

#v Sion meéne les calculs, on trouve

Cette fonction est bien continue sur 'intervalle 10, +oo|, donc elle admet des primitives, mais ces primitives ne
peuvent pas s’exprimer a l'aide des fonctions usuelles (Théoréme de Liouville).
On doit donc se contenter d’écrire

et finalement
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- On considere deux événements A et B d’un espace probabilisé (Q, A, P). On suppose que

25 c 5
% et que P(B|AS) = -

P(A)=12  PBIA)= ¢

NB : On note ici A€, le complémentaire de A et P(B | A), la probabilité conditionnelle de I'évenement B
sachant A:P(B|A)=Pa(B).
Calculer P(B€ | A).
.b. | Calculer P(B€).
.c. | Calculer P(A | BS).

2.| On joue a Pile ou Face. Si on obtient Pile, on lance un dé deux fois ; si on obtient Face, on ne lance le
dé qu’une seule fois. Quelle est la probabilité d’obtenir 6 ?

. HII

La mesure de probabilité conditionnelle sachant A, c’est-a-dire P 5, est une mesure de pro-
babilité comme les autres, donc

11
P(B°|A)=Pa(B°) =1—-Pa(B) = 4.
36
Pour les mémes raisons,
P(BC | AC) = PAL(BC) = ] — PAC (B) — %.

@ D’apres la formule des probabilités totales,

111107
cy — c . c C. Czi.f —_. = = —
P(B) = P(B | A)- P(A) + P(BS | A) - P(AS) = o5 + 25 = =5

Par définition des probabilités conditionnelles (Formule de Bayes),

P(A |B¢) = P(ANB°) _ P(B|A)P(A) :l.

17
P(B¢) P(B¢) 36 2 17 17°

N
—_
—_

On modélise 1'expérience par trois variables aléatoires X, Y7 et Y, définies sur un méme espace
probabilisé (Q, A, P). On suppose que ces trois variables aléatoires sont indépendantes, que X suit la
loi de Bernoulli #(1/2) et que Y7 et Y, suivent toutes les deux la loi uniforme sur [T, 6].

# Autrement dit, la variable aléatoire X modélise le lancer de la piece (avec X = 1 si on obtient Pile) et les
variables aléatoires Y1 et Y, modélisent le lancer des deux dés.

On considere 1’'évenement A = [X = 1] (= obtenir Pile) et I'évenement

B=(X=1n[yi #6lN[Y2 #6]) U(X=01N[Y; #6]).

# L'évenement B est réalisé lorsqu’on n’obtient pas 6 (qu’on ait lancé un seul dé ou les deux).
Les évenements [X = 0] et [X = 1] sont disjoints, donc
B=(X=1n[Yi #6lNnY2 #6l) U (X=0NI[Y; #6]). (%)

# Ces évenements constituent méme le systéme complet d’évenements associé a la variable aléatoire de Ber-
noulli X.

@a Onadonc P(A) =P(X=1)=1/.Deplus,

P(ANB)

P(BIA) =5

—2P(ANB)

et d’apres (x)
ANB=X=1nNB=X=1INI[Y; Z6lNI[Y; #£6]
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Par indépendance,

PANB)=PX=1)P(Y; #6)P(Y2 #6) = %
et donc 55
P(B|A)= 3%
@ De méme,
P(B|AS) = L;\(CAT)B) —2P(A°NB)

et, toujours d’apres (x),

| G
[ )Y ]

ANB=[X=0NB=[X=0nNIY; #6]

Par indépendance,

15
P(ANB) == >
( )=5"%
et donc 5
P(B|A®)=—.
(BA) ==
@ On est donc ramené a la situation précédente et nous cherchons la probabilité d’obtenir 6, c’est-
a-dire 17
P(B°) ==
(BY) ==

d’apres 1.b.
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On considere les quatre matrices suivantes.

123 ~1 0 1
Ar=[1 2 3 Ar=|0 2 o0
12 3 1T 0 —1
-2 2 3 12 2
As=|4 -4 —6 As=1|2 4 4
6 —6 —9 2 4 4

Quelles matrices peut-on factoriser sous la forme C x L oit C est une matrice colonne et L une
matrice ligne?

1.b. | Quelles matrices peut-on factoriser sous la forme C x CT oi C est une matrice colonne?
Zl On considere deux matrices M et N dans 03 (IR). On suppose que

KerM =KerN, ImM=ImN e rgM=1.

Démontrer qu’il existe une matrice colonne C et six réels A1, Az, A3, w1, U2 et u3 tels que

MZ(?\]C A C )\3(:) et NZ(LL]C o C p3C).

2.b. | Donner une équation cartésienne de Ker M.

2.c. | En déduire qu'il existe un scalaire o non nul tel que

N = oM.

Si A = C.L, alors toutes les colonnes de A sont proportionnelles & C. Par conséquent, il est
impossible de factoriser la matrice A, (les deux premieres colonnes ne sont pas proportionnelles).
En revanche, les autres matrices (dont le rang est égal a 1) sont toutes factorisables.

1 1 1
Av=(1](0 2 3) As=(-2]|(=2 2 3) A=(2]( 22
-3 2

Le produit CCT est une matrice symétrique.
# Eneffet, (C.CT)T =(CT)T.cT =cC.CT.
Donc A1 et A4 ne peuvent se factoriser sous la forme C.C".
En revanche, comme on l'a vu a la question précédente, la matrice A4 peut étre factorisée sous
la forme C.CT.
Le sous-espace Im M est une droite vectorielle. Il existe donc une colonne C non nulle qui

dirige cette droite : In M = IR - C. Les colonnes de M sont donc toutes proportionnelles a la colonne
C et il existe trois réels A1, A, et A3 tels que

M= (MC AC A3C0).
a Comme ImN =ImM, alorsImN = R - C. De méme, il existe trois réels 1, 1, et u3 tels que
N=(umC mC uC).
Il est temps de faire le lien avec les premieres questions! On a obtenu deux factorisations :
M=Cx (A A2 A3)=ClL; et N=Cx(m pn2 mz)=ClLs.

Quelle que soit la colonne X,
M.X = (C.L;)X = C.(L;.X).

Le produit L;.X est en fait un scalaire (produit d’une ligne par une colonne) et la colonne C n’est
pas nulle, donc la colonne M. X est nulle si, et seulement si, le scalaire L;.X est nul. Autrement dit,
X € Ker M si, et seulement si,

L;.X=0.
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On a ainsi démontré que le noyau de M était représenté par 1'équation cartésienne

Ax+ Ay +2A3z=0. (M)

# D’apres le théoreme du rang, le noyau d'une application linéaire de rang 1 est un hyperplan de l'espace de
départ.
Toute matrice M de rang 1 peut se factoriser sous la forme C.L ot la colonne (non nulle) C dirige I'image
de M et oii la ligne (non nulle) L représente la forme linéaire @ telle que Ker ¢ = Ker M.

Par symétrie, le noyau de N est représenté par 1'équation cartésienne

wx + pupy + psz =0. 1
Comme Ker M = Ker N, on en déduit que les équations cartésiennes (}) et (1) sont proportionnelles.

#v Deux formes linéaires (non nulles) sont proportionnelles si, et seulement si, leurs noyaux sont égaux.

11 existe donc un scalaire o # 0 tel que
L=(w w2 w)=ad Az A3)=oa-L.

Par conséquent,
N = C.LZ = C.(oc-L1) = - (C.L]) =« M.
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Pour tout x > 0, on pose

* Int

Justifier que 'intégrale F(x) est bien définie pour tout x > 0 et que la fonction F ainsi définie est de
classe €°°.

Etudier le sens de variation de F.

Comparer F(x) et F(1/).

4. Soit0<x< 1.

4.a. | Démontrer que

X

0 < F(x) <J (ntdt.
1

4.b. | En déduire que F tend vers une limite { € [0, 1] au voisinage de 0.
El Tracer U'allure du graphe de F.

La fonction f définie par

{nt

C1+t?
est continue sur l'intervalle ]0, +oo[. L'intégrale F(x) est donc définie pour tout x > 0 (intégrale d"une
fonction continue sur un segment [1 < x| contenu dans |0, +o0l) et, d’apres le Théoreme fondamen-
tal, la fonction F est la primitive de f qui s’annule en x = 1.

La fonction F est donc de classe €' et F/ = f. Comme f est de classe € sur 10, +o0], la fonction
F est elle aussi de classe €*° sur 0, +ool.
La fonction f est clairement négative sur 0, 1] et positive sur (1, +oo[, donc la fonction F (qui est
une primitive de f) est décroissante sur ]0, 1] et croissante sur [1, +oo[.

vVt>0, f(t)

# En particulier, F(1) = 0 est le minimum de F, ce qui prouve que la fonction F est positive.

Soit0 < x < 1.

L'application [t — u = 1/{] est de classe €' sur ]0, +ool et réalise une bijection (décroissante) de
[x, 1] sur [1,1/]. D’apres la formule du changement de variable,

r (nt JX —en(1/t) dt _J‘/* tnu

et e T we

d
1 T+1t2 v

ce qui nous donne
Vo<x<l, F(x) = F(A).

# Comme 0 < x < 1, dans le membre de gauche, les bornes sont dans I'ordre décroissant et la fonction
intégrande est négative, donc l'intégrale est positive.
Dans le membre de droite, les bornes sont dans I'ordre croissant et la fonction intégrande est positive, donc
I'intégrale est positive.
Si le résultat était faux (il ne I'est pas!), au moins le signe serait correct.

@ ]l est clair que cette égalité est vraie aussi pour x > 1 (par symétrie!).

On a déja démontré (deux fois!) que F(x) > 0 pour tout x > 0.
@ Pour 0 < x < 1, on sait que

Int
Vtelx1, t<0 et 1+t2>1 donc Vtelx1], Entg]itz.
En intégrant bornes décroissantes (pour une fois!),
* Int x
Fix)=| ——= dt< | Intdt.
= g de<| m (h

On peut calculer le majorant sans difficulté :

J ntdt=xnx—x+1 (@3]
1
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et en déduire que ce majorant reste borné lorsque x tend vers 0.
La fonction F est donc décroissante et majorée sur ]0, 1], ce qui prouve qu’elle tend vers une
limite finie au voisinage de 0.

# On étudie une limite a droite en 0, donc il s’agit bien de vérifier que F est décroissante et majorée au
voisinage de O pour pouvoir invoquer le Théoréme de la limite monotone.

a En passant a la limite dans (}) et (1), on obtient

0< limF(x) < 1.

x—0

import scipy.integrate as integr

def phi(t):
return np.log(t)/(1+txx*2)
def f(x):
return integr.quad(phi, 1, x)[0]

X = np.linspace(1l, 50, 200)

Y = [f(x) for x in X]

plt.plot(X, Y, 'b")

plt.plot(1/X, Y, 'b’) # symétrie F(x)=F(1/k)

0.8 A

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 1
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On considere trois matrices
AeMs;2(R), BeM3(R) ¢ M

telles que
AMB = AB.
Quelle est la taille de la matrice M ?
On suppose que A est injective. Démontrer que MB = B.
On suppose en outre que B est surjective. Démontrer que M est la matrice identité.

N ==
mnc‘m

Vérifier que
0o -1 -1
U={(-1 0 -1
T 1 2

est une matrice de projection.
2.b. | Expliciter deux matrices A € M3 2(R) et B € M 3(R) telles que

U = AB.

Démontrer que, quelles que soient les matrices A et B choisies, le produit BA est la matrice
identité.
Pour que le produit AMB soit défini, il faut que le nombre de lignes de M soit égal au nombre
de colonnes de A (soit : 2) et que le nombre de colonnes de M soit égal au nombre de lignes de B
(soit : 2). Donc M € 9%, (R).
L’équation AMB = AB équivaut a A(MB — B) = 03, ce qui signifie que les trois colonnes de
la matrice MB — B appartiennent au noyau de A. Si A est injective, alors le noyau de A est réduit a la
colonne nulle et de ce fait, il faut que les trois colonnes de MB — B soient nulles. Donc MB = B.
L'équation MB = B équivaut a (M — I3)B = 03, ce qui signifie que les trois colonnes de la
matrice B appartiennent au noyau de (M — I3).

Si B est surjective, alors les trois colonnes de B engendrent 'espace 913 ; (IR) des matrices co-
lonnes et comme le noyau de (M — I3) est un sous-espace vectoriel de 913 1 (IR), alors

Ker(M — 13) = ng‘] (IR)

On en déduit que M — I3 = 03, cest-a-dire M = I3

# La seule application linéaire f € L(E, F) dont le noyau est égal a € est I'application identiquement nulle.

11 suffit de vérifier que uz=1u.

# La question n’est pas posée, mais il faut y répondre pour pouvoir continuer : quel est le noyau de cette
projection ? quelle est I'image de cette projection ?

Comme les deux premieres colonnes de U ne sont pas proportionnelles, le rang de U est supérieur a 2.
Comme Cy + C, = Cgs, alors le vecteur (1,1, —1) est un vecteur non nul du noyau, donc le rang de U est
inférieur a 2.

Par conséquent, le rang de U est égal i 2 et (Théoreme du rang) le noyau de U est une droite vectorielle.

- Tout vecteur non nul d'une droite vectorielle est un vecteur directeur de cette droite, donc

1
KerU=1R- 1
—1

- ['image d'une matrice est engendrée par ses colonnes. Comme les deux premieres colonnes de U ne sont

pas proportionnelles et que le rang de U est égal i 2, ces deux colonnes constituent une base de Im U. Donc

0 —1
ImU:Vect( —11,10 >
1 1
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Si U = AB, alors I'image de U est contenue dans I'image de A et le noyau de B est contenu
dans le noyau de U.

w Le rang de U est égal a 2 et le rang de A est inférieur a 2, donc les colonnes de A forment une
base de I'image de U.

# Le rang d’une matrice est majoré par le nombre de ses lignes et par le nombre de ses colonnes. On en
déduit que le rang de A est inférieur a 2, que le rang de B est inférieur a 2 également et donc (Théoréme du
rang) que la dimension du noyau de B est supérieure a 1.

@ La dimension du noyau de U est égale a 1 et celle du noyau de B est supérieure a 1, donc la
dimension du noyau de B est égale a 1 et (Théoréme du rang) le rang de B est égal a 2. En particulier,
le noyau de B est égal au noyau de L.

& Les remarques qui précédent, pour intéressantes qu’elles soient, ne nous font pas vraiment avancer...

@ On déduit des remarques précédentes qu’il faut lire la matrice A en colonnes (puisqu’elle décrit
I'image de U) et la matrice B en lignes (puisqu’elle décrit le noyau de U). Posons

ar1 a2 ai i a2
A=la1 a2, CG=laq|, C=|a.
az1 as:2 as, as,2
et
b1 b1z bigs
B = ( > > > , L = (b] 1 bia by 3) N L, = (bz 1 baa b2 3)
bz)] bz,z b2,3 ' ' ' ’ ’ ’
On a donc

AB = CiL; 4+ C,Ls.

#v Les colonnes de B donnent la décomposition des colonnes de U comme combinaisons linéaires des colonnes
de A.

En développant la matrice U (selon les idées qui précedent)

0 0 0 0 -1 -1
U= |[-1 0 =1]+fo o o],
1T 0 1 o 1 1
on peut choisir
0 10 1
A=|-1 0 et _(O 1 ]).
1T 1

# C’est un choix possible, sans doute le plus simple, mais on peut imaginer de nombreux autres choix. (1l y
a "beaucoup” de bases possibles dans un plan donné!)

Comme U? = U, on a (AB)(AB) = A(BA)B = AB.

On a justifié précédemment que le rang de A était égal a 2 (et donc, d’apres le théoreme du
rang, que la matrice A était injective) et que le rang de B était égal a 2 (et donc que la matrice B était
surjective).

D’apres la premiere question, la matrice M = BA est égale a 1.
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Pour tout entier n > 1, on pose
n
YxERy, Pu(x)=-T+) x*
k=1

Démontrer que I'équation Py (x) = 0 admet une, et une seule, solution xr, et que, pour tout entier
n > 2, cette solution vérifie
O0<xn<1.

Comparer Py (xn), Pni1(xn) ef Pry1(xni1). En déduire que la suite (xn)n>1 est décroissante et
converge vers un réel L compris entre O et x;.

On pose
2x —1
Vxelo1[, f(x)= .
1T—x

3.a. | Démontrer que
q

n+1
Vx e 0,xa], 0<f(x)—Pnlx) < 2

= 1— X2 )
En déduire que £ = /5.

Pour n > 1, la fonction (polynomiale) P,, est de classe € Tsur R, et

n
Vx e Ry, PT’L(X):kak_1:1+2x+3x2+-~-+nx“_1>1>O
k=1

donc P, est strictement croissante. De plus, P,,(0) = —1 et P, tend vers 400 au voisinage de +oo (le
coefficient dominant est positif), donc P;, réalise une bijection de [0, +oo[ sur [—1, +co[ (Théoréme de
la bijection monotone).
Comme 0 € [—1, +o0], on en déduit que 1'équation P, (x) = 0 admet une, et une seule, solution
xn € [0, +oo[.
a Comme P, (0) # 0, on sait que x,, > 0. D’autre part, P, (1) =n —1 > 0 pour tout entier n > 2,
donc 0 < x,, < 1 (Théoreme des valeurs intermédiaires).

# Attention, le raisonnement précédent ne vaut pas pour n =1, car x3 = 1.

Par définition, Pn (xn) = Pnt1(xn+1) = 0. D’autre part,

n+1 n
Prptln) = =1+ ) xk==1+) xE+x3 =Pu(x) +x0 7 =x3*! > 0.
k=1 k=1
On a donc
vyn > 1) Pn+1(xn+1) :O<Pn+1(xn)

et comme la fonction P11 est croissante, on en déduit que

Vn>1) Xn+]<xn.

# On sait que la fonction Py 41 est strictement décroissante, mais on n’a pas besoin de la monotonie stricte
de la fonction Py 1 pour conclure a la monotonie stricte de la suite (xn)n>1 : la conclusion serait la méme si
P41 était seulement croissante au sens large.

@ Comme la suite (xn)n>1 est (strictement) décroissante et minorée (par 0), elle est convergente.
En passant a la limite dans I'encadrement

Vn}z) 0<Xn+1<xn<X2)

on obtient que la limite { de cette suite est comprise entre 0 et x;.
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Pour x € [0, 1] (et a fortiori pour x € [0,%;]), on reconnait une somme géométrique dont la
raison est différente de 1 :
2x—1 T—xm  xnH]

f(x) —Pn(x) = T +1—x- T 1 x

Le numérateur est une fonction croissante et positive de x € [0, 1[; le dénominateur est une fonc-
tion décroissante et strictement positive de x € [0, 1, donc le quotient est une fonction croissante et
positive de x. Comme x € [0, x2], on en déduit que

XTL—H
v x € [0,x2], 0 < f(x) — Pn(x) < 12x )
—X2

# Quand on travaille avec deux parameétres, il faut s’assurer que c’est le bon parametre qui varie : ici, 'entier
N est fixé, c’est le réel x qui varie.

L'inégalité a été établie pour tout x € [0, x,] et tout n > 2, on peut donc choisir x = x,,, ce qui

donne:

n+1
X2

vn 2> 2, 0 < f(xn) = Pnlxn) = f(xn) < T—x
—X2
Comme 0 < x; < 1, le majorant tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. Donc la suite (f (xn))

converge vers 0.
@ Comme la limite £ de la suite (xn,)n>1 est comprise entre 0 et x,, on sait que f est continue en {.

n>1

# Comme toutes les fonctions rationnelles, la fonction rationnelle f est continue sur son ensemble de
définition.

Par composition de limites, on en déduit que

. 20—1
WAm flen) =37

On a démontré que f(xy, ) tendait vers 0, on en déduit finalement que ¢ = /.
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Soit A € My, (C), une matrice diagonale :

A1
. Az
A =Diag(A1,A2,...,An) =

An
On suppose que les coefficients diagonaux de A sont deux a deux distincts :
Vi#Ek, N # A

Soient Wy, ..., tn, des nombres complexes. Démontrer qu’il existe une, et une seule, famille complexe
(agy...,an_1) telle que
n—1

Diag(p1,...,un) = aoln + Z agAk.
k=1

Soit B € M, (C).
Expliciter les coefficients des matrices AB et BA.
On suppose que AB = BA. Que peut-on en déduire sur B ?

En identifiant les coefficients diagonaux des deux matrices, on est ramené au systéme suivant.

n—1
V1<i<n, me= ) @A}
k=0

Nous disposons de n abscisses A¢, 1 < £ < n, deux a deux distinctes et de n ordonnées e, 1 < £ < n.
D’apres la théorie de 'interpolation de Lagrange, il existe un, et un seul, polyndéme

n—I1

Po=) aX*€Rn1[X
k=0

tel que Po(A¢) = pe pour tout 1 < £ < n.
Avec les notations habituelles,

AB = (Mbijhicijan et BA=(bijA)icijcne

# Le moyen le plus efficace pour trouver ce résultat consiste a interpréter le produit des matrices comme des
opérations de pivot.
Multiplier la matrice B a gauche par la matrice A, c’est effectuer du pivot sur les lignes de B.
Multiplier la matrice B a droite par la matrice A, c’est effectuer du pivot sur les colonnes de B.
Et comme la matrice A est diagonale, ces opérations de pivot sont des dilatations.
L’éventualité d'un scalaire Ny nul n’est pas une difficulté : on ne cherche pas une matrice équivalente a la
matrice B, donc on a le droit d’effectuer des opérations normalement interdites.

Les matrices AB et BA sont donc égales si, et seulement si,
V1 < i,j < n, Aibi,j = bi,j7\j

c’est-a-dire
V1<ij<n, (7\1*7\]')1)1,]':0.

Comme A; — A # 0 pour tout i # j, il faut donc que la matrice B soit diagonale :
VI<i#j<n, bi; =0.

Réciproquement, deux matrices diagonales commutent quoi qu’il arrive, donc : si B est diago-
nale, on a bien AB = BA.
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On considere la fonction f définie par
X2 +2x+2

=

Démontrer que
f(x) =2 — 2x + 5x% + o(x?)

pour x voisin de 0. Interpréter géométriquement cette propriété.
On suppose que x tend vers +oo.
Donner un équivalent simple de f(x). En déduire la limite de f(x).

Calculer les réels a et b tels que

1 a b 1
f(x)_;+x—2+x—3+o(xf3).

Interpréter géométriquement cet encadrement.

Pour x voisin de 0,

1

f(X) = (2+2X+X2) . m.

# Regle d’or des développements limités : les grands devant, les petits derrieére.

On reconnait la forme

L P T S (=1)™u™ + o(u™)
T+u u—so
avec u = 2x + x>. Par conséquent, u ~ 2x et o(u™) = o(x™). Pour obtenir un développement limité a
o(x?) pres, il suffit donc de choisir n = 2.
Comme
u? = (2x+x3)%? = (2x + O(Xz))l = 4x? 4 o(x?)

x—0

(inutile d’aller plus loin), on a donc

1

T =[xl + [ 4ol =120+ 4 + o).

@ [l reste a effectuer le produit.

f(x) = (2+2x+x2)[1 —2x+ 4 + o(xz)]

X—

=24 (2x —4x) + (x* —4x% + 8x?) + o(x?) =2 — 2x + 5x% + o(x?).

Lorsque x tend vers +oo,

donc f tend vers 0.
Il s’agit cette fois de calculer un développement limité selon les puissances de l'infiniment
petith = 1/

# Un développement limité ou un développement asymptotique doit commencer par I'expression de l'infiniment
petit de référence (tous les développements usuels sont donnés au voisinage de 0).

@ On procede de la méme maniere qu’a la premiere question, en commencant par la regle d’or.
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Pour x tendant vers +oo,

x? 14 2h+2h? 5

1
14 (2h2 4+ h3)"

# Avec le facteur h, il suffit de calculer un développement asymptotique du quotient a o(h?) prés pour
obtenir f(x) a o(1/x3) pres.

On retrouve le motif

1
— =1 —1y" n
T~ u+ -+ (=)™ + o(u™)

avec u = 2h? + h3, si bien que o(u™) = o(h?™). Avec n = 1, on obtiendra un résultat en o(u) et donc
en o(h?), ce qui nous suffira. On a donc :

1 =1—[2h? + o(h?)] + o(h?) =1 —2h? + o(h?)

1+2h2 +h3
et donc:
1
1+2h+2h?) ————— = [14+2h +2h?][1 —2Kn? A =1+2 2h? — 2h? 2).
(14 2h + 2h?) T 2R TR [1+2h+2n%][ h* + o(h?)] +2h+ (2h h?) 4 o(h?)
Finalement,
1T 2 0 1
_ 2 3y “ e o
fx) = M+ to(hd) =+ 5+ 5 +0(5)

Le développement asymptotique précédent nous montre en particulier que

lim xf(x) =1

X—+00

et plus précisément que xf(x) tend vers 1 par valeurs supérieures.

# La différence xf(x) — 1 est asymptotiquement du signe de ax = 2x et donc positive.

Par conséquent, il existe A > 0 suffisamment grand pour que
Vt>A, 1< tf(t) < 2.
En intégrant cet encadrement sur le segment [A, x] (avec x > A bien entendu), on obtient :

Vx> A, J Egj f(t)dtng dt
At A At

c’est-a-dire N
X X
Vx = A, (%anJAf(t)dt<2€nX.

@ Comme f est continue sur l'intervalle ]0, 4+o0l, toute primitive de f sur cet intervalle est de la

forme
X

F(x) =B +J f(t) dt
A
(Théoreme fondamental de I’analyse). On déduit de I'encadrement précédent que toutes les primi-
tives de f tendent vers 400 avec une branche parabolique d’axe (0x), c’est-a-dire

lim LX) =0.
X—+oo X
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On considere I'endomorphisme f de R3 canoniquement associé a la matrice

6 9 =3
A=|-3 —6 3
-3 -9 6

et le sous-espace vectoriel F représenté par I'équation cartésienne
2x —y+3z=0l

Calculer une base du noyau de f.

Calculer une équation cartésienne de Im f.

Calculer une base de F.

Démontrer que l'image de F par f, c’est-a-dire 'ensemble ¥’ défini par

F' = {f(u), u € F},

est un sous-espace vectoriel de R3. Déduire de ce qui précéde une base de F'.

On effectue les opérations C; «— C; + 2C3 et C; « C; + 3C3 pour y voir plus clair. Cela
démontre que le rang de la matrice A est égal au rang de la matrice

0 0 =3
A'=13 3 3
9 9 6

Les deux premieres lignes de A’ ne sont pas proportionnelles (donc le rang est supérieur a 2) et les
deux premieres colonnes de A’ sont proportionnelles (donc le rang est inférieur a 2). Le rang de A
(qui est égal a celui de A’) est donc égal a 2 et, d’apres le Théoréme du rang, la dimension du noyau
de A estégalea .

@ D’apres la matrice A’, on constate que

Ci1+2C3=C2+3C;

c’est-a-dire
Ci—C,—Cz=0.

(On parle ici des colonnes de la matrice A.) Les coefficients de cette relation de liaison nous donnent
les coordonnées d'un vecteur non nul du noyau de A. Comme tout vecteur non nul d'une droite
vectorielle est un vecteur directeur de cette droite, on en déduit que

Kerf=R- (1,—1,-1).

On a démontré que le rang de f était égal a 2, donc son image est un hyperplan de R3. Il existe
donc trois réels a, b et ¢ tels que

(%y,z) €eImf < ax+by+cz=0.

L'image de la matrice A est engendrée par les colonnes de A. Comme ce sous-espace est un plan,
on en déduit que

Im f = Vect(eq, €2) avec g1 =(2,—1,-1) et e =(-1,1,2).

(On a pris des vecteurs colinéaires a la premiere et a la troisiéme colonne de A.)
En résolvant le systéme

{2a—b—c=0, —a+b+2c=0} (*)

on obtient que
Imf=[x+3y—z=0
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# Le systeme (%) signifie que les vecteurs €y et €, appartiennent au plan d’équation ax +by + cz =0.
Comme il s’agit d"un systeme de deux équations en trois inconnues, il existe une infinité de solutions. C’est
normal : un méme plan peut étre représenté par une infinité d’équations cartésiennes (toutes proportionnelles).
Dit autrement : deux formes linéaires ont méme noyau si, et seulement si, elles sont proportionnelles.

Le sous-espace F est le noyau de la forme linéaire
o=I[xyz)—2x—y+3z : R* > R

donc c’est un hyperplan de R3. (En bon frangais : c’est un plan.)
Pour trouver une base de F, il suffit donc de trouver deux vecteurs non colinéaires qui vérifient
I’équation cartésienne. Le couple

(uth) = ((1)2)0)) (Oa 3»”)

est donc une base de F.

#v Bien entendu, il y a une infinité de réponses possibles a cette question !

Pour tout endomorphisme f de E, I'image par f d’un sous-espace vectoriel F de E est un sous-
espace vectoriel de E, donc F’ est bien un sous-espace vectoriel.

#v Bien évidemment, il faut étre capable de démontrer ce théoreme en appliquant le théoréeme de caractérisa-

tions des sous-espaces vectoriels.

a Comme (ug,u;) est une base de F, le sous-espace F’ est engendré par le couple (f(uq), f(uz)).
On déduit de la matrice A que

flug) = f(uz) = (24,-15,-21) =3 - (8,—5,—7)

et donc que F’ est la droite dirigée par (8, —5,—7).

# Sion avait remarqué que (1,—1,—1), qui dirige Ker f, vérifiait I'équation cartésienne de F, on aurait pu
choisir le couple
((1)_1)_] )) (1)2)0))

comme base de F et en déduire sans calcul que I'image F' de F par f était une droite vectorielle.
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Pour tout n € N, on pose

1
| :J ™1+ tdt.
0
Démontrer que

1 n+2 1
<| ——dt< —
0< L Gz dtsy

pour toutn > 1.
En intégrant par parties, démontrer que

V2 1

1
Ly = - +ol—)-
n—+oo N+ 1 2\/2(]’1+])(T1+2) O<n2>

En déduire deux constantes réelles a et b telles que

a b 1
=+ o)

lorsque n tend vers +oo.

Il est clair que

tT‘L+2 2
n
En intégrant (bornes croissantes!) cet encadrement, on obtient
T2 a2 1 1
>1 0S| -—m7dt< | todt= —— < —.
vzl Jo (T+1)3/2 L n+3 n
Intégrons (deux fois) par parties.
1 1 1 T 1
b= [ VT+ } —J
"oln + 1 n+it 21/1 Tt
n + 1 2 (n+1) J
tn+2 1 1 2 1
- — : dt
n+1 n—|—1 { n+2 t}o L n+2 2(1+1t)3/2 }
\/Z 1 1 tn+2

dt

1
n+1 22m+Nn+2) 4m+1n+2) L (1+1)3/2
D’apreés la premiére question,

1 tn+2

! 1 1
4n+1)(n+2) L (1+1)3/2 dt niooo(ﬁ) :O(F)'

Lorsque I’entier n tend vers +oo, le réel h = 1/, tend vers 0.

1 1 1
e el h- (1 —h+o(h)) =h—h*+o(h?)

1 1
m+1)n+2) n2 (+n)(+2n

=h? + o(h?)

On déduit de la question précédente que

1
In =_V2(h—h?+o(h?) — NG - (h? + o(h?)) + o(h?)
V25 1
n—+oo ? N 2\[ TL2 ( )
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On lance un dé (normal, a six faces) jusqu’a ce qu’on obtienne un résultat déja obtenu. On note alors N, le
nombre de lancers effectués.
En notant x1, x2, ..., les résultats obtenus aux différents lancers, on a :

N=min{n>2:31<k<n, xn=xx}.

Démontrer que 2 < N < 7.
Proposer un modele probabiliste décrivant cette expérience aléatoire.
Quelle est la probabilité pour que N soit égal a 2 ? pour que N soit égal a 7 ?

Pour obtenir un résultat déja obtenu, il faut avoir effectué au moins deux lancers...

Comme il n'y a que six résultats possibles, on est stir d’obtenir un résultat déja obtenu a l'issue
du septieme lancer ("principe des tiroirs").

Donc2 <N 7.
Puisque tout se joue en sept lancers au plus, on modélise cette expérience en considérant une
famille de sept variables aléatoires discretes (Xi)i1<kg7 définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P), qu’on suppose indépendantes et qui suivent toutes la loi uniforme sur [1, 6].

# La variable aléatoire Xy représente le résultat du k-ieme lancer.
Nous avons choisi, faute d’information supplémentaire, le modele le plus simple (= un échantillon de
variables aléatoires indépendantes et de méme loi).
Bien entendu, on pourrait choisir un autre modele, mais les calculs seraient sans doute plus compligués.

@ Variante.
On pourrait aussi modéliser cette expérience avec le méme modele présenté sous une autre
forme : on considére I'ensemble S = [1,6]° des 6-listes d’éléments choisis entre 1 et 6 qu’on munit
de la loi uniforme (il s’agit d’un ensemble fini, de cardinal 6°).

2o [l s’agit du méme modeéle puisque chaque évenement décrit a I'aide de ces deux modeles a la méme probabi-
lité pour chacun des deux modeles. Mais ce n’est pas une mince affaire de justifier rigoureusement qu’il s’agit
bien du méme modele!

Le rang N est égal a 2 si, et seulement si, X; = X>.
Pour calculer la probabilité de 1'événement [X; = X;], on le décompose sur le systéeme complet
d’éveénements associé a X :

6 6
Xi =Xl = | [Xi =XdInDXq =il = | |Xi =1n X, =1l

i=1 i=1

Ces évenements sont deux a deux disjoints et les variables aléatoires X; et X, sont supposées indé-
pendantes, donc

6 6
PN=2)=P(X;=Xz)=) PX;=1,X;=1)=) PX;=1)P(Xz=1)=.

i=1 i=1

# Avec la variante du modele, il faut dénombrer les six listes (ix)1<k<e € S telles que iy = 1i,. Il y a six
choix possibles pour iy et 6% choix possibles pour (i3, 14,15, 1¢), donc

a Lerang N est égal a 7 si, et seulement si, les valeurs prises par les variables aléatoires Xj, ..., X¢
sont deux a deux distinctes.

#v Et la valeur prise par X7 n'a aucune importance!
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Il faut alors considérer le systéme complet d’événements associé au vecteur aléatoire (X, ..., Xs¢),
c’est-a-dire la famille

(Xy =11, X2 =12, X3 =13,Xq = 14, X5 = i5, X = 14]) on  S=I[1,6]°

(i1,i2,13,14,15,16)ES

L'évenement [N = 7] peut alors s’écrire

N=71= || [Xi=1,...,Xs=1d
(i]‘...,is)ESo

ol Sy est I’ensemble des listes de S constituées de 6 éléments distincts.
Puisque les événements sont deux & deux disjoints, on en déduit que

PN=7)= )  P(X;=iy...,Xe =1g)
(i1,--y16)ES0

et comme les variables aléatoires Xj, ..., Xg sont indépendantes, on obtient

PIN=7)= 3 P(Xi=i)P(Xs=ig) = #So)- (1) -
(i1,...,i6)650

11 est clair que #(Sp) = #(S¢) = 6!, donc

| |
PIN=7)= % = % ~ 1,54%.

# Contrairement a I'évenement [N = 2], la deuxieme version du modeéle est sans doute plus simple i utiliser
ici : on sait tout de suite qu'il s’agit de dénombrer les 6-listes constituées d'éléments deux a deux distincts de
[1, 6], c’est-a-dire de dénombrer I'ensemble S¢ des permutations sur 6 éléments.

# Alors : quel modeéle choisir?
Peu importe! La seule chose qui compte est de choisir un modele et d’effectuer tous les calculs avec ce
modele (afin que les résultats obtenus soient cohérents).
Et si, par commodité, on cherche a substituer un modele a un autre, il faut d’abord démontrer que ces
modeles sont équivalents, ce qui n’est pas une mince affaire (air connu).



