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ANNEE SCOLAIRE 2017/2018

MP

Composition de Mathématiques
Le 31 janvier 2018 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

O | — Exercice O

On rappelle que : si une fonction f est développable en
série entiere sur l'intervalle ]—a, al, alors cette fonction f
est de classe €*° sur ]—a, a[; son développement en série
entiére est unique et donné par la série de Taylor de f :

+oo f(n) (0)

fix) = n!

Vx€l—a,al,

n=0

1. On suppose dans cette question que la fonction f est
développable en série entiére sur ]| —R, R[avec R > 1 et que

1
VneN, J x"f(x) dx = 0.
0
1.a. Démontrer que la série de fonctions

(n)
Z f(x)f '(O) x™

n.

converge normalement sur le segment [0, 1].
1.b. En calculant

1
J 2 (x) dx,
0
démontrer que la fonction f est nulle sur le segment [0, 1].
1.c. Démontrer que la fonction f est identiquement
nulle sur ]—R, R[.

2. Pourtoutx € Rettoutt € Ry, on pose

et ) :J'+Oo(p(x,t) dt.

‘t =
olxt) 1+ tx? 0

2.a. Démontrer que, pour tout x € IR, la fonction

[t — @(x,1)]

est intégrable sur [0, 4+ool.

2.b. Démontrer que la fonction f est de classe ¢! sur RR.
On admettra que f est de classe ¥ sur R et qu’on obtient
ses dérivées successives en dérivant sous le signe |.

2.c. Pourt > 0, calculer au moyen d’'une série entiere
les dérivées successives en x = 0 de la fonction

[x — (P(X» t)]

En déduire 'expression de f™)(0) pour tout n € N.

2.d. Quelestle rayon de convergence de la série entiere

f(n) (0) .
> X
n!

La fonction f est-elle développable en série entiere au voi-
sinage de l'origine ?

3. Soient a > 0 et f, une fonction de classe ¢*° sur
]—a, a[. On suppose qu'il existe une réel M > 0 tel que

Vx€l-a,al, ¥neN, [fM(x)| <M.

3.a. Démontrer que la fonction f est développable en sé-
rie entiére au voisinage de l'origine.

3.b. Donner un exemple simple de fonction qui vérifie

les hypotheses faites au début de cette question.

(] Il — Probleme O

1. Soient x € R et @y, la fonction définie par

VteR, @x(t)=max(x,t).
1.a. Donner une représentation graphique de .
1.b. Calculer
1
o) = | gult)d.
0

1.c.  Donner une représentation graphique de @.

Dans la suite de ce probleme, on considere une va-
riable aléatoire discrete X définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P) eton pose

1

Vwe, Yw) :J max (X(w), t) dt.

0

2. Démontrer que Y est une variable aléatoire sur (Q, A).
3.  Onsuppose que X suit une loi géométrique. Détermi-
ner laloide.

4. On suppose que X suit la loi binomiale #(n,p) avec
0<p<1.Onnoteraq=1—p.

4.a. Rappelerlaloide X et donner (sans démonstration)
son espérance et sa variance.

4.b. Déterminerlaloide.
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5.  Onsuppose que X est une variable aléatoire a valeurs
dans I'ensemble E = {—1; 0; 1/2; 2} et que
1 1
(X=-1)=P(X=0)=5, P(X=2)=3
5.a. Quelleestlavaleurde P(X=1/)?
5.b. Déterminer la loi de Y. En déduire I'espérance de Y.
5.c.  Onpose

VweQ, Zlw)=Xuw)Y(w).

Démontrer que Z est une variable aléatoire. Déterminer la
loi de Z.
5.d. Démontrer que le coefficient de corrélation

Cov(X,Y
p(X, V) = 2 1)
V(X)V(Y)
est strictement positif.
U 1l — Probléeme 0]

On appelle série trigonométrique toute série de fonc-
tions du type

Z[an cosnx + by, sinnx]

ol (an)nen et (bn)nen sont deux suites réelles.

On note %>, 1'espace vectoriel des fonctions conti-
nues et 2r-périodiques de IR dans RR. Les coefficients de
Fourier d’une fonction f € %5, sont notés

1

on(f) = %J f(x) cosnx dx

et Bn(f) = %J'ﬂ f(x) sin nx dx.

Partie A.
1. Démontrer que la série trigonométrique

Exemples

1 1.
Z [Z_ﬂ cosnx + o smnx}
converge normalement sur R. Calculer, pour tout entier
p = 2, la somme
(e
P

n=0

et en déduire la valeur de la somme

“+o0 ] 1
— cosnx + —— sinnx|.
3 [ cosmcs g sinn

(Il n’est pas utile de réduire au méme dénominateur.)
2. Ecrire la fonction

@ = [x — exp(cos x) cos(sin x)]

comme la somme d"une série trigonométrique.

U On pourra écrire la fonction |x — exp(e™)]| comme la
somme d’une série de fonctions.

3. Donner un exemple de suite (an)nen de limite nulle,
telle que la série trigonométrique Y_ a, cos nx ne converge
pas simplement sur R.

4. On admet que la série trigonométrique

Z % sinnx

converge simplement sur R. Converge-t-elle normalement
sur R ?

Partie B.

5. Démontrer que si les séries ) an et ) by, sont ab-
solument convergentes, alors la série trigonométrique
> [an cosnx + by, sinnx] converge normalement sur R.

6. Soient a et b, deux réels quelconques. Démontrer que
le maximum sur R de la fonction [x — |acosx + bsinx|]
est égal a vaZ + b2.

7. Etudier la réciproque de 5.

8. Soient k € N etn € IN*. Calculer les intégrales

Questions de convergence normale

us

7T
J cos’nxdx et J sin kx cos nx dx.
—7T

—7T

On admettra dans la suite que
us
vV k #n, J cos kx cosnx dx = 0.
—TT
9. Soit f, la somme d’'une série trigonométrique qui

converge normalement sur R :

+o0
f(x) = Z [an cosnx + by sin nx].

n=0

VxeR,

9.a. Justifier que f € €2x.
9.b. Démontrer que o, (f) = an pour tout n € N*. Ex-
primer aussi o (f) en fonction de ao.

On admettra dans la suite que 3o (f) =0 et que

VneN* Bn(f)="bn.

10. Soit f € €. Pour tout réel x, on pose uo(f) = %oco (f)
et, pour tout entiern > 1,

Un (x) = o (f) cosnx + B (f) sin nx.

On suppose dans cette question que la série de fonctions
> un converge normalement sur R et que sa somme est
notée g : pour tout x € IR,

+o0o

+ Z [o () cos kx + Py (f) sin kx].
k=1

oo (f)
2

g(x) =

10.a. Quelles relations a-t-on entre «,, (g) et o, () ? entre

Pn(g) et pn(f)?

10.b. On admet que : si une fonction h € 6>, vérifie

VneN, an(h)=pn(h)=0,
alors h est la fonction nulle.

Démontrer que g(x) = f(x) pour tout x € R.
10.c. Conclure.
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Solution I [ Exercice

1.a. En tant que somme d’une série entiere de rayon de
convergence R, la fonction f est continue sur l'intervalle
ouvert | —R, R[ et comme R > 1, alors [0, 1] C ]—R, R[, donc
f est continue sur le segment [0, 1]. Par conséquent, il existe
une constante M > 0 telle que

vxe[o,1], [f(x)] < M.
De plus, la série }_ %x“ converge absolument
pour tout x € ]—R, R[ et donc en particulier pour x = 1.
Enfin, quels que soientn € Netx € [0, 1],

f(n)(O)f(X)Xn‘ B MM

]T\,
n! )

X
n!

Le majorant est indépendant de x € [0, 1] et c’est, comme
on vient de le voir, le terme général d'une série conver-
gente. On a bien démontré que la série de fonctions

(n)
Z f(x)f '(O) x"

n!

convergeait normalement sur le segment [0, 1].

1.b. Comme f est développable en série entiere sur
]—R, R], elle est égale a la somme de sa série de Taylor sur
cet intervalle et par conséquent

Vxel[0,1],

2(x) = f(x) x )

D’apres la question précédente, il s’agit d'une série de
fonctions qui converge normalement sur le segment [0, 1], il
est donc possible d’intervertir les opérateurs )_ et [ :

1 “+o0 (n) 1
J fz(x)dx:Zfoo)J

0 oy 0

x"f(x) dx.

Par hypothese, tous les termes de cette somme sont nuls,
donc :
J f%(x) dx = 0.
0
0 La fonction f? est continue et positive sur le segment
[0,1]. Comme son intégrale est nulle, elle est identique-
ment sur [0, 1].
1.c. Comme f est de classe ¥ sur ]—R, R[, on déduit en

particulier de la question précédente que
VneN, fM™) =o.

Comme f est la somme de sa série de Taylor sur |—R, R[:

—+00
f(n) (0) .
Vx € ]—R,R[, f(x):Z - =0.
n=0
2.a. Soit x € R. Il est clair que la fonction [t — ¢(x,t)]
est continue sur l'intervalle I = [0, +-o0l. De plus,
et .
vtel, |o(xt)] < T 0= ¢

Comme ce majorant est intégrable sur I (fonction de réfé-
rence), on en déduit que la fonction [t — ¢(x, t)] est inté-
grable sur I.
2.b. Nous allons appliquer le théoreme de dérivation
sous |.

O On a démontré a la question précédente que, pour
tout x € Q = R, la fonction

[t — @(x,1)]

était intégrable sur I = [0, +oo[.
O Ilest clair que, pour tout t € I, la fonction

[x — @(x,t)]
est de classe €' sur Q. En outre,

—2xtet

0@
ot = 1T4+tx2

0x

0 Pour tout x € ), la fonction

{t — Z—f(x,t)]

est clairement continue sur I.
O Pour tout a > 0, pour tout t € I et tout x| < a,

‘a—(p(x,t)’ < 2atet.
ox

Ce majorant est indépendant de x € [—a,a] et (d’apres
le cours sur la fonction ') est intégrable sur I en tant que
fonction de t.

Les hypotheses du théoreme de dérivation sous [ sont
donc vérifiées sur tout segment [—a, a]. Cela prouve que la
fonction f est de classe €' sur R et que

+oo te—t

li :_2
VxeR, f'(x) L 1762

2.c. Soitt > 0. Pour tout x dans 'intervalle ouvert
R
t VG)VG )

ona|—tx?| < 1 et donc

+oo +o0
o(x,t) =et Z (—tx2)™ = Z e t(—t)™ - X2,
n=0 n=0

On en déduit que [x — @(x, t)] est développable en série
entieére au voisinage de 0, avec un rayon de convergence
supérieur a '/\z > 0.

D’apres la formule de Taylor (rappelée dans I'énoncé),

alk(p alk+1

Ox2k

o ¢
Ox2k+1

(0,t) = (2k)!(—t)<e ' et (0,t) =0

pour tout k € N.
O En admettant (ce que demande 1’énoncé) que

+0o0 An
£(n) (x) = J a_(p(x)t) dt
o Oxm
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pour tout x € R et tout n € N, on obtient

+o00

£2)(0) = (—nk(zmzj et dt = (_1)4KI(2K)!

0

(intégrale classique, calculée par intégrations par parties
successives) et
f(2k+1 ) (0) -0

pour tout entier k € IN.

2.d. Quel que soit x # 0, la quantité
12k (0)
‘ (2K)!

XZk‘ — 1l x 2k

tend vers +o0 lorsque k tend vers +oo et par conséquent,
la série de Taylor de f diverge grossiérement.

On en déduit que le rayon de convergence de cette
série de Taylor est nul et donc que la fonction f n’est pas
développable en série entiere.

3.a. Comme f est de classe € sur ]—a, a[, on peut ap-
pliquer la formule de Taylor avec majoration de Lagrange
pour le reste : pour [x| < a,

n f(k)(o) |X|n+1
f(x) — x*| < sup [fF1(y)
‘ l;) k! ‘ (n+1)! \t|<IXI} }
\x\““
< A
m+1)!
an—H
SV M

Le majorant, qui est indépendant de x, tend vers 0 lorsque
n tend vers +oo (par croissances comparées des suites géo-
métriques et de la suite factorielle), donc

+oo (k)
f1<(0) ok

=2 —

n=0

pour tout x € ]—a, a[: la fonction f est bien développable
en série entieére au voisinage de l’origine.
3.b. Les fonctions sin, cos et exp sont de classe ¢'*° sur
R et leurs dérivées sont uniformément bornées sur tout
segment [—a, a :
vYneN, Vxe [—a,adl, ]sin(“)x] <1
|cos!™ x| <1
]exp(“) x’ < e“.

Solution I 0 Calcul de covariance

l.a. Pourt < x, ona @«(t) = x (= constante) et pour
t > x, ona @«(t) =t (= premiere bissectrice).

1.b. On distingue trois cas :
O Six <0, alors @y (t) =t pourtoutt € [0,1] et

1
1
D(x) = = ..
(x) Ltdt 3
O Six > 1, alors @4 (t) =x pour tout t € [0, 1] et

1
D(x) :J' xdt =x.

0
O Si0 < x <1, onapplique la relation de Chasles :

1
tdt =

X

14+ x?
5

D(x) :J

xdt+J'
0

X
1.c. Il est clair que @ est continue sur |—o0, 0], sur ]0, 1]
et sur]1,4o0l. Par ailleurs, d’apres les calculs précédents,
1

O(0—) =0(0+) = 5= D (0)

donc @ est continue en x = 0 et
O(1-)=D(1+)=1=d(1)

donc @ est continue en x = 1. La fonction @ est donc conti-
nue sur R.

De méme, @ est de classe €' sur |—o0, 0[, sur ]0, 1[ et
sur ]1, 4+-o0[ et, toujours d’apres les calculs précédents,

Vx<0, @'(x)=0
Vo<x<1, @'(x)=x
Vx>1, @/(x)=1.

On en déduit que @'(0—) = ®'(0+) =0 et que ®'(1—) =
®’(1+) = 1, donc la fonction @ est de classe €' sur R
(théoreme du prolongement ¢'').

0 i

2. Comme X est une variable aléatoire discrete sur
(Q, A) et que Y = @(X), la fonction Y est bien une variable
aléatoire discrete sur (Q, A).

REMARQUE.— On peut aussi remarquer (en prévision de

la suite...) que
VyeR, [Y=yl=[Xecd '({y}]

et donc que

Y=yl=0 siy <1/
= [X <0] poury =1/
=[X=+2y—1] pour 12 <y <1

X =yl poury > 1
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3. Si X suit une loi géométrique, alors X(w) € N* pour
tout w € Q, donc Y(w) = ®(X(w)) = X(w). On a donc :
Y = X (égalité des variables aléatoires, et pas seulement
égalité en loi!), donc en particulier Y suit la méme loi géo-
métrique que X.
4.a. Cfcours!

Je rappelle quand méme que donner la loi d"une va-
riable aléatoire discrete, c’est d’abord donner 1’ensemble
des valeurs possibles pour cette variable et ensuite donner
les fréquences avec lesquelles ces valeurs apparaissent.
4.b. Comme X prend ses valeurs dans {0,1,...,1}, on
distingue deux cas :

- SiX(w)=0,alors Y(w) = ®(0) = /.
— Sinon, alors X(w) > 1, donc Y(w) = X(w).
Donc Y est une variable aléatoire a valeurs dans

{1/2a1a2a---an}

et d’apres la discussion précédente,

Y=14]=[X=0]
Vi<k<n [Y=K=[X=kK.

On en déduit que P(Y =1/2) = q™ et que
MY\ _k n—k
V1<k<n, P(Yk)<k)pq .

5.a. Comme X est une variable aléatoire discréte a va-
leurs dans E, la famille

(P(X = X))XEE

est un systéme complet d’événements, donc

11 1
1:ZP(X:X):§+§+P(X:1/2)+§
x€eE

donc P(X = 1/) = 3/2.
5.b. Etudions les valeurs prises par Y = ®(X) en fonc-
tion des valeurs prises par X :
- SiX(w)=—-1ouX(w)=0,alors Y(w) = 1/.
- Si X(w) =1/, alors Y(w) = 5/s.
- Si X(w) =2,alors Y(w) = 2.
On déduit de cette discussion que Y est une variable
aléatoire discrete a valeurs dans F = {1/2; 5/s; 2} et que

Y =14l =[X=-1UX=0]
Y=5k]=X=14, [Y=2]=[X=2]

REMARQUE.— La discussion a établi des inclusions d’en-
sembles. Comme on a envisagé tous les cas possibles (=
toutes les valeurs possibles pour X) et que ces cas s’ex-
cluaient mutuellement (puisque X ne peut pas prendre
deux valeurs différentes en méme temps), on a de fait éta-
bli les inclusions réciproques : on a bien démontré les éga-
lités!
On en déduit que

1

PY=15 =, PY=%)=1, PY=2=1.

0 Comme la variable aléatoire Y ne prend qu'un nombre
fini de valeurs, elle est d’espérance finie et

E(Y)= Y yP(Y=y) =5

yeF

5, 1_10
12 37 9%°

ANy
ool Lt

5.c. En tant que produit de deux variables aléatoires
discretes, Z est une variable aléatoire discrete.

0 Etudions les valeurs possibles de Z en discutant sur la
valeur de X.
- SiX(w)=—1,alors Y(w) =1/ et Z(w) = —1/.
- SiX(w) =0,alors Z(w) = 0.
- SiX(w) =1/, alors Y(w) =5/ et Z(w) = 5/6.
- SiX(w)=2alorsY(w) =2et Z(w) = 4.

On en déduit que Z est une variable aléatoire discrete

a valeurs dans

et que

(Z=—-1/=[X=1]
[Z =5hel =[X=1/2] [Z=4]=[X=2]

(pour les raisons présentées plus haut). On en déduit que

P(Z=-142) =1/,
P(Z =5/h¢) = 5/12,

P(Z=0) =1,
P(Z=4) =1/

5.d. On déduit de la loi de X que

—1 5 2 3
EX) =g +0t 34373
et de la loi de Z que
—1 25 4 269
S TR T T S BT

(Personne ne demande de calculer le dénominateur!)
D’apres la formule de Koenig-Huyghens,

~ 269 3 101
T 448 4 9%
2:269-3-101
T 4.9

Cov(X,Y) = E(Z) — E(X) E(Y)

> 0.

(Personne ne demande de calculer explicitement la cova-
riance : on ne cherche que son signe!)

REMARQUE.— Le signe de la covariance Cov(X,Y) est
aussi le signe du coefficient de corrélation linéaire de X
et Y. Comme Y est par construction une fonction croissante
de X, la droite de régression de Y en fonction de X est sans
aucun doute possible croissante, donc on pouvait prévoir
sans aucun calcul que cette covariance était positive.
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Solution Il [0 Séries trigonométriques

Partie A.
1. Pourtoutn € N et tout x € R, on pose

Exemples

1 1
un(x) = 7 cosnx + I sin nx.

Il est clair que

1 1 . 2
PTIET T
Le majorant est indépendant de x € R et on reconnait
le terme général d’une série convergente (géométrique de
raison 1/2), donc la série de fonctions ) u,, converge nor-

malement sur R.
O Sip > 2, alors

vYneN, VxeR, ‘un(x)] <

:l<1,

eix
‘p P

donc la série géométrique Y (e'*/p)™ converge (absolu-
ment) et

+oo eix no p B
nZ_o(?) p—eix

(en faisant apparaitre la quantité conjuguée du dénomina-
teur). On en déduit que

p(p —cosx) + ipsinx
p2—2pcosx+ 1

+Z°° cosnx  p(p—cosx)
~ 52 _
= p? —2pcosx+1
et que
+Z°° sinnx P sinx
= pn - p2—2pcosx+1°

O En prenant p =2 et p = 3, on obtient finalement

3sinx
10 —6cosx’

s 4 —2cosx

E un(x) = +
5—4cosx

n=0

2. D’apres le développement en série entiére de exp,

o “+o0o (e
exp(e™) = Z
n=0

(le rayon de convergence étant infini, il est possible de
choisir z = e pour tout x € R) et donc, en prenant la
partie réelle,

ix)n +oo einx
! =

M

n n!

n=0

+oo
me[exp(eix” _ Z COfl;rlX
n=0 ’

Par ailleurs, exp(e'*) = exp(cos x) - exp(isinx) donc
%e[exp(eix)] = exp(cosx) - cos(sin x).

On en déduit I'expression de ¢ comme somme d’une série
trigonométrique :

+oo

exp(cosx) - cos(sinx) = Z

n=0

cos nx

n!

On peut choisir : an = /n1 et by = 0 pour tout n € N
(mais pour le moment, rien ne prouve que ce choix est le
seul possible).

REMARQUE.— Cette série trigonométrique converge nor-
malement sur R.
3. Prenons a, = '/n pour tout n € N*. Il est clair que
la suite (an)n>1 tend vers 0. Pour tout k € N, en prenant
x = 2k, on a

cos(2knm) 1

a,CosnNx = ——— = —

vyn>1,
n n

donc la série ) an cos(nx) diverge (série harmonique).
Par conséquent, la série de fonctions }_ a, cos nx ne
converge pas simplement sur IR.

REMARQUE.— L’énoncé ne demande pas de trouver une
série trigonométrique qui diverge pour chaque valeur de x,
mais seulement une série qui diverge pour au moins une
valeur de x!

4. On considere ici

i (x) = sin nx
n = \/ﬁ .
Comme
1 1
VxeR, |un(x)]< NG etque |un ()| = e

ona [[unll,, = V/vn. Comme la série ) |[ju,||,, est diver-
gente (Riemann), la série de fonctions }_ u, n’est pas nor-
malement convergente sur IR.

Partie B.

5. Pour cette question et les deux questions suivantes,
on pose

Questions de convergence normale

Un(x) = an cosnx + by, sinnx.

O Par inégalité triangulaire,

VxR, |un(x)| < lan|+ [bnl.

On a un majorant indépendant de x € R et comme les
séries ) an et ) by, convergent absolument (par hypo-
thése), ce majorant est bien le terme général d'une série
convergente. Par conséquent, la série de fonctions ) un
converge normalement sur R.
6. Lerésultat a établir est évidentsia =b = 0.

O Supposons donc (a,b) # (0,0) et notons

a b
= —— et =
va? +b? va? +b?

Comme o + B2 = 1, il existe un angle ¢ € R tel que
(o, B) = (cos @, —sin ¢)
et d’apres la formule d’addition pour le cosinus :

acosx + bsinx = v/ a2 + b2 cos(x + @).

O I est alors clair que

lacosx + bsinx| < vV a? + b?

VxeR,

VxeR,
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et comme, pour x = —¢@,

acosx + bsinx = a2 + b?

on en déduit que
max|acosx + bsinx| = v a? + b2,
x€R

7. Pour tout entier n > 1, la fonction [x — y = nx] est
une surjection de R sur IR. On déduit alors de la question
précédente que

max |u, (x)| = max|a,, cos b, sin
xe]R| nl )| ye]Rl n Yy + by siny|

=4/aZ + bi.

Pour tout entier n > 1, on sait que

lan| < (/a2 + b2 et |bnl<y/aZ +b3

(le théoreme de Pythagore dit en particulier que les deux
cotés de I'angle droit sont plus petits que I’hypothénuse).

Par conséquent : si la série de fonctions ) u,
converge normalement sur IR, alors les deux séries numé-
riques )_an et )b, convergent absolument.

O En résumé : la série trigonométrique Y, converge
normalement sur IR si, et seulement si, les séries numériques
> an et ) by convergent absolument. (Cette caractérisa-
tion éclaire les résultats particuliers des 1., 3. et 4.)

8. Pourtoutn € N et tout x € R,

5 1+ 2cos2nx
Cos"MX = —————

donc, pour toutn > 1,

7T 7T
J cos® nx dx = J M dx
—7T

3 = TL.

—T7T

REMARQUE.— Cette intégrale est égale a 27t pour n = 0.
O Quels que soient les entiers k et n, la fonction

[x = sin kx cos nx]

est continue et impaire sur le segment [—, 71}, donc

7T
J sinkx cosnx dx = 0.
—7T

REMARQUE.— L'hypothése k # 1 ne sert a rien. Elle avait,
jimagine, pour seule raison d’étre d’éviter aux esprits la-
borieux de diviser par zéro en calculant des primitives
apres avoir linéarisé l'intégrande...

REMARQUE.— Pour l'intégrale d’un produit de cosinus, il
faut linéariser l'intégrande et discuter ensuite sur la pulsa-
tion (k — 1) : elle est, ou non, nulle ?

9.a. On pose une fois encore :

YnelN, VxeR, un(x)=ancosnx-+ b, sinnx.

O Les fonctions u, sont continues sur R et 'énoncé sup-
pose ici que la série de fonctions ) u, converge normale-
ment sur R. Par conséquent, la somme f de cette série de
fonctions est continue sur R.

O Les fonctions u, sont toutes 27m-périodiques sur R.
Donc

N N
YNEN,VXER, Y uUn(x+2m) =) un(x)
n=0

n=0

et comme la convergence normale d'une série de fonctions
a valeurs dans R entraine la convergence simple de cette
série de fonctions, on peut faire tendre N vers +oo :

VxeR, f(x+2n)= Zooun(x+27t) = Zooun(x) = f(x).
n=0 n=0

La fonction f est donc 2n-périodique.
O Bref:f € ¢
9.b. Pour toutentiern > 1ettoutx € RR,

+oo
f(x) cosnx = Z Uy (x) cos nx.
k=0

Or, pour tout k € N,

VxER, |ur(x)cosnx| < |ux(x)] < [uxl -
Comme l'énoncé suppose ici que la série de fonctions
> ux converge normalement sur R, alors la série nu-
mérique Y ||uxl|,, converge et la majoration qu’on vient
d’établir montre que la série de fonctions

Z U (x) cos nx

converge normalement sur R et, en particulier, converge
normalement sur [—7t, 71].

On peut donc calculer les coefficients de Fourier «, (f)
en intégrant terme a terme :

] 7T
on(f) = %J f(x) cosnx dx

“+oo T
1
— Z ay cos kx cosnx dx
& k=0 -

7T
+ by J sin kx cos nx dx
—7T
7T
= — E ax cos kx cosnx dx
Tt —TT

d’apres 8.
On déduit encore de 8. que
vVyn>1, on(f)=a, et oo(f) =2ao.
10.a. Puisque, d’apres I'énoncé, la série trigonométrique
converge normalement sur IR, on peut appliquer ici les ré-
sultats établis au 9.a. et a la question précédente avec les
substitutions suivantes :

oo (f)
2 )
f g,

bO — 0) bn — Bn(f)y

Pn(f) — Bnlg).

ao an — an(f),

on (f) « an(g),
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On en déduit d"une part que la fonction g appartient a 6>
et d’autre part les relations suivantes entre les coefficients
de Fourier :

xo(g) =2 > = o (f)
Yn=1l, an(g)=an(f)

Bolg) =0=PRolf)
vnz>1, Bnl(g)=Pn(f)

En résumé :

Vn e,

an(g) = on(f) et Pnlg) = Pn(f).

10.b. Comme les fonctions f et g appartiennent a ’espace
vectoriel €2, la fonction h définie par

h=f—g
appartient aussi a ¢>. Par linéarité de l'intégrale,

VneN, on(h)=an(f)—an(g) =0

et de méme f3,,(h) = 0 pour toutn € IN.

D’apres le lemme admis par 1’énoncé, la fonction h est
identiquement nulle, donc f(x) = g(x) pour tout x € R.
10.c. Exemple de synthese des résultats établis plus haut :

Si f € € et siles deux séries Y o, (f) et Y Bn(f)
convergent absolument, alors la série trigonométrique

Z [otn () cos nx + B (f) sin nx]

converge normalement sur R (d’apres 5.) et de plus

+oo
f(x) = ocoz(f) + Z [otn () cos nx + B (f) sin nx]
n=1

pour tout x € R (d’apres 10.b.).

REMARQUE.— Il me parait difficile de formuler une syn-
thése pertinente des résultats établis dans cette partie si
on n’a pas déja assez savant sur les séries de Fourier... (En
revanche, si on a suivi un cours sur ce sujet, il est assez
simple de retrouver le théoreme qui vient d’étre démontré
ici!)



