Calcul différentiel [72]

On peut calculer des gradients sans calculer la moindre dérivée partielle. Suivez
le guide...

*

» 1. Pour démontrer que f est de classe ¢, on va d’abord démontrer qu’elle
est différentiable. L'expression de la différentielle nous permettra alors de
conclure.

> Pourxo € E fixé h € E voisin de 0,
f(xo +h) = (x0 + h|xo+h) =f(xo) +2(x0|h) + ||h?>.

Par bilinéarité du produit scalaire, I'application [h — 2 (xo|h)] est linéaire
sur E. D’autre part, Ih|* = o(|h]) pour h voisin de 0.
On a ainsi démontré que f était différentiable en chaque pointx, € E:

f(xo +h) =f(xo) +2{(xp|h) + o(h)
et que la différentielle de f :
df =xo— [h—2(xo|h)]]

était une application linéaire (en fonction de x¢) de E dans L(E, R).
Par [64.1], 'application df est donc de classe €*° sur E et d’apres la
définition [54], I'application f est de classe ¥"*° sur E.

> Par définition, le gradient est 1'unique vecteur V£(x,) tel que
Vhek, (Vf(xo)lh) = df(xo)(h)=2(x0lh).
Comme le vecteur 2x( convient a 1’évidence, on en déduit que

Vxo €E, Vf(xo)=2xo.

» 2. Les fonctions hy = [t — V/t], hy = [t 4] et hy = [t — 1/2] sont de
classe € sur R’.. Comme la fonction f est de classe € sur E et strictement
positive sur U = E \ {0}, on en déduit d’abord que

g1 : UL RY ML RY
est de classe € sur U et ensuite que
g2 : UL RE "L R et g3 : UZH R 5 RE

sont également de classe ¥’ sur U.

> Remarquons tout d’abord que f(x) = (¢ o g1)(x) olt @(7) = 2.

Comme ¢ : R — R est dérivable, elle est aussi différentiable et
deo(re) = [t — @'(r0) - t] = [t — 2ro - 1]
D’apres la regle de la chaine,

df(xo)(h) = (delgr(xo)]l o dgi(xo))[h]
€eR

= delg1(x0)l(dgi(x0)(h))
= ¢@'[g1(x0)] - dgi(xo)(h).
eR eR

On traduit cette égalité avec le gradient : quel que soit h € E,

<Vf(X0) |h> :ZHXO” : <Vg1 (Xo) ‘h>



et par unicité du gradient :

Vxo €U, Vf(xo) =2|x0ll-Vgi(xo)
N——

€R’,

d’ott enfin Xo
VXOGU, Vg](xo):m.

> On procede bien siir de maniére analogue pour g, (x) = /g, (x) et g3(x) =

1/192 (x)1, mais on va un peu plus vite.
@ La relation entre applications linéaires tangentes :

—1

2(x0)

dgz(xo)(h) = 7

- dgi(xo)(h)

devient en termes de gradient :

—1 —1 X0
(Vaa(x0)|h) = — - (Vgi(xa)[h) = (—- 2% |h).
Ixoll? <||><oH2 ol >
Par unicité du gradient,
Vg2(xo0) = .
Ixol?
@ De méme :
dgs (x0)(h) = ——— - g1 (x0)(h)
3(%o0 o3 (x0) 1(X0
-2 R %)
Vgs(xo)lh) = ( — - h
< > <||><o\|3 Ioll )
et donc )
—2x
Vgs(xo) = 73-
[[xoll
» Soit # = (eq,...,eq), une base orthonormée de E [31.4].
Pourtout1 <k < dettoutt e R*,
g1(t e = g1(0c) _ flllesll _ o

t—0 t

Il y a une limite a gauche (—1) et une limite a droite (+1) lorsque t tend vers 0,
mais ces limites sont distinctes, donc ce taux d’accroissement n’a pas de limite
lorsque t tend vers 0.

Aucune dérivée partielle de g; n’est donc définie en 0, bien que g soit
continue sur E (inégalité triangulaire) et de classe €' sur U.

» 3. Remarquons pour commencer que
Vxel, o(x)=g2(x)-x=g2(x)-Ig(x).

La fonction ¢ est donc de classe ¥ sur U en tant que produit de deux fonc-
tions de classe € sur L.

On applique la regle de Leibniz [68] pour calculer I'application linéaire
tangente.

de(xo)(h) = dgaz(xo)(h) - Ie(xo0) + g2(x0) - Ie(h)

(par linéarité de I et [15])
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