Calcul différentiel [96]

Comment calculer des dérivées partielles secondes a coup stir ? En suivant les
conseils de René D., bien entendu | On calcule les dérivées premiéres, on simplifie et
on y retourne pour les dérivées secondes.

*

w Les fonctions ¢ et P sont de classe ¥ par hypothese. On doit tout de
suite remarquer qu’il s’agit de fonctions d’une seule variable réelle et qu’on
peut donc parler de dérivée et de dérivée seconde pour ces deux fonctions.

@ Le théoreme de Schwarz [60], lorsqu’il peut étre appliqué, permet de sim-
plifier le calcul des dérivées secondes.

En général, pour une fonction de 2 variables, il y a quatre dérivées par-
tielles secondes a calculer. Mais si cette fonction est de classe 42, il ny a plus
que trois dérivées partielles secondes a calculer.

Plus généralement, pour une fonction de n variables, il y a n? dérivées
partielles secondes a calculer et si cette fonction est de classe 4%, il n’y en a

1) . .
que % a calculer car la matrice hessienne
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est une matrice symétrique (et comme chacun sait, toute matrice symétrique
réelle est diagonalisable).
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[96.1]

» Commengons par démontrer que la fonction u est bien de classe €2 sur R?
et pour cela, analysons cette fonction. (Top-down, kids!)

> Tout d’abord, la fonction u est la somme de deux fonctions.
(xy) = xex+y)] et [(x,y) = yb(x+y)l.

> Chacun de ces deux termes est lui-méme le produit de deux fonctions :
d’une part
(xy)—=x et [(x,y) = @(x+y)]
et d’autre part
[(xy) =yl et [(xy)—=bx+y)l.

> Dans les deux produits, le premier facteur est une application linéaire,
donc [64.1] de classe €.
Dans les deux produits aussi, le second facteur est pour sa part le produit
d’une application linéaire (donc €*°) et d'une composée :

linéaire

(52
(xy) — x4+y +— @x+vy)
RZ — R — R
dans le premier cas et
inéair« 2
(x,y) linéaige X +y RN P(x+y)
RZ — R — R

dans le second cas.

> Non seulement cette analyse prouve que f est de classe ¢ sur R?, mais
en outre elle nous indique comment calculer les dérivées partielles de f.
Pour utiliser la notation de Leibniz confortablement, nous allons supposer que
@ et \p sont des fonctions de la variable z et nous allons poser z(x,y) =x +y.
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De la méme maniére, on obtient :

0
i =x@'(x+y) +b(x+y) +yd'(x +y)

mais aussi, en dérivant a nouveau ces expressions :

g% aax[ (x+y) +x@'(x +y) +y'(x +y)]
=2¢'(x+y) +x0"(x +y) +yb”(x +y)
g?; ai[w’(X+y)+¢(X+y)+ytb’(><+y)]
=x¢"(x+y) + 20" (x +y) +yb” (x +y)
D =[xy bl )y )
=@ (x+y)+xe"(x +y) + ' (x +y) +yd”(x +y)
= aay[ (x+y)+x0'(x+y) +yd’(x+y)] = af;(

(la derniére ligne de calcul ne servant qu’a vérifier le résultat du Théoréme de
Schwarz sur cet exemple).
Il est alors clair que
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[96.2]
C’est la méme chose, nous allons donc procéder avec la méme méthode

ou presque. (Bottom-up, kids !)
» Les fonctions [(x,y) — x] et [(x,y) — y] sont linéaires sur un espace de di-

mension finie, donc elles sont de classe ¥ sur R?.
Comme ¢ est, par hypothese, de classe ¢ sur IR, la composée

RZ — R — R
xy) — y — oy

est de classe €? sur R2.
Une somme de fonctions de classe €2 sur IR? est encore une fonction de

classe €2 sur R?, donc
= [(x,y) = x+ o(y)]

est de classe ¢ sur R?.
Comme 1 est, par hypothese, de classe €% sur R, la composée

R — R — R
xy) — x+oly) — Y(x+oey) =vix,y)

est de classe €2 sur R2.



» On se lance alors dans le calcul des dérivées partielles en considérant que \»
est une fonction de la variable z, pour étre cohérent avec la fonction z = z(x, y)

définie ci-dessus.
(Pour le calcul des dérivées, la seule méthode est top-down, comme on 'a

vu plus haut.)

0 d 0 , /
B g = V) =W (o ely)
a d a / !

a; _ d‘i) : a*; =/ (x+oy)) - 0'(y)

On re-dérive par rapport a x.
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=" (x + o(y))
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Et la conclusion est alors immédiate !
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