Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2019/2020

MP

Composition de Mathématiques
Le 18 décembre 2019 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

O | — Probleme (]

Dans ce sujet, n est un entier supérieur a 2 et on s'in-
téresse, sur divers exemples, a la réduction de matrices du
type

aA DbA
(cA dA> € Man (R)

ou A € My (R) et a, b, cetdsont quatre réels non tous
nuls.

On rappelle d’une part que : si A et B sont deux matrices
semblables de M, (IR), alors il existe une matrice inver-
sible P € GLy, (RR) telle que A = P~ 'BP et que

VTeR[X], T(A)=P 'T(B)P.

On rappelle d'autre part que :

A B
det(On C):detAxdetC

quelles que soient les matrices A, B et C dans 9, (R).

Partie A. Préliminaire

On consideére ici une matrice M € M, (IR) et on note
u, 'endomorphisme de IR™ canoniquement associé a M.
L'objectif de cette partie est de démontrer que M est
diagonalisable si, et seulement si, il existe un polynéme
annulateur de M scindé a racines simples (ce qui constitue
un résultat bien connu du cours).
1. Onsuppose quun vecteur x € E vérifie

u(x) =A-x

pour un certain scalaire A € R. Démontrer que

VT e R[X],
2. On suppose que u est diagonalisable et on note

A <7\2<"'<}\p

les valeurs propres (distinctes) de 1. Démontrer que le po-
lynéme

P=(X=M)X=A2)--- (X=2Ap)

est un polyndme annulateur de u.
3. Réciproquement, on suppose que

Q=X—m)X—=p2) - (X—p)

est un polyndme a racines simples (c’est-a-dire que les
réels . sont deux a deux distincts), annulateur de u. Dé-
montrer que le spectre de u est contenu dans 1’ensemble

{M)sz---)llr}

et, en appliquant le Théoreme de décomposition des
noyaux, et que u est diagonalisable sur RR.

Partie B.
4. Onsuppose que

V(4 2).

Démontrer que V est diagonalisable sur R et donner une
matrice inversible

P (3 '§’> € GL(R)

et une matrice diagonale D telles que

Un premier exemple

V =PDP .

NB : On donnera P~ sans détailler le calcul de cette ma-

trice.

5. Soit A € My (R). On considere la matrice par blocs
aln

_ Bln
Q= <v1n 5,
(ou «, B, v et & sont les coefficients de la matrice P définie
a la question précédente).
Démontrer que la matrice Q est inversible, expliciter
la matrice Q' et démontrer que la matrice

4A 2A
WiA) = (—3A ~A

est semblable a la matrice

A On
B= <0n ZA) € Mo (R).

) S 9ﬁZn (]R)

6. On suppose dans cette question que la matrice A est
diagonalisable dans 91, (R) : il existe donc une matrice in-
versible R € GL,,(R) et une matrice diagonale A € 9t (R)
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telles que A = RAR™'. Calculer le produit matriciel par

blocs : o R0
n n

(on R’) x B x (on R)'
Que peut-on en déduire pour la matrice W(A)?
7. On se propose de démontrer la réciproque du résul-
tat précédent : on suppose donc que la matrice W(A) est
diagonalisable.
7.a. Soit T € R[X], un polynéme annulateur de W(A).
Calculer T(A).
7.b. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A
pour que la matrice W(A) soit diagonalisable.

Partie C.
8. Démontrer que la matrice

3 -2
)
est trigonalisable sur R et donner une matrice inversible P

telle que
_p(1 —2)p
v} e

9. Soit A € M, (R). Démontrer que la matrice

Un second exemple

3A —2A
2A  —A
est semblable & la matrice
A —2A
Fo <On Fy )

10. On suppose que la matrice F est diagonalisable dans
9ﬁZn (]R) .

10.a. Soit U € R[X], un polyndme annulateur de F, scindé
a racines simples. Démontrer que

(U(A) —2AU’(A)

est la matrice nulle.

10.b. Démontrer que les polyndmes U et U’ sont pre-
miers entre eux. En déduire que la matrice U’(A) est in-
versible.

10.c. Vérifier que le polyndme minimal de A est X.

11. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la
matrice A pour que la matrice

3A —2A
2A A
soit diagonalisable.

12. Exprimer le polyndome caractéristique de F en fonc-
tion de celui de A. En déduire que F est trigonalisable
dans Mo, (R) si, et seulement si, A est trigonalisable dans
Mn(R).

13. Donner un exemple de matrice A € M, (IR) telle que

la matrice
3A —-2A
2A  —A

ne soit pas trigonalisable dans 914 (RR).

Partie D.

14. Soit u, 'endomorphisme de R* représenté dans la
base canonique

Applications

%O - (el)eZa 63)64)

par la matrice

Ao =
&~ o w
N = BN
N W A o

Déterminer deux plans vectoriels stables par u.
U On pourra s'inspirer de 5.

15. En adaptant la démarche présentée dans le premier
exemple, démontrer que la matrice

SN OB
N O B~ O
o ~AON
~ o N O

est diagonalisable dans 9t (IR). Déterminer une matrice
diagonale D et une matrice inversible Q telles que

M =QDQ .

16. Utiliser la question précédente pour résoudre le sys-
teme différentiel suivant.

X1 (t) = 4x1(t) + 2x3(t)
x5 (1) = dxa(t) + 2x4(t)
VEER, 3 1) — 21 (1) + Axs(t)
x4(t) = 2x2(t) + 4x4(t)

NB : On ne portera pas les détails du calcul sur la copie.

0 Il — Probléeme 0

Partie A.
Dans ce probleme, une matrice

Définitions

A = (aij)i<ij<p € Mp(R)

est dite stochastique lorsque ses coefficients sont stricte-
ment positifs :
V1<1,)<p, (11)j>0

et que, sur chaque ligne, la somme des coefficients est
égalea 1:

P
V]glgp, Zai‘j:L
j=1

Un vecteur ligne

p= (1 u2 Hp) € M »(R)

est une loi de probabilité lorsque les coefficients de p sont
tous positifs :
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et que la somme de ses coefficients est égale a 1:

P
Z},Lj:].

j=1

Une loi de probabilité p est une loi de probabilité inva-
riante de la matrice stochastique A € M, (R) lorsque

oA =H
On que toute matrice stochastique posséde une, et

une seule, loi de probabilité invariante (Théoreme de Perron-
Frobenius).
1. Dans cette question, on considere la matrice stochas-

tique
1/2 2
A:ZG J'

(On ne demande pas de vérifier que A est bien une matrice
stochastique.)

Vérifier que la matrice A possede une, et une seule, loi
de probabilité invariante. On explicitera cette loi de proba-
bilité.

Partie B.
Pour tout vecteur ligne

Algorithme d’approximation

X = (X] X2 Xp) S m],p(R))

on pose
= max [x;|.
Xl = max b
2. On considére une matrice stochastique A € 9, (R) et
une loi de probabilité

Ho = (Mo,1 o2 mo,p) € My p(R).

On définit alors une suite (i, Jnen de vecteurs lignes

Hn = (M1 M2 Mnp) € M, (R)

au moyen de la relation de récurrence suivante.

VneN, Hnir=pn- A

2.a. Démontrer que, pour tout n € N, le vecteur ligne
i est une loi de probabilité.

2.b. Démontrer que, pour tout n > 1, les coefficients du
vecteur ligne p,, sont tous strictement positifs.

2.c. Démontrer qu'il existe réel « > 0 tel que

Yn>1,Vi<j<p, mp;=>a>0.

3. On que, quel que soit la loi de probabilité o
choisie, pour tout 1 < j < p, la suite (mn j)nen converge
vers un réel m;.
3.a. Démontrer que

im |[pun — Heolloo = 0.

n—-+oo

3.b. Démontrer que les réels m; sont tous strictement
positifs.
3.c. Démontrer que le vecteur ligne

my)

est la loi de probabilité invariante de A.

Hoo = (m1 mz

Partie C. Code Python

Dans cette partie, on choisit de représenter les vec-
teurs lignes par des listes et les matrices par des listes de
listes.

Ainsi, le vecteur (1
[1,2,3] et la matrice

2 3) sera représenté par la liste

par la liste de listes suivante

[ [1,2,31, [4,5,61, [7,8,9], [10,11,12] ]

qu’on note aussi A.
4. Pour cette liste de listes A, quelles sont les valeurs re-
tournées par len(A), par A[1] et par A[2] [1].
5. Ecrire une fonction difference(x, y) dont les argu-
ments x et y sont les listes qui représentent deux vecteurs
lignes x ety et qui retourne la liste représentant le vecteur
ligne x —y.
Par exemple, si x = (5,2) ety = (3,7), I'exécution de
difference(x, y) doit retourner la liste [2, -5].
6. Ecrire une fonction itere(x, A) dont les arguments
x et A représentent un vecteur ligne x et une matrice A et
qui retourne la liste représentant le vecteur ligne x - A.
Par exemple, six = (1,1) etsi

1 2
l'exécution de itere(x, A) doit retourner la liste [5, 7].
7. Nous allons maintenant utiliser 1’algorithme étudié
dans la premiere partie pour calculer une valeur appro-

chée de la loi de probabilité invariante de A.
Pour toute matrice A € M, (R), on choisit

p)

et, pour une tolérance ¢ > 0 donnée, on considere que iy
est une approximation satisfaisante de la loi invariante o,
lorsque

Ko = (Vp 1/p

[ — b1l < &

A T’aide des fonctions précédemment définies, écrire
une fonction loi_invariante(A, eps) dont les argu-
ments représentent la matrice stochastique A et la tolé-
rance ¢ et qui retourne la loi de probabilité ;. définie ci-
dessus.

NB : la fonction 1loi_invarianten’a pas a vérifier que A
est une matrice stochastique.

NB 2 : on n’hésitera pas, si le besoin s’en fait sentir, a défi-
nir une fonction auxiliaire.

8.  On cherche un moyen d’approcher p, qui soit plus
rapide que 'algorithme précédent sans pour autant deve-
nir particulierement complexe. Proposer une idée.

NB : on attend une proposition simple, étayée par des ar-
guments de bon sens ; on ne demande pas d’écrire du code.
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Solution | [ Produit de Kronecker

Partie A. Préliminaire

1. Par hypothese,

u'(x) = AT x.

Siu™(x) =A™ - x pour un entier n > 1 [HR], alors
u™ T (x) =u(ut(x)) =u@A™ - x) =A"- (A x)
_ )\Tl+1 . X,
Et comme u®(x) =I(x) =x =1-x = A% - x, on en déduit

que

YynelN, u™(x)=A"-x.

0 Le polyndéme T € IR[X] se décompose sous la forme

d
T= Z Clka.
k=0

On en déduit que

Z(lk uk Z(lk k.x)
(Z akAk) x=T(A) - x.

2. Siuest diagonalisable, alors il existe une décomposi-
tion de E en somme directe :

P
= @Ek
k=1

ot Ex = Ker(u — Ay Ig) est le sous-espace propre de u as-
socié a la valeur propre Ay.

O Pour tout vecteur x € E, il existe donc une décompo-
sition .

X = E Xk
k=1

avec xy € Ey pour tout T < k < p. On en déduit que

I\/]v

Plu)(x) = ) Plu)(xx)

k

—_

par linéarité de P(u). D’apres 1.,
V1 gkgp, P(U.)(Xk) :P()\k)~Xk

puisque u(xy)
Or, pour tout 1

= Ax - Xk (par définition des xy).
<k<p,

P
SICSNE
i=1

(a cause du facteur d’indice 1 = k) donc P(u)(x) = Og pour
tout x € E, ce qui prouve que P est bien un polyndéme an-
nulateur de u.

REMARQUE.— On peut aussi raisonner matriciellement,
mais c’est plus délicat, car il faut changer de notations

pour les valeurs propres (il y a n coefficients sur la diago-
nale, certains des Ay pouvant apparaitre plusieurs fois) : il
existe une base dans laquelle u est représenté par la ma-
trice

D = Diag(o1, &2, ..., an)

et, dans cette base, P(11) est représenté par

P(D) = Diag(P(ot1),P(x2),...,P(an)) = On

car chaque «; est 'un des A.
3. Soient A € R, une valeur propre de u, et x € E, un
vecteur propre de u associé a A. En particulier, x # O (par
définition méme des vecteurs propres).

Onadoncu(x) =A-xet, d’apres1.,

Comme Q est un polynome annulateur de u, on en déduit
que
Q(A) - x =0¢

et donc que Q(A) = 0 puisque x # Og.
Toute valeur propre de u est donc une racine de Q,
donc

SP(U) - {FLMFLZa . 'aur}-

0 Comme les scalaires p sont deux a deux distincts, les
facteurs (X — i) sont deux a deux premiers entre eux. On
peut donc appliquer le Théoreme de décomposition des
noyaux : comme Q(u) est ’endomorphisme nul,

E= @Ker(u— we Ie).
k=1

Si i € Sp(u), alors Ker(u — py Ig) est le sous-espace
propre de u associé a py et sinon, Ker(u — py Ig) = {0}
Ainsi,

P Ker(u—wIe)
1<k<r
MK ESp ()
et comme E est la somme directe des sous-espaces propres
de u, on en conclut que u est diagonalisable.

Partie B.

4. CommeV € M (RR), son polyndme caractéristique est
égal a

Un premier exemple

X2 —(trV)X+detV=X>—-3X4+2=(X-1)(X-2).

La matrice V € M, (R) admet deux valeurs propres dis-
tinctes, donc elle est diagonalisable.
O Plus précisément, en écrivant

Voo (3 2) @ veme (3 3),

on voit apparaitre les vecteurs propres de V.
0 Comme des vecteurs propres associés a des valeurs
propres différentes sont linéairement indépendants, la ma-

trice
2 1
P=(5 )
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est inversible et, d’apres la formule de changement de
base,
9 o~ (10
P'VP=D = ( 0 2

(puisque P~'VP représente un endomorphisme u dans
une base constituée d’un premier vecteur propre associé
a 1 et d'un second vecteur propre associé a 2).

O Les formules de Cramer donnent

A R
. _(3 2

(et ce calcul se fait de téte).

REMARQUE.— On a le choix entre D = Diag(1,2) et D =
Diag(2,1), il n'y a pas d’autre possibilité. En revanche,
pour la matrice P, on peut remplacer chaque colonne par
une colonne qui lui est proportionnelle et on peut interver-
tir les deux colonnes — ce qui revient a échanger les posi-
tions des valeurs propres dans la matrice D.
5. Ily a plusieurs maniéres de prouver que Q est inver-
sible (rang, noyau, déterminant...), mais la plus efficace
consiste a calculer directement son inverse, a condition
d’étre bien inspiré !

Par analogie avec P~', on pose le produit ci-dessous
et on calcule par blocs.

2, I\ (1. —L.\ (L. On
3l I,/ \3L, 2,/ " \on I

On a ainsi démontré que la matrice Q était inversible et

que
-1 _ _In _In
Q= (31n 21, > :
En effectuant des produits par blocs, on constate que
la matrice W(A) est diagonalisable par blocs.

- A A\ (2, I, A On
Q 1W(A)Q:(6A 4A) (_3In —In):(on ZA)

6. Encore des produits par blocs!
R71 On A On R 0On
On R'J\0n 2A)\0n R
_(RTTA 0, R On
"\l 0w 2RTAJN\On R

_ (RTTAR On (A 0,
“\ On 2R-TAR) ~ \0, 2A

R 0.\ _ (R 0.\
(on R’) B (on R) ’
donc le calcul précédent indique la matrice B est semblable
a la matrice Diag(A, 2A), qui est diagonale (puisque A est
diagonale). La matrice B est donc diagonalisable.
Comme W(A) est semblable a B (question précé-
dente), on en déduit enfin que W(A) est diagonalisable.

7.a. D’apres 5., les matrices W(A) et B sont semblables.
Par conséquent, quel que soit le polynome T € RI[X], les

Il est clair que

matrices T(W(A)) et T(B) sont semblables (propriété rap-
pelée au début de 1’énoncé).

Si T est un polynéme annulateur de W(A), alors
T(W(A)) = 02, et T(B) est donc la matrice nulle. Mais
comme B est diagonale par blocs, alors

08) = (o) 7zny) =0

et en particulier T(A) = 0.
7.b. Si W(A) est diagonalisable, alors il existe un po-
lynéme T scindé a racines simples qui annule la matrice
W(A). D’apres la question précédente, c’est aussi un po-
lynéme annulateur de A et comme T est scindé a racines
simples, on en déduit que A est diagonalisable.
Réciproquement, on a démontré au 6. que : si A est
diagonalisable, alors W(A) est aussi diagonalisable.
Par conséquent, W(A) est diagonalisable si, et seule-
ment si, A est diagonalisable.

Partie C.

8. Comme E € M (RR), son polyndme caractéristique est
égal a

Un second exemple

X2 — (trE)X +detE =X?> —2X+1=(X—1)2,
Puisque le polyndéme caractéristique de E est scindé, la ma-

trice E est trigonalisable.
0 Comme

E-L = <§ :;) et (E—Iz)z =0y,

la matrice E — I, € M, (R) est nilpotente d’indice 2.
Choisissons donc C; ¢ Ker(E — 1), soit par exemple :

() = o= ()

On vérifie rapidement que

3
2

P~ (T 0)

est inversible (ses deux colonnes ne sont pas proportion-

nelles) et
ep (1 2
PTEP = (0 1

9. On s’inspire du premier exemple pour construire la
bonne matrice de passage a partir de la matrice P calculée

a la question précédente.
—In) _ (In On) _ I
_In N On In T

ECi =C; etque EC2=(>=1-C2+(—2)-C1.

Donc la matrice

Comme

—In In) (On
—In On/ \In

on peut poser
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pour vérifier sans encombres que
A —2A —2A A I, 1
—1 _ n n
o' n N)e-(X A e
A —2A
= (on A ) =F

La similitude cherchée est ainsi démontrée.
10.a. Supposons [HR] que

P Ak —2KALARTT
On Ak
pour un certain entier k > 1.
On en déduit que
plerl _ Ak —2KALARTT A —2A
On Ak on A
AR 2(k +1)A.AK
= On Ak+1

et comme [HR] est évidemment vérifiée pour k = 1, on en
conclut qu’elle est vérifiée pour tout entier k > 1.
Comme d’autre part il est clair que

A® 0
0 __ _ n
F = IZn - (On AO) )

on a ainsi démontré que

P(A) —2A.P'(A)
””‘(on P(A) )

lorsque P parcourt la base canonique (X*)xen.
La dérivation sur IR[X] étant linéaire, on en déduit par
combinaisons linéaires que

P(A) —2A.P’(A)
P(”:(on P(A) )

pour tout polyndéme P € R[X] et en particulier pour P = U.
Mais U est, par hypothese, un polyndme annulateur

de F, donc
U(A) —2AU(A)\ _ (0, On
(o ™) = o)
et en particulier U(A) = 0.
10.b. Par hypothese, le polyndme U est scindé a racines
simples, donc tout diviseur non constant de U est aussi
scindé a racines simples.
Si Py est un diviseur non constant commun a U et a
U, alors il possede au moins une racine réelle «. Alors
o est une racine commune a U et a U’ et apparait donc
comme une racine multiple de U, ce qui contredit notre hy-
pothése de départ.
Comme tout diviseur commun a U et U’ est constant,
ces deux polyndmes sont premiers entre eux.
0 D’apres le Théoreme de Bézout, il existe donc deux
polyndmes Ty et T; tels que

ToU+TiUu’ =1.

En substituant la matrice A a l'indéterminée X, on en dé-
duit que

I = To(AJU(A) + T (AJU'(A) = Ty (A)U'(A)

puisque U est un polynéme annulateur de A (d’apres la
question précédente). Cela prouve que la matrice U(A) est
inversible, d’inverse T; (A).

10.c. Par 10.a., le produit AU’(A) est nul. Or la matrice
U/(A) est inversible d’aprés 10.b., donc A = 0,. Cela
prouve que X est un polynéme annulateur unitaire de A et
comme le degré du polyndme minimal est au moins égal
a1, X est bien le polynome minimal de A.

11. Sila matrice
3A —-2A
2A  —A

est diagonalisable, alors [9.] la matrice F aussi est diagona-
lisable. Dans ces conditions, il existe bien un polynome U
scindé a racines simples tel que U(F) = 02, et d’apres 10.c.
la matrice A est nulle.

Réciproquement, si A = 0y, alors la matrice

3A 2AN _ (0n On) _
2A A ) T 0w 0,) "
est diagonalisable, puisqu’elle est diagonale !
Conclusion : la matrice
—2A
—A

3A
2A
est diagonalisable si, et seulement si, A = 0y,.
12. Comme la matrice F est triangulaire par blocs,

Al —A 2A
On Al — A

— [det(AL, — A)]?

VAER, mez‘

done xr = (xa)?.
On sait que : une matrice est diagonalisable si, et
seulement si, son polynéme caractéristique est scindé.
Donc : la matrice F est donc trigonalisable si, et seule-
ment si, le polyndme caractéristique de A est scindé.
13. D’apres 9., la matrice F est semblable a

3A —2A
2A A )’

donc ces deux matrices ont méme polynome caractéris-

tique.
En choisissant
0o -1
Sy
(matrice d'un quart de tour : on est géométriquement str
de n’avoir aucun vecteur propre!), onaxa = X% +1, donc
F n’est pas trigonalisable et la matrice

0 -3 0 2
30 —2A\ |3 0 -2 0
<2A —A>_ 0 -2 o 1)

2 0 -1 0

dont le polyndme caractéristique est égal a (X? + 1), n’est
pas trigonalisable dans 9t (R).
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Partie D.
14. On remarque que

A 2A 1 3
M(ZA A) avec A(Z 2).

On se trouve donc dans la situation du premier exemple

avec
1 2
V-1 3)

Nous allons donc suivre pas a pas la démarche de la par-
tie B.

Comme trV = 2 et det V = —3, le polyndéme caracté-
ristique de V est égal a

Applications

X2 —2X—3=(X=3)(X+1).

Avec

V—3Iz=<_22 _22) et V+Iz=<§ §>

on peut choisir la matrice de passage
11
1T -1

(11 s oo ool
P_<] _]>, dou P '=

On pose alors
(L I
2= (i %)

et on vérifie (comme on I'a déja fait...) que

1/1 I
a1 I
Q _2(12 —Iz)'

Un calcul matriciel par blocs donne alors

N —

e (G %)

Le fait d’obtenir une matrice diagonale par blocs
signifie qu’on a en fait trouvé deux sous-espaces sup-
plémentaires stables et ces sous-espaces stables sont
des plans, puisque les blocs diagonaux appartiennent a
N (R).

Plus précisément, si on interprete la matrice Q comme
la matrice de passage de la base canonique %, a une base

P = (e1,€2,€3,€4),

la matrice Q~'MQ représente 'endomorphisme u dans la
base #. Cela signifie que les plans

P1 = Vect(er,€2) et Py = Vect(es, eq)

sont stables par w.

REMARQUE.— Si on n’a pas confiance dans les arguments
théoriques précédents, on peut se lancer dans les calculs
et appliquer la matrice M aux colonnes de la matrice de
passage Q pour vérifier directement que les deux plans
considérés sont stables par u.

7
Pour le plan P :
1 3 1 0
0 6 0 1
Mt =13 731] %o
0 6 0 1
0 9 1 0
1 6 0 1
MIol=1ol=%11]%¢]o
1 6 0 1
Pour le plan P; :
1 —1 1 0
0 -2 0 1
MIS = [T =1] 2] o
2 0 —1
-3 1
1 -2 0 1
MEos =13 =315]2
—1 2 0 —1

15. On se trouve a nouveau dans la situation du premier
exemple avec

4A 2A 4 2
Mo () s ve (3 2).

Cette fois,
xv =X2—8X+12=(X—-2)(X—6).

On forme donc :

V—212=(§ g) et V—6Iz:(_22 _22)

ce qui conduit a choisir

(1 (1 Iz
P_(_] 1) et Q_(_I2 12)'

Par choix de P, on a donc

s (20
pw_(M

et, en reprenant les calculs du 5.,

N 2, 0 .
Q 'MQ = (022 6122) — Diag(2,2,6,6),

ce qui prouve que M est bien diagonalisable.
16. En posant
x1(t)
x2(t)
(t)
x4(t)
on peut remarquer que le systeme différentiel a résoudre
équivaut a

X =

b

X] = MX,.

On pose alors

%

. —1

| =X
)
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(pour la matrice Q définie a la question précédente).
Comme la matrice Q' est indépendante du temps t, on
en déduit que

=Q 'X{ =Q 'MX; = (Q 'MQ)(Q 'X:) =DY;
ce qui se traduit par le systeme différentiel suivant
yi(t) = 2y1(t)
Y (t) = 2ya(t)
y3(t) = 6ys(t)
ya(t) = 6ya(t)

(ot fait remarquable, les quatre équations sont découplées).
La solution général de ce systeme est donc de la forme

yi1(t) = Kye?t
y2(t) = Kae?t
y3(t) = Kse®t
ya(t) = Kqet

ce qui nous donne enfin

Ky et 4+ K3€6t
KzCZt + K4€6t
—K1€2t + K3€6t
—K2€2t + K4€6t

Xt = QYt =

Solution Il O Loi invariante d’une matrice
stochastique

Partie A. Définitions

1. Pourp=(a b),ona

p~A:Ll1-(2a+b 2a+ 3b).

L’équation p - A = A se traduit par le systeme

2a + b =4a
2a + 3b = 4b

c’est-a-dire
—2a+b=0
{ 20 —b=0"
Les solutions de ce systeme (de rang 1) sont les couples
(a,b) proportionnels au couple (1,2). Comme a et b sont
positifs et que la somme a + b doit étre égale a 1, il existe

donc bien une, et une seule, loi de probabilité y invariante
pour A, il s’agit de :

w=~%5 2).

Partie B. Algorithme d’approximation

2.a. Par construction, la ligne o est une loi de probabi-
lité.

Supposons que [HR] pour un certain entiern € N, la
ligne py, soit une loi de probabilité.

Alors, pour tout 1 <j < p,

P
Mnt1,j = E Mk 'ik,/j?o

k=T>0[HR] -0

8
et aussi
PP
Z Mni1,j = Z Z Mn k0k,j

j=1 k=1

P P P

=3 oL ang) = 3 =

k=1 j=1 k=1

car A est stochastique et 1,, est une loi de probabilité [HR].
On a ainsi vérifié que la ligne 1 était aussi une loi de
probabilité.

On a démontré par récurrence que toutes les lignes i,
étaient des lois de probabilité.
2.b. Onavu ala question précédente que

P
Moy =) UL AN
k=1 =0 >0

pour tout 1 <j < pettoutn € N.
Par conséquent, s’il existait un indice 1 < j
que Mn1,; =0, alors

< p tel

ViI<k<<p, mux=0

B}

et donc
P
Z Mn k = 0.
k=1

Or py, est une loi de probabilité, donc

i _

Donc :

an]Nav‘lgjgp) mn+1,j>0
ou, si on préfere,

Yn>1,Vi<j<p, my;>0.

2.c. La matrice A compte un nombre FINI de coeffi-
cients et ils sont tous strictement positifs par hypothese.
Par conséquent, le réel

o= _ min aj;

1<1,j<p
est bien défini et strictement positif.
Pour toutn € IN, la ligne p, est une loi de probabilité,
donc

V1<jk<p, Mprar; =My

et aussi

3
3
t
||
M-
3
E
(—\‘
fo)
r
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On a ainsi démontré que

Yn>1,Vi<j<p, mp;=>a>0.

REMARQUE.— La propriété est a priori fausse pour po :
rien n'indique dans I’énoncé que les réels mo ; soient tous
strictement positifs (ils sont tous positifs et, comme leur
somme est égale a T, 'un d’entre eux au moins est stricte-
ment positif).

3.a. Par définition de la norme |||,

VnelN, O0<|[[pn— tolly = max [my; —mjl

1<i<p
P
<D fmny —myl.
j=1
Une somme de p suites de limite nulle est encore une suite
de limite nulle. Par encadrement, on vient de démontrer
que

Jim [ = Hoolog = O

3.b. D’apres2.c.,
vi<j<p,Vn=>1, mu;=>a>0.
En faisant tendre n vers 400, on en déduit que
v1<j<p, m; > o> 0.

3.c.
sitifs.
Pour tout n € N, on sait par 2.a. que

P
mej =1.

j=1

D’apres la question précédente, tous les m; sont po-

En faisant tendre n vers 400, on en déduit que

P
ij =1.

j=1

Donc i, est bien une loi de probabilité.
0 Onavuau2.a.que

P
VI<ji<p,VneN, mui1; :mekak‘j. ()
k=1

En faisant tendre n vers 400, on en déduit que
P
VI<j<p, mj=) miakg
k=1

(suite extraite dans le membre de gauche ; combinaison li-
néaire de suites convergentes dans le membre de droite).
Autrement dit : (e - A = Heo, dONC Moo est bien une loi
de probabilité invariante de A et, d’aprés le Théoreme de
Perron-Frobenius (admis par I'énoncé), c’est la probabilité
invariante de A.

Partie C. Code Python

4. Par construction, A est une liste de quatre listes, donc
len(A) vaut 4.

L’expression A[1] désigne 1’élément d’indice 1 de la
liste A, c’est donc le deuxiéme élément de A (puisque les
indices commencent a 0). Donc A[1] est la liste [4,5,6].

De méme, I'expression A[2] [1] désigne le second élé-
ment de la deuxieme liste de A. Donc A[2] [1] est égal a 8.
5.  On écrit une fonction qui s’applique a des listes de
taille quelconque, en supposant que les deux arguments
soient des listes de méme taille.

def difference(x, y):

p = len(x)
d = [ x[k]-y[k] for k in range(p) 1]
return d

6. Ici encore, on écrit une fonction qui reproduit stricte-
ment la formule (x) et s’applique a des listes de taille quel-
conque. La compatibilité des tailles de x et de A est admise
(sans étre vérifiée par la fonction).

def itere(x, A):
p = len(x)
y =[]
for j in range(p):
s =0
for k in range(p):
s += x[k]*A[k][j]
y.append (s)
return y

7. On calcule la norme d’un vecteur a ’aide d’une fonc-
tion auxiliaire.

def norme(d):
return max([abs(dk) for dk in d])

Le calcul approché de la loi invariante n’a plus qu’a suivre
l'algorithme présenté dans 1’énoncé. Le test d’arrét de-
mande de connaitre a chaque itération les listes qui repré-
sentent 1 et pg.

def loi_invariante(A, eps):
p = len(A)
x = [ 1/p 1*p # Ho
y = itere(x, A) # = A
while (norme(difference(x, y))>eps):

x =y #
y = itere(x, A) # ux =px_1-A
return y

8. Aulieu de calculer toutes les lignes successives (i, on
peut se contenter d’en calculer une suite extraite, en s'ins-
pirant de l'algorithme d’exponentiation rapide.

Ainsi, a chaque itération, on effectue deux produits
matriciels :

M—M? et pep-M

apartirde M = A et u = po. On vérifie par récurrence que,
ala k-ieme itération, M est égale a A" et pa okt _q. Il est
raisonnable de considérer que le test d’arrét sera satisfait
beaucoup plus vite, ce qui compensera trés largement le
nombre plus important d’opérations effectuées a chaque
itération.



