Calcul différentiel [115.1]

Dans un cadre scolaire (et dans un cadre scolaire uniquement !), il suffit souvent
d’un changement de variables linéaire pour pouvoir résoudre une EDP, en se ramenant
a une EDP de référence.

Je commence par quelques généralités utiles a connaitre sur les changements de
variables linéaires et en particulier sur la maniére de s’en servir de maniére autonome.

*

» On considére une fonction f = f(x,y) : R? — R de classe ¥ et un chan-
gement de variables linéaire ¢ € GL(R?) :

(P(X»U) = (0X+by> cx + dy) = (u(XJJ% V(X»H))-

Dans cette écriture, u et v sont deux formes linéaires sur R?, ce sont les com-
posantes de 1’application ¢.

> Du fait que ¢ soit un automorphisme de R?, il s’agit d’une application
de classe € sur R? [64.1] et sa bijection réciproque est aussi de classe €'
sur R? (puisqu’elle est linéaire elle aussi). Par conséquent, ¢ est bien un dif-
féomorphisme de R? sur R? (cf [85.1]).

> Comme @ est bijective de R? dans R?, on peut alors définir une autre
fonction g = g(u,v) : R? — IR en posant

¥ (xy) €R?Yflx,y) = (g0 @)(xy)
ce qui revient au méme que
v (LL,V) € IRZ) g(u,v) = (fo (071 )('LL,V).

Dans cette derniéere égalité, u et v sont cette fois des variables et non plus des
fonctions.

> Enfin, comme @ et @' sont de classe >,

— sifestde classe ™, alors g = f o @~ ! est aussi de classe €™ ;
— si g estde classe ¥™, alors f = g o @ est aussi de classe €™.

Autrement dit : la fonction f est de classe €™ si, et seulement si, la fonc-
tion g est de classe ™.

» Quel que soit le scalaire A # 0, 'application A - ¢ est aussi un difféomor-
phisme de R? sur R?. Ces deux changements de variables ne different que par
un changement d’échelle : le facteur A ne modifie que 1'unité de calcul.

Par conséquent, méme si 1’expression de @(x,y) fait apparaitre quatre
coefficients a, b, ¢ et d, nous ne disposons réellement que de trois degrés de
liberté pour choisir ¢.

D’autre part, puisque ¢ doit étre bijective, il faut que ad —bc # 0, ce qui
impose une premiére contrainte, indépendante de tous les calculs ultérieurs.

Il nous reste donc juste assez de degrés de liberté pour deux contraintes
supplémentaires.

(1) On conserve les notations précédentes dans tous les exercices qui suivent.

» On applique la régle de la chaine pour exprimer les dérivées partielles de f.

of 0g ou 0g Oov __ 0g 0g
ox ou ox | av ax_z au+3 ov
of g du_ 09 v _dg g
dy du dy Oov dy OJu v

On en déduit que
of 3 of  dg

—_ C— = ) 1
0x dy ou @)



» La suite du raisonnement est mécanique et demande donc la plus extréme
rigueur (quantificateurs et composition des fonctions). Mais comme c’est mé-
canique, une fois qu’on a bien compris comment ¢a marche, on peut brtler les
étapes et donner le résultat beaucoup plus vite...

> La relation (1) doit étre comprise de la maniére suivante (toujours la
meéme).

of of dg
2 _ — P— _
Yoy €RY —(y) -3 o (x,y) au(w(x,y))

Une fonction f € €' (R) est donc solution de 'EDP

of

meR%Q%m—&@

- (%) =0 @

si, et seulement si, la fonction g est solution de
0
VoY) eU=RY =2 (p(xy) =0

ce qui revient a

0
Y (u,v) € W =R?, —g(u,v) =0
ou

puisque ¢ réalise une bijection de U = R? sur W = R2.
> On reconnait ici une EDP de référence [109.2]. La fonction g est donc
solution de cette EDP si, et seulement si, il existe une fonction h € €' (R) telle
que
Y (u,v) € R%,  g(u,v) =h(v).

On invoque a nouveau la bijectivité de ¢ pour en déduire que f est solution
de 'EDP (2) si, et seulement si, il existe une fonction h € €' (R) telle que

V(xy) €R?,f(x,y) = (g0 @)(x,y) = g(ulx,y), v(x,y))
=h(v(x,y)) =h(3x +y).

(Dans cette derniére étape, on traite u et v comme des fonctions de x ety parce
qu’on cherche a exprimer la solution f comme une fonction de x et y.)

(3) Méme méthode! Cette fois :
of 0dg 0g of _dg

% au v 3y ov
et par conséquent
of of 0g
>y @)

» Le méme raisonnement que le précédent nous assure que la fonction f €
%" (IR?) est solution de 'EDP homogene

of of
2 o e =
vV (x,y) € R%, ax(x,y) + o (x,y) =0 4)

si, et seulement si, il existe une fonction h € €' (R) telle que

¥ (x,y) € R?,  fx,y) =h(y —x).
(Non, la question n’était pas posée, mais j'y réponds quand méme.)
» Comme dans le premier exemple, la relation (3) nous dit que

of og

0
Vou) € R S 00y)+ 5 x0y) = 55 (o)

et comme f(x,y) = g(¢(x,y)), on en déduit que la fonction f € €' (R?) est
une solution de 'EDP

of of
V(X,U) EIRZ» a(x»y)""@(xay):f(x»y) (5)



si, et seulement si, la fonction g est une solution de 'EDP

¥ (x,y) € R, %(cp(x,y)) =g(e(x,v))

ce qui revient a
0
Vnv) €R?Y () = glu,v) ®)

puisque la fonction ¢ réalise une bijection de R? sur R?.

> Si on raisonne a v fixé, avec u pour seule variable, on peut interpréter
cette derniere EDP comme une équation différentielle du premier ordre a co-
efficients constants.

La fonction g € €' (R?) vérifie 'EDP (6) si, et seulement si, pour tout
vo € R (fixé, donc!), la fonction [u — g(u,vo)] est une solution de 1'équation
différentielle

VueR, z'(u)—z(u)=0

ce qui revient a dire que, pour tout vo € R, il existe une constante K(vp) € R
telle que
YueR, g(u,vo)=K(voe".

> II faut bien comprendre ce qu’on vient de faire ici : en résolvant 1’équa-
tion différentielle apres avoir fixé v = vy, on fait a priori dépendre la constante
d’intégration de la valeur de vo. Autrement dit, on a ainsi défini point par
point une fonction K : R — R.

> Avant de continuer, il faut remarquer que la fonction K n’est pas comple-
tement arbitraire, quoiqu’elle soit définie point par point. En effet,

V(u,v) € R, K(v) =e “g(u,v)

et en particulier (pour u = 0) K(v) = g(0,v). On en déduit que la fonction K
est nécessairement de classe ¢! sur R en tant que composée de fonctions de
classe €. ‘

R & R — R

v — (0,v) — g(0,v)

> On peut maintenant conclure : la fonction f € €' (IR?) est solution de
I'EDP (5) si, et seulement si, il existe une fonction K € ¢ (R) telle que

V(x,y) €R? f(x,y) = K(V(X)y))eu(x,y)
=K(y —x)e~.

(4) C’est toujours pareil, donc je réduis les explications au minimum.
D’apres le changement de variables proposé,

o 39 29 O _dg_dg oo df A _, g
ox ou Ov dy ou v ox oy  ou’
On en déduit que
of of
2 i v _ 2 _ 2
V(xy) € R, ax(x,yHay(x,y) (x +y)* = [ulx,y)]

= VY (uv) eR? 2. g—i(u,\)) =u?

3
= Vv R, IK(vo) €ER, YU ER, glu,vo) = 1%+K(vo).

On a ainsi défini une fonction K : R — R telle que K(v) = g(u,v) — u’/e pour
tout (u,v) € R? et en particulier telle que

R linéaire R2 ges’ (R?) R
v — (0,v) — Q(O,V) =K(v)



ce qui montre que la fonction K est de classe €' sur IR.
On peut alors conclure, en conservant le détail des arguments : la fonc-
tion f € €' (IR?) est une solution de 'EDP

of of
2 el s _ 2
vV (xy) € RY, ax(x,yHay(x,y) (x+y)

si, et seulement si, il existe une fonction K € €' (R) telle que

3
vV (u,v) € ]RZ, glu,v) = % + K(v)

c’est-a-dire

Y (x,y) € R%,  (go@)(xy) =

soit enfin :
(x +y)?
c
On peut remarquer que cette solution est la somme d’une solution parti-
culiere : (x +y)3/6 et de la solution générale de 1'équation homogene, résolue
au début du (3).

Y (x,y) € R flx,y) =K(x—y)+

A suivre au [115.3]



