Calcul différentiel [120]

Un autre exemple de changement de variables non linéaire. La bijectivité de ¢
est ici établie en exprimant la réciproque @~ ". Cette expression ne nous servira i rien
d’autre...

Comme d’habitude, le changement de variables nous sert a transformer I'EDP
en une équation différentielle (qu’on sait résoudre).

*

u?4v?

» Posons ¢(u,v) = (Y5*~, v) pour tout (u,v) € A =R} x R.

> Comme les deux composantes de ¢ :

2 2
x(u,v) = % et ylu,v)=v

sont polynomiales, il est clair que ¢ est de classe € sur A.
> Soit (x,y) € R?. On cherche a quelle condition sur (x,y) le systeme

¢(u,v) = (x,y)

admet au moins une solution (u,v) € A (surjectivité de @) et si ce systeme
admet exactement une solution (injectivité de ).
Il est clair que

x = uiv? — x —y? =u?
y=v y=v

(Assurez-vous de bien comprendre qu’il s’agit ici de 2 implications!)

On impose (u,v) € A, doncu > 0 et u? > 0. La premiére équation
montre donc que, si 2x—y? < 0, alors ce systéme ne peut pas avoir de solution
dans A.

Réciproquement, si 2x —y? > 0, alors

{Zx—yzzuz {u:\/ZX—yZ
_ —
y=v V=Y
caru > 0.
On a ainsi démontré que ce systéme admettait une unique solution pour

tout (x,y) € U = [y? — 2x < 0] et n’admettait pas de solution pour (x,y) ¢ U.
Par conséquent, ¢ réalise bien une bijection de A sur U et

V(x,y)eu, (Pq(X»y):(vZX—Uz» y)

La deuxiéme composante est linéaire, donc de classe ¥ sur R? et, par res-
triction, sur U. Quant a la premiere composante :

u o P R R
(xy) +— 2x—y? — /2x—y?

elle est de classe € sur U en tant que composée : on rappelle que /- est de
classe € sur R (mais seulement continue sur R ).

» Puisque nous disposons d'un authentique changement de variables certifié,
eh bien, changeons de variables ! On pose :

v (U,V) € A) g(u,v) = (fo (p)(u,v)
ce qui revient a f(x,y) = (g o @ ")(x,y) pour tout (x,y) € U.

Comme ¢ est de classe € sur A, il est clair que f est de classe ¢’ sur U
si, et seulement si, g est de classe €2 sur A.



> Il est clair sur la définition de ¢ que

ox o _ oy _, Qy_,

- WY © o dv

> Appliquons maintenant la regle de la chaine pour exprimer les dérivées
partielles de g en fonction des dérivées partielles de f.

Comme
d0g _of ox of dy of

du  ox ou @'au_u'&’

on peut en déduire que

o2g D of
(50

2~ ou\t ax
ou of 0 /of L. , .
=50 T {a (&) } (dérivation d"un produit)
of 0 /of . N
=15 +u- {u Ix (&) } (regle de la chaine au ler ordre)
of , 0%f

T Tt T

REMARQUE.— Comme d’habitude, il importe d’étre bien conscient du sens
exact de ce qui est écrit!

d%g of , 0%f
V('LL,V) €A, m(“%\)) :a((ﬁ’(u»v})"‘u W((p(uvv))
REMARQUE.— Pour ceux que ¢a intéresse...
g _ of of
v 0x 0y
ﬁ_g+vz E—FZ\) azf _|_aizf
v dx ox2 oxdy  oy?

(On a fait, bien entendu, usage du Théoreme de Schwarz.)

» Revenons a 'EDP en f. Comme ¢ réalise une bijection de A sur U, la pro-
priété :

02 f

L0y S ix,y) — fly) =

Vixy)el, (2x—y?) ™
équivaut a la propriété :

vV (u,v) € A,

2
{2ty —y? ()] o

(o(wv)) + o (pu,v)) } — F(olwv) =0

ox

qui équivaut elle-méme, d’apres les calculs de dérivées partielles a la pro-
priété :
vV (u,v) €A {az—g(uv)}—g(uv)zo
) ) ouz' ) .

» L'EDP précédente est une équation différentielle masquée car on ne dérive
ici que par rapport a une seule variable !

> Fixons vo € R. La fonction
z= [‘LL — g(u»VO)]
est de classe €2 sur R*_en tant que composée :

RY — A — R
u — (U.,Vo) — g(u)VO)



et vérifie I'équation différentielle :
Yu>0, z"(u)—z(u)=0
donc il existe deux constantes réelles A(vo) et B(vo) telles que
Yu>0, g(uvy)=A)chu+ B(vy)shu.

(Comme on raisonne a v = vy fixé, les constantes d’intégration dépendent a
priori de vy.)
> Il existe donc deux fonctions A, B : R — R telles que

vV (w,v) €A, g(u,v)=A(v)chu+ B(v)shu.
En particulier, comme 1 > Oet2 > 0,

g(1,v) =ch1-A(v) + sh1-B(v)
vveR, {9(2,\1) — ch2-A(v) + sh2-B(v).
Le déterminant de ce systéme (d'inconnues A(v) et B(v)) est égal

chl-sh2—sh1-ch2=sh(2—-1)#0

donc on peut exprimer A(v) et B(v) comme combinaisons linéaires de g(1,v)
et g(2,v). Or les deux fonctions

[vi— (1,v) — g(1,v)] et [vi— (2,v) — g(2,V)]

sont de classe €7 sur R (en tant que composées de fonctions de classe 42),
donc les deux fonctions A et B sont de classe ¢ sur R (en tant que combinai-
sons linéaires, cette fois).

> Réciproquement, quelles que soient les fonctions A, B € ¢?(IR), la fonc-
tion g définie par

v (w,v) € A, glu,v) =A(v) -chu+B(v)-shu

est de classe € sur A car 6> (A) est stable par produit et par somme et que :

A TR SR A R R
(w,v) — uwu +— chu (w,v) — v — AV)
(w,v) — uw +— shu (u,v) — v +— B(v)

D’autre part, il est clair que la fonction g vérifie I'équation

azg
YV (u,v) € A, w(u,v)fg(u,v)zo.

On connait donc I’ensemble des solutions de cette EDP.

» Le changement de variables ¢ permet alors de revenir a la fonction f pour
conclure : la fonction f € €?(U) est une solution de 'EDP

0%f

ST G0y)+ 5 (xyy) — Flx,y) =0

V(xy)el, (2x—y?) ™~

si, et seulement si, il existe deux fonctions A et B de classe 2 sur R telles que
V(u,v) €A, fle(u,v) =guv)=A(v) chu+B(v)- -shu

c’est-a-dire

V(x,y) el, f(xy)=A(y) chy2x—y2+B(y) sh/2x —y2.



