MPSI 1 - Semaine 21
Algebre linéaire et calcul matriciel

1 Construction des exercices

1.1 Matrices de passage

Les matrices a étudier ne sont pas définies au hasard :
on part de matrices simples (pour lesquelles le rang,
le noyau et de I'image sont évidents) et on les com-
plique en appliquant la formule de changement de
base. Pour cela, il faut choisir des matrices de passage
"raisonnables" afin que les calculs (menés a la main...)
ne soient pas affreux.

import numpy as np

P = np.matrix([[1,2,-1],[1,2,-21,[1,1,11])
Q = np.matrix([[2,2,1],[-2,1,3],[3,1,-111)
# 1’inverse d’une matrice inversible est
# aussi une matrice inversible !

P2, Q2 = Pxx(-1), Q*x(-1)

On vérifie que les matrices ont été bien choisies : non
seulement elles sont inversibles, mais leurs inverses
respectives sont également des matrices a coefficients
entiers "pas trop grands".

12 -1 —4 3 2
P=(12 -2 P'=[3 -2 -1
11 1 1T -1 0
2 21 —4 3 5
Q=(-21 3 Q'=(7 -5 -8
3.1 -1 -5 4 6

1.2 Matrices de référence

On choisit maintenant les matrices de référence (= celles
qui sont si simples a étudier).

On notera systématiquement ¢, 'endomorphisme ca-
noniquement associé a chacune de ces matrices.

A=np.diag([1,-2,0])

1 0 0
A=|0 -2 0
0 0 O

L'image par ¢ du 3-ieme vecteur de base est nulle,
donc la matrice A n’est pas inversible.

Son rang est égal a 2 : les deux premiéres colonnes ne
sont pas proportionnelles (donc rang > 2) et la troi-
siéme est nulle (donc rang < 3).



Son image est le plan engendré par les deux premiéres
colonnes (la troisiéme ne servant a rien).
Son noyau est la droite dirigée par le troisieme vecteur
de base : on a vu que le noyau contenait ce vecteur et,
d’apres le Thm du rang, la dimension du noyau est
égale a 3 — 2 =1 (nb de colonnes - rang).

B = np.diag([1,1,2])

100
B=10 10
00 2

La matrice B est diagonale/triangulaire (au choix) et
ses coefficients diagonaux sont tous différents de 0, donc
la matrice B est inversible.

L'image de ¢ est donc R? (3 lignes, donc l'espace d’ar-
rivée est de dimension 3 et, par surjectivité, I'image est
égale a I'espace d’arrivée).

Le noyau de ¢ est réduit au vecteur nul.

I3 = np.eye(3, dtype=np.int32)
(B-1I3)*(B-2%I3)

On vient de trouver un polynéme annulateur de B : il
s’agit de (X —1)(X —2) = X* —3X + 2.

C = np.matrix([[1,0,0],[0,2,0]])

100
C:(ozo>

La matrice C n’est pas inversible, car elle n’est méme
pas carrée.

Elle représente une application linéaire de R? (trois co-
lonnes) dans R? (deux lignes). Son rang est donc infé-
rieur a 2.

Les deux premieéres colonnes ne sont pas proportion-
nelles, donc le rang de ¢ est au moins égal a 2. Par
conséquent, le rang de C est égal au nombre de lignes
et 'application ¢ est surjective.

D’apres le Thm du rang, dimKerC = 3 —2 = T et
comme le noyau contient le vecteur (0,0, 1), il est en
fait dirigé par ce vecteur : Ker ¢ =R - (0,0, 1).

D = np.matrix([[1,0],[0,1],[1,-111)

1 0
D=|(0 1
1T -1

La matrice D n’est pas inversible.

Elle représente une application linéaire de R? (deux
colonnes) dans R? (trois lignes). Son rang est donc in-
térieur a 2 et elle n’est pas surjective.

Les deux colonnes ne sont pas proportionnelles, donc
le rang de ¢ est égal a 2.



D’apres le Thm du rang, la matrice est injective :
dimKero =n,—rge=2—-2=0

(ou n. est le nb de colonnes).

Son image est le plan de R? engendré par les colonnes
de D. Il est plus agréable de caractériser un plan de
R3 par une équation cartésienne, le produit vectoriel
permet d’en calculer une facilement : on trouve x —
y+z=0.

2 Exercices

Exercice 1

On considere la matrice M; définie par M1=P*A*P2.

—16 11 6
M;=1|-16 11 6
—10 7 4

On notera ¢, 'endomorphisme de R? représenté par
la matrice M; dans la base canonique de R>.

1. Exprimer ¢(x,y,z) pour tout (x,y,z) € R3.

2. Calculer le rang de ¢. L'application ¢ est-elle in-
jective ? surjective ?

3. Caractériser le noyau de .

4. Donner une base de Im ¢. En déduire une équa-
tion cartésienne de Im .

5. On considere les vecteursu = (1,1,1),v=(2,2,1)
etw=(—-1,-2,1).
(a) Démontrer que (u,v, w) est une base de R>.
(b) Calculer la matrice de ¢ dans cette base.

Exercice 2

M2=P2xA*P
Pour tout (x,y,z) € R?, on pose
@(x,y,z) = (—10x — 20y + 16z,
7x+ 14y — 11z, 3x+ 6y — 5z).
1. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de R?.
2. Quelle est la matrice de @ relative a la base cano-
nique de R*?
3. Calculer le rang de ¢. L'application ¢ est-elle in-
jective ? surjective ?
4. Caractériser le noyau de ¢.

5. Donner une base de Im ¢. En déduire une équa-
tion cartésienne de Im .

6. On considere les vecteurs suivants.
u=(-4,31) v=(3,—-2,—-1) w=(2,—-1,0)
(a) Démontrer que (u, v, w) est une base de R*.
(b) Calculer la matrice de ¢ dans cette base.



Exercice 3

M3=Q*B*Q2
On considére les vecteurs

u:(za_2>3)) \):(2,],”, W:(1>3>_])

ainsi que 'endomorphisme f de R? représenté par la
matrice

4 4 6
Ms=|—15 13 18
5 —4 —5

dans la base canonique de R3.

1. Démontrer que la famille # = (u,v,w) est une
base de R°.

2. Démontrer qu’il existe une, et une seule, appli-
cation linéaire
¢ : R =R’
telle que @(u) = u, (v) = vet p(w) = 2w.
Quelle est la matrice de @ relative a la base %#?
3. Démontrer que @ est inversible.
4. Comparer les applications f et ¢.

5. Trouver une matrice inversible P telle que la ma-
trice P~'M;P soit diagonale.

Exercice 4
M4=P2xD
On considére I'application linéaire ¢ : R? — R" ca-
noniquement associée a la matrice
-2 1
My=1| 2 -1
1T -1
1. Quelles sont les valeurs denetp?
2. L'application ¢ peut-elle étre inversible ? Est-elle
injective ? Est-elle surjective ?
3. Donner une base et une équation cartésienne de
Im o.

Exercice 5
M5=C*Q

On considére 1'application linéaire ¢ : R? — R" ca-
noniquement associée a la matrice

2021
M4:(—4 2 6)'

1. Quelles sont les valeurs denetp?

2. L'application ¢ peut-elle étre inversible ? Est-elle
injective ? Est-elle surjective ?

3. Donner une base de Ker ¢.



3 Meéthodes de calcul a connaitre

FORMULE FONDAMENTALE
Etant donnée une base de E :
B =(er,...,ep)
une base de F:
C = (€1y...,€n)
et une application linéaire
o : E—F

la matrice de ¢ relative aux bases % et ¢ est obtenue
— en calculant I'image par ¢ des vecteurs de la base
B
@(&)) RS (p(ep)

— en décomposant ces vecteurs dans la base ¢’;

— en écrivant les coordonnées de ces vecteurs en co-
lonnes.

La matrice d’une application linéaire est donc en par-

ticulier la matrice d’une famille de vecteurs.

Pour cette raison, la matrice d’une application linéaire

doit toujours étre lue et écrite en colonnes. (Les lignes

ne sont pas susceptibles d"une interprétation géomé-

trique.)

3.1 FEtude d’une matrice

a Le rang d’une matrice peut étre facilement calculé

par des opérations de pivot sur les lignes et/ou sur
les colonnes.

Il n’est pas nécessaire d’effectuer des opérations de pi-
vot jusqu’a l'obtention d"une matrice J.! Des qu’on
obtient une matrice dont le rang est visible au coup

d’ceil, on peut s’arréter. (Cf. le calcul du rang des ma-
trices A, B, CetD.)

@ Pour démontrer qu'une matrice est inversible, il suf-
fit de calculer son rang.

Bien entendu, on peut aussi calculer son déterminant
ou son inverse, mais ces calculs sont plus longs que le

calcul du rang (car ils apportent une information bien
plus importante que le rang).

@ Pour calculer une base de I'image, il faut rappeler
pour commencer que l'image est engendrée par les co-
lonnes de la matrice.

Ensuite, il faut extraire une base de cette famille géné-
ratrice et pour cela, il faut déterminer les relations de
linison entre les colonnes, au moyen d’opérations de
pivot sur les colonnes (et seulement sur les colonnes).

@ Pour calculer une base du noyau, il s’agit de ré-
soudre 1’équation

MX = 0.



En notant x;, ..., x, les coefficients de la colonne X
et en notant C;, ..., C, les colonnes de la matrice M,
I’équation MX = 0 peut aussi s’écrire sous la forme

X1-C1+X2'C2+"'+XP'CPZO

ce qui signifie qu’on cherche une fois de plus les re-
lations de liaison qui pourraient exister entre les co-
lonnes de la matrice. On arrive donc au résultat en ef-
fectuant des opérations de pivot sur les colonnes (ex-
clusivement).

3.2 Changement de base

@ La matrice colonne qui représente un vecteur x € E
dépend a priori de la base Z choisie.

Etant données deux bases %; = (e, ..., ep) et %, de
E, la matrice de passage de #; a %, est définie par

mat,@z(eh. . .,ep).

Cette matrice est donc écrite colonne par colonne et c’est
ainsi qu’elle doit étre lue!

Si on se donne deux bases %4, et %, de E, on peut re-
présenter un méme vecteur x € E par deux colonnes :

Xi =Maty, (x) et X, =NMaty, (x).

Ces deux colonnes sont reliées par la Formule de chan-
gement de base pour les vecteurs : si P est la matrice
de passage de % a %4,, alors

X, =P7'X,.

@ De méme, la matrice d'un endomorphisme ¢ de E
dépend a priori de la base # choisie.
Les matrices de ¢ relatives a deux bases de E :

A =Maty, (@) et A, =Maty, (@)

sont reliées par la Formule de changement de base
pour les matrices : si P est la matrice de passage de
%, a $,, alors

Ay =P AP

@ On peut vérifier la cohérence de ces deux formules
de changement de base.
Maty, (@(x)) = ArX;
Matz, (9(x)) = ArXy = (PT'AP)(PTX))
=P (AX))



