Topologie des EVN [43]

[1.a] Pour tout entier n € IN,

1 pourn=0,

/2 pourm > 1.
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est donc clair que la suite (f,,)nen est bornée pour la norme ||-|| de conver-
Ilestd 1 1 te (fn)nen estb 1 d
gence en moyenne quadratique.

Rappel : si on ne connait pas le résultat par cceur, on le retrouve en linéa-

risant.
1+ cos 20

Vo eR, cos? 0 = >
[1.b] On suppose que 1 < n < p. D’apres [Chap.14 - 87.1] ou [Chap.17 - 8.3],
[ — fpll* = Ifnll® + [1fp]1* = 2(fnlfp) =1—=2(fnlfp).

On linéarise a nouveau :
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=0
et donc
vi<n<p, [fn —fpll = 1.

a §'i] existait une suite extraite (f,, )xen qui convergeait, alors il existerait
une limite { € E telle que

Hm ||fn, — || = 0.

k—+o0

Par inégalité triangulaire, on aurait en particulier
VkeN, 0< ||fnk+1 _fnk” < ||fﬂk+1 _E” + ||e_fnkH

et par encadrement

lim ||f
k—+o00

M1 fnk ” =0.
Or 1 < ny < ng < ng4q pour tout k > 1 (par définition des suites extraites!),
donc

Vk>1) ||fﬂk+1 7fﬂk||:1

ce qui contredit la limite précédente.
Par conséquent, de la suite bornée (f,, )nen, ON ne peut extraire aucune
suite convergente.

[2] La boule unité fermée B de E est fermée [23.11] et bornée (par définition).
La suite (fn)nex est une suite d’éléments de B qui n’a aucune valeur
d’adhérence, donc [Dé£.36] la partie B n'est pas compacte.



