MPSI 2 - Semaine 23

A.

A -1. Onsuppose que la matrice A est diagonale. Que
dire de la matrice A* pour k € N ? (On attend la réponse
la plus détaillée possible, mais pas de démonstration.)

Si A = Diag(ay,az,...,a,), alors A* = Diag(a¥k,...,ak) pour
tout k € N —y compris pour k = 0 car A® = I,, = Diag(1,1,...,1).

A -2. On suppose que la matrice A est triangulaire.
Que dire de la matrice A* pour k € N? (On attend la
réponse la plus détaillée possible, mais pas de démonstration.)

Si A est triangulaire supérieure (resp. inférieure), alors A est trian-
qulaire supérieure (resp. inférieure) et les coefficients diagonaux de A*
sont

k k k
(11’1, a2,2) KRS an,n'

A -3. On suppose que la matrice A est symétrique.
Démontrer que A* est symétrique pour tout k € N.

Par convention, A® = 1, et c’est bien une matrice symétrique.
Par hypothese, A1 = A est symétrique.
S'il existe k > 1 tel que A* soit symétrique, alors

t(Ak+1) — t(Ak.A) — tA.t(Ak) ]_22 A.Ak — Ak+]

donc A¥T1 est encore symétrique. On a démontré par récurrence que
AK était symétrique pour tout k € N.

*

B.
B -1. Soient A et B, deux matrices symétriques telles
que
AB = BA.
Démontrer que AB est symétrique.
D’apres la formule de transposition d’'un produit (x), I'hypothése de

symétrie (s) et 'hypothese de commutativité (c),

tAB) Y iBiAYBAYAB

donc le produit AB est une matrice symétrique.

B - 2. On considére les matrices

1 2 11
A<(L2) @ s () ).

Calculer AB et BA. Que remarque-t-on ?

33 31
x=(7 7)) sa=(3 1)
REMARQUE.— Il est inutile d’effectuer le second produit matriciel. En
effet, d’apres la question précédente, comme A et B sont symétriques,
on sait que BA = *(AB).
On constate sur ce contre-exemple que le produit de deux matrices sy-
métriques n'est pas toujours une matrice symétrique.



*

C. Soit f, une forme linéaire sur R3.

C-1. Onnote A, la matrice de f relative a la base ca-
nonique de R?. Quelle est la taille de la matrice A ? (nb
de lignes, nb de colonnes)

Par hypothese, f est une application linéaire de R> dans R.
Le nombre de colonnes est égal & la dimension de I'espace de départ R3.
Le nombre de lignes est égal i la dimension de I"espace d’arrivée RR.

Donc A € My 3(R) : il s’agit d’une matrice ligne.

C - 2. On considere les vecteurs
u= (1>1>O)> V= (1»0»1% W = (O>1>1)-

Démontrer que la famille # = (u,v,w) est une base
de R. Ecrire la matrice de passage Q de la base cano-
nique a la base %. Que dire du noyau de la matrice Q ?
de son image ?

Considérons trois réels a, b et c tels que

a-u+b-v+c-w=0.

Cette relation de liaison se traduit par le systeme suivant

a+b =0 lere coord.
a +c¢c=0 2éme coord.
b+c=0 3eéme coord.
dont I'unique solution est (a,b,c) = (0,0,0). La famille (u,v,w) est

donc une famille libre de trois vecteurs dans R3, espace vectoriel de
dimension 3, ¢’est donc une base de R3.

@ La matrice de passage de la base canonique a la base 8 = (u,v, w)
est obtenue en écrivant en colonnes les vecteurs u, v et w décomposés
dans la base canonique. Donc

10
Q= 0 1
11

1
1
0

REMARQUE.— Il s’agit de la matrice du systéme précédent. On aurait
d’ailleurs pu démontrer que 98 était une base en calculant le rang de la
matrice Q.

@ En tant que matrice de passage, la matrice Q est inversible, donc
son noyau est réduit au vecteur nul et son image est égale a I'espace
d’arrivée, c’est-a-dire M3 1 (R).

C - 3. Quelle est la matrice de la forme linéaire f rela-
tive a la base #? (On citera précisément le théoreme
appliqué.)

Comme la forme linéaire f est représentée par la ligne A € My 3(R)

dans la base canonique et que la matrice de passage de la base canonique
a la base A est la matrice Q, on sait que

Matz(f) = AQ.

C-4. On considere le plan P C R’ représenté par
I’équation

2x+3y—z=0
dans la base canonique. Par quelle équation ce plan
est-il représenté dans la base % ?



Considérons ici la forme linéaire f représentée dans la base canonique
par la matrice
A=(2 3 —1).

Dans la base canonique, un vecteur w = (x,y,z) et son image f(u)
sont représentés par

X
X = (y) et AX=(2x+3y—z).
z

D’apres I'équation de P relative a la base canonique, un vecteur u =
(x,VY, z) appartient au plan P si, et seulement si, f(u) = 0.
s Notons r, s et t, les coordonnées du vecteur . relatives a la base B :

.
Matz(u) = |s|.
t

Le réel f(u) = 0 se calcule alors dans la base % par

.
Matg (f(u)) = Matgy(f) x Matz(u) = (AQ) (s)
t

et comme

0

110
AQ=(2 3 —1)(1 0 1):(5 1 —4),
11

I'équation vectorielle f(u) = O se traduit alors par I"équation

5r+s+2t=0,

qui représente le plan P dans la base 4.

*

D. Soient u, un endomorphisme de E et x, un vec-
teur de E. On suppose qu'’il existe un scalaire A € R tel
que

u(x) =A-x.

D - 1. Dans cette question, on suppose que A # 0. Dé-
montrer que x € Imu.
Comme N # 0 et que u est linéaire,

x = —-u(x) :u(% -x) € Imu.

> =

D - 2. Dans cette question, on suppose que E = R?
et que la matrice de u relative a la base canonique est

donnée par
01
A= (5 o)

Quels sont les vecteurs x € E tels que u(x) = 0-x? Ces
vecteurs appartiennent-ils a 'image de u?

On note (e1, e2), la base canonique de R?.
@ Résoudre I'équation u(x) = 0-x, c’est chercher les vecteurs du noyau
de u.



Il est clair que le rang de w est égal a 1, donc le noyau de w est une droite
vectorielle. Manifestement, le premier vecteur de la base canonique ap-
partient a Ker u, donc

ux)=0-x <= xeR-ej.

a- La deuxieme colonne de la matrice signifie que u(e,) = ey et donc
que ey appartient a I'image de . Par conséquent, toutes les solutions
de I'équation u(x) = 0 - x appartiennent a l'image de u.

D - 3. Mémes questions avec la matrice

A= (0 2).

Cette fois encore, Keru = R - ey. Mais I'image de  est dirigée par le
vecteur e; = u(ez), donc le sous-espace

KerunImu=(R-e;)N(R-e2)

est réduit au vecteur nul.
Dans ce cas, la seule solution de I'équation u(x) = 0-x qui appartienne
a l'image de w est le vecteur nul.

*

E. Soit E, un espace vectoriel. On suppose connus
deux sous-espaces vectoriels F et G supplémentaires
dans E :

E=FDG

et un endomorphisme u € L(E) tel que
VxeF u(x)=2x et VyeG, uly)=-—y.

E-1. Soitz € E. Démontrer qu'il existe deux vecteurs
x € Fety € G tels que

=x+y.

Y a-t-il unicité du couple (x,y) ? Exprimer u(z) en fonc-
tion de x et y.

Par définition des sous-espaces supplémentaires : pour tout z € E, il
existe un, et un seul, couple (x,y) € F x G tel que z =x +y.
:a Par linéarité de u,

E-2. On considere deux vecteurs x € Fety € G et
on suppose qu’aucun de ces vecteurs n’est égal a Og.
Démontrer que la famille (x,y) est libre.

Considérons deux réels a et b tels que

w+b-y:0.

cF cG

Comme F et G sont en somme directe, on en déduit que

a-x=b-y=0



et comme x # 0 ety # 0, on peut conclure que a = b = 0, ce qui
prouve que la famille (x,y) est libre.

Z

E-3. Soit z € E, un vecteur tel que u(z) = 2 - z. Dé-
montrer que z € F.

Quand on a décomposé z dans la somme directe F & G, on a démontré
que
uz)=2-x—vy.

Sion suppose que w(z) =2 -z = (2-x) + (2 -y), on en déduit que
u(z) —u(z) =0=3-y

doncy = O ef finalement z =x € F.

E-4. Avecles notationsde E-1. , démontrer que
VkeN, ufz)=2"-x+ (-1 vy.

L’endomorphisme u est-il un projecteur ?
La propriété est évidente pour k =0 :

Wiz)=z=x+y=2°x+(-1)°-y

et pour k =1parE-1.
Supposons que cette propriété soit vraie pour un entier k. > 1. Par
linéarité de u, on en déduit que

uf T (z) =u(uk(z)) =2 ux) + (1) uly)
:2k+1 X (_-I)k+1 .

La propriété est ainsi démontrée par récurrence pour tout k € N.

*

E. Dans E = R?, on considere le plan P représenté
dans la base canonique par I"équation

2x —y+z=0]
et les deux droites vectorielles
Do=R-(1,1,—1) et D;=R-(1,—-1,1).

F-1. Les sous-espaces Dy et P sont-ils supplémen-
taires dans E ?

Le vecteur (1,1, —1) vérifie I'équation de P, donc Do C P et par consé-
quent les deux sous-espaces ne sont pas en somme directe (et a fortiori
pas supplémentaires dans E).

F -2. Démontrer que les sous-espaces D; et P sont
supplémentaires dans E.

Le vecteur (1,—1, 1) ne vérifie pas I'équation de P, donc la droite D et
le plan P sont supplémentaires dans R3.

REMARQUE.— Il faut absolument savoir qu’un plan et une droite de
R3 sont supplémentaires si, et seulement si, la droite n’est pas contenue
dans le plan. (Dans cette situation, 'intersection est réduite au vecteur
nul et la somme des dimensions est égale a la dimension de I'espace :
24+1=3)

F-3. Soitu = (x,y,z) € E. On note p(u), le projeté
du vecteur u sur le plan P parallelement a la droite D;.
Rappeler la définition du vecteur p(u).



Comme P et Dy sont supplémentaires dans E = R3, pour tout vecteur
u € E, il existe un unique couple

(vy,w) € P x Dy

tel que w =v +w. Le projeté de w sur P parallelement a Dy est alors le
vecteur v.
Le projeté p(u) est donc caractérisé par deux propriétés :

p(u) eP et u—7p(u) € Dy.

F-4. Onnote A, la matrice qui représente la projec-
tion p dans la base canonique de E. (On ne demande pas
encore de calculer cette matrice.)

Que sait-on de la trace et du rang de cette matrice ?
Quelle relation de liaison existe-t-il entre les colonnes
de cette matrice ?

Comme p est un projecteur et que son image est un plan (le plan P), son
rang est égal a 2 et sa trace, égale a son rang, est aussi égale a 2.

@ Notons (e1, ez, e3), la base canonique de E et C1, C, C3 les co-
lonnes de la matrice A. Par définition de A,

V1<j<3, Cj=Matun(ple;)).
Par conséquent, une relation de liaison entre les colonnes de A
a1Cy +a2Cr +a3C3 =0
équivaut a une relation de liaison dans 'image de p
aj-pler) +az-plex) +az-ples) =0
ce qui nous donne un vecteur du noyau de p
pla;-e1+ax-ex+az-e3) =0
puisque p est linéaire.
Par définition, Kerp = Dy = R - (1,—1,1), donc les colonnes de A
sont liées par la relation :

Ci—Cy+Cs=0.

REMARQUE.— De maniere analogue, la connaissance de I'image nous
donne une relation de liaison entre les lignes de la matrice. En effet,
chaque colonne de la matrice A appartient a son image et vérifie donc
I'équation cartésienne du plan P :

2 -1 HGi=2 -1 1)C;=(2 -1 1)C3=0
et ces trois égalités peuvent se résumer par la relation de liaison

2L — L+ L3 =0.

F - 5. Calculer une base de P. En déduire une matrice
inversible Q telle que

100
Q'AQ=[0 1 0
000



Comme P est un plan, une base de P est constituée de deux vecteurs
linéairement indépendants de P, c’est-a-dire de deux solutions non pro-
portionnelles de I'équation de P.

P — Vect(e1 2 (1,2,0), &2 2 (0,1,1)).

. Analysons la matrice Q" AQ pour comprendre comment choisir la
matrice Q.

On rappelle pour commencer que la matrice A représente I'endomor-
phisme p dans la base canonique.

D’apres la Formule du changement de base pour les endomorphismes,
Q' AQ représente alors le méme endomorphisme p dans une base

P = (51952) 53)

telle que Q soit la matrice de passage de la base canonique a la base 2.
Lisons la matrice Q~ ' AQ colonne par colonne :

pler)=T-e14+0-e2+0-e3 =¢4 (1lere colonne)
ple2) =0-e1+1-e2+0-e3=2¢; (2eme colonne)
plez) =0-e7+0-e2+0-e3=0 (3éme colonne)

et comme w est un projecteur, il faut donc que
grelmp=P e €P, ¢e3€Kerp=Dj.

Nous en savons suffisamment pour définir une matrice Q convenable.
w Le plan P et la droite Dy sont supplémentaires dans R>. Par consé-
quent, en réunissant une base de P et un vecteur directeur de Dy,
comme €3 = (1,—1,1) par exemple, on obtient une base de R3. Po-
sons donc

B = (e1,€2,€3).

La matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle base %
1

10
Q=1[2 1 -1
01 1

est inversible (en tant que matrice de passage).
> D’apres la formule de changement de base,

Q*1 AQ = Natx(p)

et pour calculer Matz(p), nous revenons a la définition : la j-iéme
colonne donne les coordonnées relatives i la base 7 du vecteur p(e;).

> On calcule dans la base canonique :

1 1
SInatcan(p(ﬁ )) =A (2| =12 =Natg(e1)
0 0
et on en déduit que
pler) =&

ce qui prouve que la premiére colonne de Q' AQ est égale a

1
0
0

> On peut continuer de la méme maniere pour calculer les deux
autres colonnes. Mais il est plus malin de se rappeler que les sous-
espaces P et D1 ont une signification géométrique.



Comme P =Imp et que e, € P, alors

ple2) =2

ce qui nous donne la deuxieme colonne de Q~'AQ.
Comme Dy = Kerw et que €3 € Dy, alors

ple3) =0

et nous avons maintenant la troisieme colonne de Q~'AQ.
> On en déduit finalement que

10 0
Q 'AQ=Matz(p)=[0 1 0].
00 0

F-6. Calculer la matrice A.
Les fans du calcul matriciel peuvent commencer par calculer Q'

et déduire A de la relation précédente.

1.0 0 (21 -
A:Qo10Q*1:2231.
000 -2 1 3

a- [l est plus simple, me semble-t-il, de revenir a la caractérisation géo-
métrique du projeté rappelée au F - 3.
Pour tout u = (x,y,z) € R3, le vecteur

(XIJJ /» Z/) = P(U«)
appartient au plan P, c’est-a-dire
X' —y' ' +z' =0

et le vecteur uw—p(wu) appartient a la droite D4, c’est-a-dire qu’il existe
un scalaire « € R tel que

(X,U,Z) - (X/)y/»zl) =& (]a_])])

c’est-a-dire
(X/>U/>ZI) = (X_ X,y +,z— 0().

On déduit de ces deux propriétés que

_ —2Xx+ty-—z
B 4
puis que
/ /! / 1
(x,y'yz') = Z(Zx—i—y—z, 2x+y+z, —2x+y+3z)
et enfin que

A = Matey, (P) =

=
|
NNN
—_ 0 —
w = |
—
N— —



G. On étudie ici la matrice

2 -1 3
A=14 -2 6
-2 1 =3

G - 1. Calculer le rang et la trace de A.

Les trois colonnes de A sont proportionnelles a la colonne C introduite
a la question G - 3.

C;=2C C, =-C C; =3C
Donc le rang de A est égal a 1.
Quant a la trace, elle est égale a 2 — 2 + 3 = 3.

G - 2. Calculer une base de Im A.
Démontrer que Ker A est un plan et donner une équa-
tion cartésienne de ce plan.

Comme le rang de A est égal a 1, son image est une droite vectorielle.
Comme l'image de A est engendrée par les colonnes de A, on en déduit
que 'image de A est dirigée par la colonne C.

a D’apres le Théoreme du rang, la dimension du noyau de A est égale
a la différence entre le nombre de colonnes (= dimension de I'espace de
départ) et le rang de A. Donc dim Ker A = 2.

@ La colonne X appartient au noyau de A si, et seulement si, AX = 0.
Comme les lignes de A sont toutes proportionnelles, le systeme AX = 0
est constitué de trois équations proportionnelles et il nous reste

KerA =[2x—y+3z=0]

(avec la premiere ligne, qui est aussi la plus simple).

G - 3. Calculer une ligne
L= (Cl] b] C])

telles que
CL=A ol C=| 2

Calculer le produit LC et en déduire que

A? = —3A.

D’apres les proportions écritesen G -1. , la ligne
L=(2 -1 3)

convient.

a Avant de poser le calcul, on cherche la taille du résultat : en tant
que produit d’une ligne par une colonne, la matrice LC appartient i
M1 (R).

On vérifie sans peine que

LC=(-3).
@ On en déduit, par associativité du produit matriciel, que

A2 = (CL)(CL) = C(LC)L = —3CL = —3A.



G - 4. On consideére la matrice

110
Q=2 23
10 1

Calculer le rang de Q et en déduire que Q est inver-
sible. Démontrer sans calcul que

1 1
Q' 2]=1o
—1 0
En déduire enfin que
-3 00
Q'AQ=|0 00
0 00

Les opérations de pivot sur les colonnes (et sur les lignes aussi) conservent
le rang. En notant = la propriété que deux matrices sont équivalentes,

ona
0O 1 0 0 1 0
Q = 0 2 3 - 0 2 3
C1C1—C3 1 0 1 C3+C3+Cy 1 0 O

Il est clair que les deux derniéres colonnes ne sont pas proportionnelles
(donc : rang au moins égal a 2) et que la troisieme colonne n’est pas une
combinaison lin’eaire des deux autres (donc : rang au moins égal a 3).
Par conséquent, la matrice Q est inversible.

a Appliquer la matrice Q aux matrices de la base canonique de M3 1 (R)
revient a extraire les colonnes de la matrice Q.

En particulier (premiére colonne!),

+(0)-C)

et comme la matrice Q est inversible,

@ D’apres la factorisation A = CL,

1
Q 'AQ=(Q'O)(LQ) = (o) (-3 0 0)

0
-3 0 0
=0 0 0.
0 0 0



